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30.2 Relazione col gruppo di Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . 342
30.3 Natura delle trasformazioni di Möbius . . . . . . . . . . . . . 344
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Prefazione

Questo libro origina dalla mia esperienza didattica per un corso per il dot-
torato di ricerca a Salerno nel 1993, poi sul corso di Metodi Geometrici della
Fisica negli anni accademici 2009-2010 e 2011-2012, e poi sul corso di Teoria
Classica dei Campi, per un triennio a partire dall’anno accademico 2022-
2023, per la Laurea Magistrale in Fisica presso il Dipartimento di Fisica
Ettore Pancini dell’Università Federico II di Napoli.

Per delineare il piano del testo è opportuna una premessa: a Napoli si
tengono corsi eccellenti di Elettrodinamica Classica e Relatività Generale e
Gravitazione. Dunque, un corso di Teoria Classica dei Campi tende invece
naturalmente, a mio avviso, a offrire una formazione di base sui linguag-
gi matematici avanzati delle moderne teorie fisiche. Il lettore è supposto
conoscere fisica e matematica al livello di uno studente che ha completato
gli esami del primo anno della laurea magistrale in fisica. Il primo capitolo
funge da raccordo con il corso di elettrodinamica classica. Il secondo capitolo
introduce i concetti dell’algebra astratta che non vengono insegnati in corsi
obbligatori per gli studenti di fisica. Il terzo capitolo è dedicato alle varietà
topologiche e alle varietà differenziabili, mentre il quarto capitolo studia le
varietà regolari di Rn, che possono essere applicate per comprendere le va-
rietà vincolari dei capitoli 25 e 26. I capitoli dal 5 al 7 svolgono il calcolo
su varietà senza mai far uso di metriche. Il potere di sintesi della notazione
moderna a volte blocca gli studenti all’inizio di questi studi, dunque ho cer-
cato di svolgere in dettaglio vari calcoli ed esempi e controesempi. I capitoli
da 8 a 12 sono dedicati ai gruppi topologici, i gruppi di Lie e le algebre di
Lie, e alle loro applicazioni fisiche.

La geometria riemanniana viene studiata nei capitoli da 13 a 17, mentre
la teoria dei fibrati principali e vettoriali viene svolta nei capitoli da 18 a
20. Il capitolo 21 approfondisce il nastro di Möbius, mentre il capitolo 22
approfondisce la fibrazione di Hopf in modo pedagogico. Principi variazionali
e simmetrie sono studiati nei capitoli 23 e 24. Il capitolo 25 è dedicato alla
teoria dei sistemi hamiltoniani soggetti a vincoli, poiché in essi rientrano
anche tutte le teorie di gauge delle interazioni fondamentali. Infatti il capitolo
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26 applica tale teoria all’elettrodinamica nello spaziotempo di Minkowski. Il
capitolo 27 studia invece l’elettrodinamica classica in spaziotempo curvo, e
confronta in modo pedagogico i linguaggi vettoriale, tensoriale e delle forme
differenziali, con applicazione ai potenziali di Hertz. La relatività generale
viene studiata nell’impegnativo capitolo 28: il principio di equivalenza, il
principio di covarianza generale, il funzionale d’azione. La teoria dei gruppi
di Lie a dimensione infinita viene introdotta nel capitolo 29, dimostrando
alfine il teorema di Freifeld: esistono diffeomorfismi arbitrariamente prossimi
all’identità che non giacciono su sottogruppi ad un parametro.

Le trasformazioni lineari frazionarie usate nei capitoli 10 e 11 per studiare
il gruppo di Lorentz vengono classificate in ellittiche, paraboliche, iperboliche
e lossodromiche nel capitolo 30. Il capitolo 31 studia e dimostra il teorema di
Hodge sullo spazio delle forme lisce su una varietà di Riemann. La tematica
collegata è lo studio dell’autodualità in geometria riemanniana e nelle teorie
di gauge delle interazioni fondamentali. Il capitolo 32 mostra che tutte le
teorie di gauge note ricadono nelle famiglie di tipo I, II e III, in base alla forma
delle parentesi di Lie dei campi vettoriali che lasciano invariato il funzionale
d’azione. Inoltre, esiste una forma di connessione nonlocale per tutte le
teorie di gauge. Questo capitolo prepara gli studenti che poi, studiando la
fisica quantistica, vorranno (spero) apprendere l’approccio globale alla teoria
quantistica dei campi in corsi successivi. Quando il corso passerà da 32 a 24
lezioni con la riforma della laurea magistrale in Fisica a Napoli, si potranno
ad esempio non tenere le lezioni basate sui capitoli 4, 21, 22, 29, 30, 31, 32,
e svolgere i capitoli da 13 a 17 in sole 4 lezioni.

Ho un profondo debito di gratitudine con gli amici e colleghi Giuseppe
Marmo e Patrizia Vitale, che hanno insegnato Teoria Classica dei Campi
per 12 anni prima di me. Nei capitoli 18, 19, 20, 23, 24, 26, la mia fonte
principale sono stati gli appunti di Patrizia per l’anno accademico 2020-2021,
che ho rielaborato a mia discrezione. Sono poi molto grato agli studenti che
hanno stimolato il mio impegno a tenere queste lezioni e a scrivere i capitoli
del libro. Infatti il libro è dedicato a loro.

Giampiero Esposito
Giugno 2023
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Fisica moderna e linguaggi matematici

In questo capitolo introduttivo, che potrà utilmente essere riletto alla fine
delle lezioni, si intende delineare il cammino concettuale nel quale si inserisce
questo corso di teoria classica dei campi.

Dopo l’opera di Galileo e Newton, la fisica scopre nuove prospettive nel di-
ciannovesimo secolo grazie, tra gli altri, a James Clerk Maxwell (1831-1879).
Maxwell perviene ad una visione unificata dei fenomeni elettrici e magneti-
ci. Einstein nasce proprio nel 1879, e suo sarà, tra l’altro, il merito di aver
compreso che le interazioni radiazione materia non possono essere comprese
usando solo la teoria di Maxwell. Einstein va anche al di là del tempo as-
soluto newtoniano, e comprende che spazio e tempo vanno unificati in un
continuo quadridimensionale, la varietà spaziotempo. Einstein vede la fisica
di inizio ’900 nella sua interezza, e arriva a concepire l’unificazione spaziotem-
porale, postula l’eguaglianza di concetti distinti quali massa inerziale e massa
gravitazionale, e comprende che le leggi della fisica devono essere descritte in
linguaggio tensoriale, e dunque devono essere tutte invarianti per diffeomor-
fismi. Inoltre, col suo punto di vista euristico circa i fenomeni di creazione e
conversione della luce, prepara il terreno per comprendere il ruolo di una nuo-
va costante della natura, la costante h di Planck. Sul versante sperimentale,
Millikan misura in modo brillante e accurato h, ma per alcuni anni si rifiuta
di accettare che dunque non ci può essere una teoria puramente classica delle
interazioni tra radiazione e materia.

Gli sviluppi moderni, dopo i tentativi di Einstein e Weyl di unificare gra-
vitazione e elettromagnetismo, hanno condotto, laddove gli effetti gravitazio-
nali sono trascurabili, a teorie unificate delle interazioni elettromagnetiche e
deboli (teorie elettrodeboli), e alla unificazione di queste ultime con le inte-

15
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razioni forti. L’unificazione si realizza a livello teorico utilizzando la teoria
dei gruppi e, più in generale, i concetti e le tecniche di alcuni dei principali
rami della matematica: algebra, analisi, geometria e topologia. È il caso
di fare una precisazione importante: non esistono compartimenti stagni che
separano i vari rami della fisica e della matematica, occorre invece sviluppare
una visione globale e interdisciplinare.

Se la visione della fisica moderna è geometrica, e se i fondamenti della
geometria sono da ricercarsi nell’algebra e nell’analisi globale, cosa possiamo
dire in particolare sulla geometria moderna e le sue diramazioni? Esistono,
invero, non meno di 14 tipi di ricerca geometrica (e invero ben di più), ovvero:

G1: Geometria euclidea

G2: Geometria affine

G3: Geometria proiettiva

G4: Geometria analitica

G5: Geometria riemanniana

G6: Geometria differenziale globale

G7: Geometria spettrale

G8: Geometria complessa

G9: Geometria algebrica

G10: Geometria simplettica

G11: Geometria noncommutativa (Lizzi 2008)

G12: Geometria pseudoriemanniana

G13: Geometria spinoriale

G14: Geometria twistoriale

Rammenteremo alla fine della seconda lezione che la geometria euclidea è
derivata dalla geometria affine, che a sua volta è derivata dalla geometria
proiettiva. Inoltre, tale geometria G3 è un tipo particolare di geometria G9.
Le forme di geometria da G10 a G14 sono nate addirittura in ambito fisico,
mentre le forme da G5 a G7 hanno fondamentali applicazioni in fisica ma
sono nate anzitutto in ambito matematico. La teoria classica dei campi ha
bisogno in particolare delle forme di geometria qui indicate come G5, G6,
G12. Per noi la conoscenza indicherà anzitutto lo sforzo di comprendere la
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natura profonda dei concetti considerati. Porsi le domande giuste e trovare le
definizioni appropriate sono aspetti di fondamentale importanza. Ma, a dif-
ferenza del matematico puro, saremo poi interessati alle applicazioni fisiche
concrete di tali concetti per scoprire leggi descritte da equazioni con le asso-
ciate soluzioni. Uno dei meriti dei linguaggi moderni è l’aver mostrato che le
equazioni che regolano i fenomeni fisici sono ben comprese caratterizzando lo
spazio funzionale e l’ambiente geometrico nei quali esistono soluzioni. Questo
aspetto sarà il punto di partenza per le prime ricerche degli studenti giunti
alla fine del corso.

Quadro riassuntivo

Maxwell (1831-1879): unifica fenomeni elettrici e magnetici nella teoria elet-
tromagnetica della luce (cf. Lorenz 1867).

Einstein (1879-1955): (i) va al di là di Maxwell nello studio delle interazioni
radiazione materia.

(ii) supera il tempo assoluto di Newton.

(iii) unifica spazio e tempo nella varietà spaziotempo.
Einstein apre la finestra sulla fisica quantistica sviluppando il suo punto

di vista euristico sui fenomeni di creazione e conversione della luce (Einstein
1905). Nella teoria dello spaziotempo, usa il linguaggio tensoriale creato da
Gregorio Ricci-Curbastro e Tullio Levi-Civita, arrivando a comprendere che
le leggi della fisica devono essere invarianti sotto diffeomorfismi. Nel capitolo
28 faremo una analisi dei principi fisici che guidarono Einstein: il principio
di equivalenza e il principio di covarianza generale.

Successivamente, Einstein e Weyl cercarono di unificare gravitazione e
elettromagnetismo (non potevano sapere che sono entrambe teorie di tipo I
(cf. capitolo 31)), mentre nella seconda metà del ventesimo secolo sono state
formulate prima la teoria elettrodebole e poi la teoria unificata delle intera-
zioni elettrodeboli e forti. Attualmente la fisica sta cercando tracce chiare
di una fisica che superi tale modello standard. Il linguaggio matematico
della fisica teorica è quello fornito dai rami dell’algebra, analisi, geometria e
topologia.

1.2 Richiami sulla teoria di Maxwell

Dai corsi precedenti, il lettore è familiare con le equazioni di Maxwell sia in
forma differenziale che integrale per i vettori campo elettrico ~E, induzione
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magnetica ~B, campo magnetico ~H e induzione elettrica ~D:

∇∧ ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 =⇒

∫
C

~E · d~s = − d

dt

∫
S

~B · ~nda, (1.2.1)

∇∧ ~H − ∂ ~D

∂t
= ~J =⇒

∫
C

~H · d~s =
d

dt

∫
S

~D · ~nda+

∫
S

~J · ~nda, (1.2.2)

∇ · ~B = 0 =⇒
∮
S

~B · ~nda = 0, (1.2.3)

∇ · ~D = ρ =⇒
∫
S

~D · ~nda =

∫
V

ρ dV = q. (1.2.4)

Tali equazioni vanno completate dalle relazioni costitutive, ovvero equazioni
funzionali che collegano tali campi:

~D = ~D( ~E), ~H = ~H( ~B). (1.2.5)

Nel caso lineare, tali equazioni assumono la forma

~D = ε0
~E, ~H =

1

µ0

~B. (1.2.6)

Se il caso lineare non viene rispettato, si possono definire i vettori non nulli

~P = ~D − ε0
~E, ~M =

1

µ0

~B − ~H. (1.2.7)

Inoltre, dette µ la permeabilità magnetica e ε quella elettrica, il potenziale
vettore ~A si può ottenere da un vettore ~π, il potenziale di Hertz, mediante
la relazione (cf. capitolo 27 e (Stratton 1952))

~A = µε
∂~π

∂t
. (1.2.8)

Ogni soluzione dell’equazione vettoriale

∇∧∇ ∧ ~π −∇
(
∇ · ~π

)
+ µε

∂2~π

∂t2
= 0 (1.2.9)

determina un campo elettromagnetico attraverso le relazioni

~B = µε ∇∧ ∂~π
∂t
, (1.2.10)

~E = ∇
(
∇ · ~π

)
− µε∂

2~π

∂t2
, (1.2.11)

che si ottengono a partire dalle ben note relazioni

~B = ∇∧ ~A, ~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
. (1.2.12)
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1.3 Trasformazioni e matrici di Lorentz

Rammentando i primi concetti di relatività, consideriamo una forma possibile
delle trasformazioni di Lorentz, ovvero

x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z, t′ = γ

(
t− β

c
x

)
, (1.3.1)

ove β = v
c
, γ = 1√

1−β2
. In forma matriciale, possiamo allora scrivere che


ct′

x′

y′

z′

 =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



ct
x
y
z

 . (1.3.2)

La matrice 4× 4 che ivi compare è un caso particolare dell’insieme generale
delle matrici 4 × 4 con elementi Λα

β tali che, dette ηλµ le componenti della
metrica minkowskiana, si può scrivere

ΛT η Λ = η, =⇒
3∑

α,β=0

ηαβΛα
ν Λβ

µ = ηνµ. (1.3.3)

Per definizione, ogni Λ che soddisfa l’Eq. (1.3.3) è una matrice di Lorentz.
L’insieme di tutte le matrici di Lorentz viene denotato mediante O(3, 1). Col
linguaggio del secondo capitolo, O(3, 1) è il gruppo di Lorentz.

Oltre alle trasformazioni di Lorentz x′ = Λx, la natura consente anche le
trasformazioni di Poincaré

x′ = Λx+ ξ, (1.3.4)

ove Λ ∈ O(3, 1) e ξ è una matrice reale 4 × 1 con elementi ξ0, ξ1, ξ2, ξ3.
La legge di composizione di due trasformazioni di Poincaré si ottiene dalla
(1.3.4) assieme a

x′′ = Λ′x′ + ξ′ = Λ′Λx+ Λ′ξ + ξ′ = Λ′′x+ ξ′′, (1.3.5)

ove abbiamo posto

Λ′′ = Λ′Λ, ξ′′ = Λ′ξ + ξ′. (1.3.6)

A causa del termine ξ 6= 0, le trasformazioni di Poincaré sono anche dette
trasformazioni di Lorentz inomogenee. Le equazioni (1.3.6) ci dicono che il
gruppo di Poincaré è il prodotto semidiretto del gruppo di Lorentz e delle
traslazioni.
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Dalla Eq. (1.3.3) che definisce le matrici di Lorentz, si ha

(detΛ)2detη = detη =⇒ detΛ = ±1. (1.3.7)

Il sottoinsieme

{Λ ∈ O(3, 1) : detΛ = +1} = L+ = SO(3, 1) (1.3.8)

è detto consistere delle matrici di Lorentz proprie, mentre il sottoinsieme

{Λ ∈ O(3, 1) : detΛ = −1} = L− (1.3.9)

è detto consistere delle matrici di Lorentz improprie. Notiamo inoltre che
dalla (1.3.3) si ricava

(
Λ0

0

)2
= 1 +

3∑
i=1

(
Λi

0

)2
=⇒ Λ0

0 ≥ 1, oppure Λ0
0 ≤ −1. (1.3.10)

Quest’ultima proprietà suggerisce di definire gli insiemi

O+(3, 1) =
{

Λ ∈ O(3, 1) : Λ0
0 ≥ 1

}
, (1.3.11)

O−(3, 1) =
{

Λ ∈ O(3, 1) : Λ0
0 ≤ −1

}
, (1.3.12)

e quindi anche gli insiemi

SO+(3, 1) = O+(3, 1) ∩ SO(3, 1)

=
{

Λ ∈ O(3, 1) : Λ0
0 ≥ 1, detΛ = 1

}
, (1.3.13)

SO−(3, 1) = O−(3, 1) ∩ SO(3, 1)

=
{

Λ ∈ O(3, 1) : Λ0
0 ≤ −1, detΛ = 1

}
. (1.3.14)

Inoltre, l’insieme L− delle matrici di Lorentz improprie consiste dell’unione
disgiunta delle matrici improprie ortocrone:

L↑− =
{

Λ ∈ O(3, 1) : detΛ = −1, Λ0
0 ≥ 1

}
, (1.3.15)

e delle matrici improprie anticrone

L↓− =
{

Λ ∈ O(3, 1) : detΛ = −1, Λ0
0 ≤ −1

}
. (1.3.16)

Gli insiemi O(3, 1), SO(3, 1),O+(3, 1), SO+(3, 1) sono gruppi, mentre gli in-
siemi SO−(3, 1), L↑−, L

↓
− non sono gruppi.
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Un esempio di matrice di Lorentz impropria ortocrona è

Λ1 = diag(1,−1,−1,−1) ∈ L↑−, (1.3.17)

mentre un esempio di matrice di Lorentz in SO−(3, 1) assume la forma

Λ2 = diag(−1,−1, 1, 1) ∈ SO−(3, 1). (1.3.18)

Il loro prodotto fornisce un esempio di matrice di Lorentz impropria anti-
crona:

Λ1 Λ2 = diag(−1, 1,−1,−1) ∈ L↓−. (1.3.19)

Calcolando i prodotti di matrici si trova inoltre che

Λ1 × SO+(3, 1) = L↑−, (1.3.20)

Λ1 Λ2 × SO+(3, 1) = L↓−, (1.3.21)

Λ2 × SO+(3, 1) = SO−(3, 1). (1.3.22)

Sulla base di quanto a noi noto, solo SO+(3, 1) corrisponde a osservatori
fisicamente realizzabili. È invece difficile immaginare due osservatori A e B
collegati dalla matrice Λ2, poiché il tempo in A scorrerebbe nella direzione
opposta a quello in B. Inoltre, se la matrice Λ1 collegasse A a B, un guanto
destro visto da A apparirebbe sinistro se visto da B, il che vuol dire che Λ1

opera come la riflessione in uno specchio.
Se poi ~v = |~v| ~n è una generica velocità, β e γ sono quelli usati nella

Eq. (1.3.1), βi = βni ∀i = 1, 2, 3, si dice boost lungo ~v la matrice Λ data da
(Regge 1980)

B(~v) =


γ γβ1 γβ2 γβ3

γβ1 1 + (n1)2(γ − 1) n1n2(γ − 1) n1n3(γ − 1)
γβ2 n1n2(γ − 1) 1 + (n2)2(γ − 1) n2n3(γ − 1)
γβ3 n1n3(γ − 1) n2n3(γ − 1) 1 + (n3)2(γ − 1)

 .

(1.3.23)

In generale, le matrici B(~v) non formano un gruppo. Posto ~u =
~β√

1−β2
, si

può scrivere la matrice

ΛB(~u) =

(
γ ~ut

~u I + ~u~ut

(γ+1)

)
, (1.3.24)

che opera la spinta descritta dall’equazione

ΛB(~u)

(
mc
0

)
= mc

(
γ
~u

)
. (1.3.25)



22 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

Il calcolo diretto fornisce talvolta

ΛB(~u1)ΛB(~u2) = ΛB(γ1~u2 + γ2~u1), (1.3.26)

ovvero il prodotto di due boost è un boost se e solo se è una matrice sim-
metrica, il che implica che ΛB(~u1) e ΛB(~u2) commutano, da cui segue che i
vettori ~u1 e ~u2 sono paralleli. Ma in generale la (1.3.26) assume invece la
forma (

γ1 ~ut1
~u1 I +

~ut1~u1
(γ1+1)

)(
γ2 ~ut2
~u2 I +

~ut2~u2
(γ2+1)

)
=

(
γ3 ~ut3
~b3 L3

)
, (1.3.27)

ove si è posto

L3 = I +
~u3~u

t
3

(γ3 + 1)
, (1.3.28)

e si ha (omettendo il pedice 3)

Ltb = γ~u, L~u = γ~b. (1.3.29)

1.4 Invarianza per dualità delle equazioni di

Maxwell

Consideriamo ora le equazioni di Maxwell nel vuoto in assenza di cariche e
correnti: ∑

j,k

εijk
∂

∂xj
Ek +

1

c

∂Bi

∂t
= 0, (1.4.1)

∑
j,k

εijk
∂

∂xj
Bk − 1

c

∂Ei

∂t
= 0, (1.4.2)

∑
k

∂

∂xk
Bk = 0,

∑
k

∂

∂xk
Ek = 0. (1.4.3)

Queste equazioni sono invarianti sotto dualità, ovvero una applicazione ϕ che
opera la trasformazione

ϕ( ~E) = ~B, ϕ( ~B) = − ~E. (1.4.4)

Se le cariche e le correnti non si annullano, la simmetria per dualità è
preservata se vengono aggiunte sia le cariche elettriche che quelle magnetiche.
Tuttavia, finora le cariche magnetiche non sono state osservate, il che rovina
la dualità. A un livello più profondo, la dualità sembra essere violata quando
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il campo magnetico è derivato da un potenziale vettore mentre il campo
elettrico è derivato da un potenziale scalare, come avviene in elettrostatica.
Il potenziale vettore, tuttavia, non è un ingrediente opzionale, poiché (Witten
1997):

(i) Serve a scrivere l’equazione di Schrödinger per un elettrone in campo
magnetico.

(ii) Serve a derivare le equazioni di Maxwell da una lagrangiana.

(iii) Serve a costruire una teoria unificata di elettromagnetismo, interazioni
deboli e forti nello spaziotempo di Minkowski.

Nelle moderne teorie, cariche elettriche e magnetiche trovano entrambe
posto. Nel caso di accoppiamento debole, tali cariche si comportano in mo-
do completamente diverso. Per l’elettrodinamica, l’accoppiamento debole
significa che la costante di struttura fine

α =
(qe)

2

4π~c
(1.4.5)

è piccola. In generale, per accoppiamento piccolo, le cariche elettriche ap-
paiono come quanti elementari. La carica elettrica Qe di una qualsivoglia
particella è un multiplo intero di qe, ovvero Qe = nqe.

D’altro lato, i monopoli magnetici originano, per accoppiamento debole,
come eccitazioni collettive di particelle elementari. Tali eccitazioni collettive
si presentano, nel limite di accoppiamento debole, come soluzioni estese di
equazioni differenziali non lineari. La carica magnetica qm di una qualsivoglia
particella è (N essendo un intero)

qm = N
2π~c
qe

. (1.4.6)

La teoria quantistica rende dunque possibile scoprire nuove simmetrie fon-
damentali che la teoria classica non arriva a prevedere. Intanto noi andremo
a comprendere meglio le proprietà della teoria classica.

Per approfondimenti di elettrodinamica classica, suggeriamo il ricco e
formativo materiale in Stratton (1952), Schwinger (1998), Jackson (2001),
Stroffolini (2001), Scheck (2018).
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Capitolo 2

Concetti di algebra e geometria

2.1 Gruppi e monoidi

In una visione algebrica, la struttura fondamentale sono i monoidi, e quei
particolari monoidi in cui ogni elemento ammette un inverso sono detti grup-
pi. Noi posporremo questo passo iniziale, e diremo che un gruppo G è un
insieme S tale che, per due qualsivoglia dei suoi elementi g1, g2 ∈ S, una legge
di composizione interna è definita. Assumeremo che la legge di composizione
sia la moltiplicazione, denotata tramite un puntino inserito tra gli elementi
del gruppo che vengono moltiplicati tra loro. Per essa valgono le seguenti
proprietà:

g1, g2 ∈ G =⇒ g1 · g2 ∈ G. (2.1.1)

Il prodotto è associativo:

g1 · (g2 · g3) = (g1 · g2) · g3. (2.1.2)

Il gruppo G contiene l’elemento identico (o neutro) e, ovvero

g · u = u · g = g, ∀g ∈ G, =⇒ u = e. (2.1.3)

Ne segue che l’elemento identico è unico. Infatti se e′ fosse un altro elemento
identico, si avrebbero entrambe le relazioni

e · e′ = e, e · e′ = e′,

da cui e = e′. Se la legge di composizione interna fosse invece l’addizione,
l’elemento identico sarebbe allora indicato con lo zero, ovvero

g + u = u+ g = g,∀g ∈ G, =⇒ u = 0. (2.1.4)

25
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Alfine, per ogni g ∈ G, l’inverso esiste ed è unico. Infatti, se esistessero due
diversi inversi, γ e Γ, di g, si avrebbe

e = γ · g = Γ · g, (2.1.5)

da cui, moltiplicando alla destra per γ, troveremmo γ = Γ.
L’ordine di un gruppo è il numero dei suoi elementi. Esso può essere

finito, numerabilmente infinito, o innumerabilmente infinito. A stretto rigor
di termini, per gruppo G deve intendersi la coppia (S, τ), ove S è l’insieme di
cui sopra, detto sostegno del gruppo, e τ è la legge di composizione interna,
ovvero la moltiplicazione o l’addizione.

Nel caso dei monoidi menzionati poc’anzi, valgono solo le proprietà di
chiusura rispetto all’azione di τ , associatività ed esistenza dell’elemento neu-
tro e, ovvero (Chevalley 1956):

m1 τ m2 ∈M, ∀m1,m2 ∈M, (2.1.6)

(m1 τ m2)τ m3 = m1 τ(m2 τ m3), ∀ m1,m2,m3 ∈M, (2.1.7)

m1 τ e = e τ m1 = m1, ∀m1 ∈M. (2.1.8)

Il monoide è la coppia (M, τ). Si noti che la legge di composizione interna
non è necessariamente la moltiplicazione o l’addizione. Ad esempio, dato
l’insieme M delle applicazioni f da uno spazio X in se stesso, si ottiene
un monoide scegliendo τ come la legge che definisce il concetto di funzione
composta, ovvero

f(x) τ g(x) ≡ f(g(x)), ∀f, g ∈M. (2.1.9)

Ad un livello più profondo, si può definire un gruppo a partire da un
insieme J e da una funzione ϕ avente, per dominio, l’insieme delle disposizioni
binarie, con eventuali ripetizioni, degli elementi di J e, per codominio, un
insieme contenuto in J ; di modo tale che, se x ed y sono elementi di J , anche
ϕ(x, y), la loro immagine tramite ϕ, è un elemento di J . Inoltre si suppone
che per J e ϕ valgano le seguenti proprietà (Scorza 1942):

Qualunque siano x, y, z ∈ J , si ha

ϕ(ϕ(x, y), z) = ϕ(x, ϕ(y, z)), (2.1.10)

esiste in J un elemento u per il quale

ϕ(x, u) = x, (2.1.11)
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qualunque sia x in J . Inoltre, comunque scelto un elemento x di J , si può
determinare in J un elemento x′ tale che risulti

ϕ(x, x′) = u. (2.1.12)

Indicata allora con G la coppia di enti J e ϕ, si dice che G è il gruppo formato
dagli elementi di J rispetto all’operazione ϕ. Gli elementi di G sono quelli di
J , e ϕ è detta l’operazione di moltiplicazione in G. Un gruppo si dice finito
(infinito) se tale è l’insieme dei suoi elementi. In particolare, un gruppo
a moltiplicazione commutativa si dice abeliano. L’elemento u viene detto
l’elemento identico o identità di G. Un gruppo che, all’infuori dell’identità,
non contenga altri elementi, viene detto gruppo identico. Un elemento di un
gruppo che coincida col suo inverso si dice bilatero. Dunque, per ciascun
gruppo, l’dentità è un elemento bilatero.

Se Σ è un insieme non vuoto, J è l’insieme delle trasformazioni biunivoche
di Σ in sé, e ψ è l’operazione di moltiplicazione tra di esse, allora H = (J, ψ) è
un gruppo, per il quale l’identità è la trasformazione identica di Σ. Il gruppo
H viene detto il gruppo totale su Σ. Il gruppo totale è finito (infinito) se tale
è Σ; se Σ è finito ed i suoi elementi sono a1, ..., an, gli elementi di H sono le
sostituzioni sugli n oggetti a1, ..., an, e il loro numero è n!. Il gruppo totale H
risulta abeliano se, e solo se, l’insieme Σ è finito e il numero dei suoi elementi
è 1 oppure 2 (Scorza 1942).

Quadro riassuntivo. Monoidi e gruppi sorgono quando si considerano insie-
mi M muniti di una applicazione Φ che è una legge di composizione interna.
Data la coppia (M,Φ), siamo dunque interessati alle seguenti proprietà:

(i) Φ è una legge di composizione interna:

Φ(m1,m2) ∈M ∀ m1,m2 ∈M =⇒ Φ : M ×M →M. (2.1.13)

(ii) Φ ha la proprietà associativa:

Φ(Φ(m1,m2),m3) = Φ(m1,Φ(m2,m3)) ∀ m1,m2,m3 ∈M. (2.1.14)

(iii) Esiste l’elemento neutro e di M :

Φ(m,u) = Φ(u,m) = m, ∀m ∈M =⇒ u = e. (2.1.15)

(iv) Ogni elemento di M ha un inverso γ:

Φ(m, γ) = Φ(γ,m) = e, ∀m ∈M =⇒ γ = m−1 = γm. (2.1.16)

Se valgono solo le proprietà (i) e (ii), la coppia (M,Φ) è un semigruppo. Se,
in aggiunta, vale anche la proprietà (iii), (M,Φ) è un monoide. Inoltre, se
vale anche la proprietà (iv), (M,Φ) è un gruppo.
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Nel capitolo 8 tratteremo in dettaglio il concetto di realizzazione di un
gruppo astratto G. Questa consiste nell’associare ad ogni a ∈ G una appli-
cazione T (a) in modo tale che, alla composizione di elementi del gruppo G,
corrisponda la composizione ϕ delle associate trasformazioni, ovvero:

T (Φ(a, b)) = ϕ(T (a), T (b)). (2.1.17)

2.2 Anelli, corpi e campi

D1. L’insieme A, dotato di due operazioni binarie + e · è un anello se valgono
le seguenti proprietà:

(A,+) è un gruppo abeliano con elemento neutro 0, ovvero:

P1. Proprietà associativa dell’addizione:

(a+ b) + c = a+ (b+ c), (2.2.1)

P2. Proprietà commutativa dell’addizione:

a+ b = b+ a, (2.2.2)

P3. Esiste un elemento ω ∈ A, elemento neutro rispetto all’addizione, tale
che

ω + a = a+ ω = a. (2.2.3)

Tale ω è detto lo zero di A: ω = 0.

P4. Esistenza dell’inverso rispetto all’addizione: ∀a ∈ A, esiste un elemento
b ∈ A tale che

a+ b = b+ a = 0 =⇒ b = −a. (2.2.4)

P5. (A, ·) è un semigruppo (cf. Eq. (2.1.14)):

(a · b) · c = a · (b · c). (2.2.5)

P6. La moltiplicazione è distributiva rispetto alla somma:

a · (b+ c) = a · b+ a · c, (2.2.6)

(a+ b) · c = a · c+ b · c. (2.2.7)
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Tutte le relazioni di cui sopra devono valere ∀a, b, c ∈ A. Se la moltiplicazione
è commutativa, A è detto anello commutativo. Se ammette un elemento
neutro, generalmente indicato con 1, l’anello è unitario.

D2. Dicesi corpo un anello con unità i cui elementi non nulli hanno inverso
moltiplicativo, ovvero

∀a 6= 0, ∃γ : aγ = γa = e =⇒ γ = a−1 = γa. (2.2.8)

D3. Un campo è un anello commutativo con unità i cui elementi non nulli
hanno inverso moltiplicativo, ossia un corpo commutativo.

Esempi. I quaternioni (capitoli 8 e 22) formano un corpo non commutativo.
Invece, i numeri razionali Q, i numeri reali R e i numeri complessi C formano
i campi razionale, reale e complesso, rispettivamente.

Controesempio: Sia (G,+) un gruppo abeliano, e si ponga

xy = 0 ∀x, y ∈ G. (2.2.9)

In tal caso, (G,+, ·) è un anello commutativo, ma non è unitario se G non
è ridotto al solo 0. Se n è un intero ≥ 2, l’insieme Mn(Q) (Mn(R),Mn(C))
delle matrici n × n su Q (rispettivamente su R, su C), con l’usuale somma,
e il prodotto righe per colonne, è un anello unitario non commutativo.

2.3 Divisori dello zero

L’equazione (2.2.9) ci spinge a definire il concetto di divisori dello zero, e lo
faremo tramite esempi. Consideriamo dapprima le matrici 2× 2

u1 =

(
1 0
0 0

)
, u2 =

(
0 0
0 1

)
. (2.3.1)

Le matrici della forma

α = xu1 + yu2 =

(
x 0
0 y

)
(2.3.2)

sono dette numeri bireali (Spampinato 1949). Dunque

detα = xy = 0 =⇒ x = 0 oppure y = 0. (2.3.3)

Siano ora xu1 e yu2 con x 6= 0 e y 6= 0. In tal caso troviamo

xu1 yu2 = xy u1u2 = 0 (2.3.4)
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poiché

u1u2 =

(
0 0
0 0

)
.

Esistono dunque due sistemi di numeri bireali che fungono da divisori dello
zero:

xu1, x ∈ R− {0} , yu2, y ∈ R− {0} . (2.3.5)

Al fine di fornire un secondo esempio, consideriamo le matrici

u =

(
1 0
0 1

)
, ε =

(
0 1
0 0

)
, (2.3.6)

e la loro combinazione lineare

γ = xu+ yε =

(
x y
0 x

)
. (2.3.7)

Pertanto

detγ = x2 = 0 =⇒ x = 0 =⇒ γ = yε =

(
0 y
0 0

)
, y 6= 0, (2.3.8)

e notiamo che

yεy′ε = yy′ε2 = 0, (2.3.9)

poiché

ε2 =

(
0 0
0 0

)
.

Ne concludiamo che nell’algebra dei numeri duali γ = xu+ γε esiste un solo
sistema di divisori dello zero: yε, y ∈ R− {0}.

2.4 Moduli

In matematica, un modulo è una struttura algebrica che generalizza il concet-
to di spazio vettoriale richiedendo che gli scalari non costituiscano un campo
ma un anello. Un modulo su un anello A è quindi un gruppo abeliano M
su cui è definita un’operazione che associa ad ogni elemento di A e ad ogni
elemento di M un nuovo elemento di M . Nonostante la definizione molto
simile, i moduli possono avere proprietà radicalmente diverse da quelle degli
spazi vettoriali. Ad esempio, non tutti i moduli possiedono una base, e quindi
non è possibile definire una dimensione che li caratterizzi.
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D4. Sia A un anello. Un A-modulo sinistro M è un gruppo abeliano
(M,+) su cui è definita un’operazione A×M →M tale che

a(v + w) = av + aw, ∀a ∈ A, ∀v, w ∈M, (2.4.1)

(a+ b)v = av + bv, ∀a, b ∈ A, ∀v ∈M, (2.4.2)

(ab)v = a(bv), ∀a, b ∈ A, ∀v ∈M. (2.4.3)

Analogamente, A-modulo destro è un M su cui è definita un’operazione M ×
A→M su cui valgono analoghi assiomi, ma in cui a e b sono scritti a destra
degli elementi di M . Per i moduli destri, la controparte delle condizioni
(2.4.1)-(2.4.3) si scrive dunque come segue:

(v + w)a = va+ wa, ∀a ∈ A, ∀v, w ∈M, (2.4.4)

v(a+ b) = va+ vb, ∀a, b ∈ A, ∀v ∈M, (2.4.5)

v(ab) = (va)b, ∀a, b ∈ A, ∀v ∈M. (2.4.6)

Mentre stando soltanto alle prime due proprietà le due strutture differiscono
solo per una diversa convenzione di scrittura (ovvero l’ordine dei fattori nel-
l’operazione), nella terza si mostra una differenza sostanziale fra loro, in
quanto ab 6= ba in generale. Se l’anello A è commutativo, allora i concetti di
modulo destro e sinistro coincidono, nel senso che sono una variante di scrit-
tura l’uno dell’altro, e pertanto sono isomorfi. Se M è contemporaneamente
un A-modulo destro e sinistro, e se le due moltiplicazioni sono compatibili,
ovvero se vale

(av)b = a(vb), ∀a, b ∈ A, ∀v ∈M, (2.4.7)

allora M è detto bimodulo, o modulo bilatero.

2.5 Proiettività fra due iperspazi Sr

Nei capitoli 10, 11 e 30 faremo uso delle trasformazioni lineari frazionarie,
che discendono dall’applicazione di concetti di geometria proiettiva. Pertanto
definiamo alcuni concetti di base da qui in poi nel presente capitolo.

Siano dati due iperspazi Sr e S ′r con r ≥ 1, e siano (x1, x2, x3, ..., xr+1) le
coordinate omogenee del punto corrente in Sr, e (x′1, x

′
2, ..., x

′
r+1) le coordinate

omogenee del punto corrente in S ′r. Consideriamo la relazione lineare

x′i =
r+1∑
j=1

aij xj, ∀i = 1, ..., r + 1 (2.5.1)



32 CAPITOLO 2. CONCETTI DI ALGEBRA E GEOMETRIA

che trasforma la (r + 1)-pla (x1, ..., xr+1) nella (r + 1)-pla (x′1, ..., x
′
r+1). Me-

diante la (2.5.1) resta quindi fissata una corrispondenza fra i punti di Sr ed
i punti di S ′r. Ad un punto (xj) di Sr corrisponde un punto (x′j) di S ′r, le
cui coordinate sono date dalle formule (2.5.1). Questa corrispondenza si dice
una proiettività tra Sr e S ′r (Spampinato 1950). In particolare, se Sr e S ′r
sono riferiti ad uno stesso sistema di coordinate, la proiettività si dice una
proiettività in Sr.

Data la proiettività ω di equazioni (2.5.1), e la proiettività π di equazioni

x′′j =
r+1∑
t=1

bjt x
′
t, ∀j = 1, ..., r + 1 (2.5.2)

che porta un punto di S ′r in un punto di un iperspazio S ′′r , resta determinata
la proiettività che porta un punto di Sr in un punto di S ′′r avente le equazioni
che si ottengono dalle (2.5.2) sostituendo alle x′ i valori dati dalle (2.5.1),
ossia avente l’equazione

x′′j =
r+1∑
t=1

bjt

r+1∑
q=1

atq xq, (2.5.3)

ovvero

x′′j =
r+1∑
q,t=1

bjt atq xq, (2.5.4)

che si può scrivere pure nella forma

x′′j =
r+1∑
q=1

(
r+1∑
t=1

bjt atq

)
xq. (2.5.5)

Ciò posto, indichiamo con (Crs) la matrice prodotto della matrice (brs)
per la matrice (ars), ovvero poniamo

Ciq =
r+1∑
t=1

bit atq. (2.5.6)

In virtù delle (2.5.6), le (2.5.4) si possono scrivere nella forma

x′′j =
r+1∑
q=1

Cjq xq, j = 1, ..., r + 1. (2.5.7)

La proiettività di Eq. (2.5.3) (oppure (2.5.4), (2.5.5), (2.5.7)) si dice la
proiettività prodotto delle proiettività ω e π, e si indica con πω.
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2.6 Trasformazioni tra gli elementi di un in-

sieme

Consideriamo un insieme I di elementi e supponiamo che sia data una legge
L la quale faccia corrispondere ad ogni elemento a di I un elemento a′ di I:

L : a ∈ I → L(a) = a′ ∈ I, ∀a ∈ I, (2.6.1)

e che esista la legge L−1, che si dice inversa di L, che faccia corrispondere
all’elemento a′ l’elemento a:

L−1 : a′ ∈ I → L−1(a′) = a ∈ I. (2.6.2)

Si dice allora che L è una trasformazione tra gli elementi di I.

2.7 Gruppi di trasformazioni

Consideriamo un insieme G di trasformazioni applicate tutte ad un insieme di
punti (o varietà, cf. capitolo 3). Se ogni trasformazione dell’insieme è dotata
di inversa, la quale appartiene all’insieme stesso, e se inoltre il prodotto di
due trasformazioni di G è ancora una trasformazione di questo insieme, si
dice che G costituisce un gruppo di trasformazioni.

Ad esempio, se consideriamo nel piano reale euclideo una traslazione

x′ = x+ a, y′ = y + b, (2.7.1)

l’insieme di tutte le traslazioni che si ottengono facendo variare a e b nel
corpo dei numeri reali costituisce un gruppo. Le proiettività (2.5.1) pure
costituiscono un gruppo di trasformazioni.

2.8 Concetto generale di geometria

Una proprietà dicesi invariante rispetto ad un gruppo G di trasformazioni
quando essa non si altera per una qualunque trasformazione di G. Ad
esempio, sulla retta il birapporto di quattro punti P1, P2, P3, P4:

b(P1, P2, P3, P4) ≡ (P1 − P3)(P2 − P4)

(P1 − P4)(P2 − P3)
, (2.8.1)

ove (Pi − Pj) denota la lunghezza del segmento orientato da Pi a Pj, è
invariante rispetto al gruppo delle proiettività della retta.

Definizione. Costruire una geometria significa assegnare un insieme di ele-
menti ed un gruppo di trasformazioni operanti su questi elementi, e studiare
le proprietà dell’insieme invarianti per le trasformazioni del gruppo.
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2.9 Alcuni esempi di geometria

In un piano reale o complesso proiettivo, consideriamo tutte le proiettività
non degeneri, ciascuna di equazioni

x′ = a11x+ a12y + a13t, (2.9.1)

y′ = a21x+ a22y + a23t, (2.9.2)

t′ = a31x+ a32y + a33t, (2.9.3)

con det(aij) 6= 0 e con le aij reali o complesse.
Fra le proiettività del piano, consideriamo le affinità, ossia le proiettività

nelle quali la retta impropria corrisponde a se stessa. Le equazioni di una
affinità si ottengono dunque dalle (2.9.1)-(2.9.3) ponendo a31 = a32 = 0.

Poiché una affinità fa corrispondere punti propri a punti propri, possiamo
considerare un’affinità come una corrispondenza fra i punti di un piano reale
o complesso euclideo, e le sue equazioni si possono scrivere (dividendo le
(2.9.1)-(2.9.3) per a33 e passando a coordinate non omogenee)

X =
x

t
, Y =

y

t
, (2.9.4)

X ′ =
x′

t′
=
a11

a33

x

t
+
a12

a33

y

t
+
a13

a33

= aX + bY +m, (2.9.5)

Y ′ =
y′

t′
=
a21

a33

x

t
+
a22

a33

y

t
+
a23

a33

= cX + dY + n. (2.9.6)

Le affinità formano anch’esse un gruppo, denotato con A, che è un sottogrup-
po delle proiettività P . Infatti evidentemente l’inversa di una affinità è una
affinità. Se poi consideriamo due affinità, la prima di esse fa corrispondere
alla retta impropria se stessa ed anche la seconda fa corrispondere alla ret-
ta impropria se stessa, sicché la retta impropria è preservata anche per il
prodotto delle due affinità, che quindi risulta una affinità.

Fra le affinità di un piano reale euclideo consideriamo le similitudini, ov-
vero quelle particolari affinità che mantengono costante il rapporto tra due
segmenti omologhi. Vogliamo dimostrare che anche le similitudini costitu-
iscono un gruppo, S, sottogruppo di A e quindi anche di P . Infatti, che
l’inverso di una similitudine sia una similitudine, è evidente. Se poi s1 e s2

sono due similitudini, siano A′, B′ gli omologhi di due punti A e B rispetto a
s1, ed A′′, B′′ gli omologhi di A′ e B′ rispetto a s2. La similitudine prodotto
s2s1 fa corrispondere ad A, B rispettivamente A′′, B′′. Si ha

A′B′

AB
= σ1,

A′′B′′

A′B′
= σ2 (2.9.7)
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con σ1, σ2 costanti, e quindi, essendo

A′′B′′

AB
=
A′′B′′

A′B′
A′B′

AB
, (2.9.8)

si trova
A′′B′′

AB
= σ2 σ1 = costante. (2.9.9)

Quindi il prodotto s1s2 delle due similitudini, mantenendo costante il rap-
porto A′′B′′

AB
tra due segmenti omologhi, è una similitudine.

Si hanno dunque tre gruppi P,A, S, e in corrispondenza a questi tre gruppi
si hanno tre geometrie:

(a) Geometria proiettiva del piano proiettivo reale o complesso, che studia
le proprietà invarianti rispetto alle proiettività (2.5.1).

(b) Geometria affine del piano euclideo reale o complesso che studia le
proprietà invarianti rispetto alle affinità.

(c) Geometria euclidea del piano reale euclideo, che studia le proprietà
invarianti rispetto alle similitudini.

Per costruzione, tutte le proprietà della Geometria (a) sono pure proprietà
della (b) ma non viceversa, cos̀ı pure le proprietà della (b) sono proprietà della
(c), ma non viceversa. Ovvero, il numero delle proprietà va aumentando
quando si passa dalla Geometria proiettiva alla Geometria affine, e da questa
alla Geometria euclidea.

Si dice dunque che la geometria euclidea è derivata dalla geometria affine,
che a sua volta è derivata dalla geometria proiettiva.

Per studi ulteriori di algebra astratta, consigliamo di cominciare dal trat-
tato di Curzio et al. (2014), mentre per una trattazione orientata verso la
fisica teorica consigliamo l’opera di Balachandran et al. (2010). La ricer-
ca moderna in fisica teorica sta anche applicando un altro concetto astrat-
to, quello di gruppoide, per il quale rimandiamo al lavoro in Ciaglia et al.
(2019a,b), Ciaglia et al. (2022).

2.10 Descrizione proiettiva di una retta

Siano (x0, x1) coordinate proiettive omogenee su una retta. Due casi possono
presentarsi:

(i) Se x1 6= 0, è definita la divisione per x1, e possiamo passare alle coordinate
proiettive non omogenee(

x0

x1

,
x1

x1

)
=

(
x0

x1

, 1

)
= (a, 1). (2.10.1)
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(ii) Se x1 = 0, non è definita la divisione per x1, e possiamo passare invece
alle coordinate proiettive non omogenee(

x0

x0

,
x1

x0

)
= (1, 0). (2.10.2)

Il punto (1, 0) è il punto all’infinito nel linguaggio della geometria proiettiva,
che appare dunque particolarmente adatta a trasportare al finito gli insidiosi
punti all’infinito della matematica. Questa proprietà verrà sfruttata in un
calcolo originale nel paragrafo 33.2.



Capitolo 3

Varietà topologiche e varietà
differenziabili

3.1 Spazi topologici

I concetti di insieme aperto e intorno di un punto trovano compiuta espres-
sione nella teoria degli spazi topologici, che sono di fondamentale importanza
in analisi e in geometria.

Dato un insieme astratto S e un suo sottoinsieme proprio A: A ⊂ S,
la frontiera topologica di A, denotata mediante FA, è l’insieme dei punti
che non sono né interni né esterni ad A. L’insieme A è aperto (un campo in
analisi) se

FA ⊂ S − A. (3.1.1)

Negli spazi metrici M (vedasi paragrafo 3.2) esiste una nozione naturale di
intorno di un punto: dicesi intorno di x ∈ M ogni insieme che contiene
propriamente una palla centrata in x. Ma se lo spazio non fosse metrico,
cosa potremmo dire? Originariamente si ragionava come segue.

Uno spazio topologico consiste della coppia (S, {I(x)}), ove {I(x)} denota
una famiglia di intorni di x, ∀x ∈ S, che deve avere le seguenti proprietà:

(1) Ogni x ∈ S ammette almeno un intorno, ed è contenuto in ogni suo
intorno, ovvero:

∀x ∈ S, ∃ I(x), e x ∈ J, ∀ J ∈ {I(x)} . (3.1.2)

(2) Possono sempre trovarsi intorni I(x), J(x), K(x) ∈ {I(x)} tali che

K(x) ⊂ I(x)× J(x). (3.1.3)

37
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(3) Se y appartiene ad un intorno di x, esiste un intorno di y contenuto
propriamente in un intorno di x:

y ∈ I(x) =⇒ ∃ I(y) ⊂ I(x). (3.1.4)

(4) Se x e y sono punti di S tra loro distinti, esistono sempre intorni di tali
punti che sono disgiunti. In simboli, si scrive che

x e y ∈ S, x 6= y =⇒ ∃ I(x), I(y) : I(x)
⋂
I(y) = ∅. (3.1.5)

Quest’ultima condizione esprime il postulato di Hausdorff.
Nella letteratura moderna, uno spazio topologico è definito nel modo

seguente:

D1. Siano X un insieme qualsivoglia, e τ una collezione di sottoinsiemi di
X. La coppia ordinata (X, τ) si dice spazio topologico se sono soddisfatte le
seguenti tre condizioni:

(i) Sia X che l’insieme vuoto ∅ appartengono a τ .

(ii) Una qualunque collezione {Gα}, finita o infinita, di elementi di τ possiede
la proprietà ⋃

α

Gα ∈ τ, se Gα ∈ τ ∀α. (3.1.6)

Ovvero τ è chiusa rispetto all’unione numerabile dei Gα.

(iii) Una qualunque collezione finita {G1, ..., Gn} soddisfa la condizione

n⋂
α=1

Gα ∈ τ. (3.1.7)

Ovvero τ è chiusa rispetto all’intersezione finita dei Gα.
Se (X, τ) è uno spazio topologico, gli elementi di τ si chiamano insiemi

aperti o, semplicemente, gli aperti di X. Un sottoinsieme U di X è chiuso
se il complemento di U in X, che viene indicato come X − U , è un insieme
aperto.

Poiché il complemento del complemento di U è U stesso, si dice che un
insieme è aperto quando il suo complemento è chiuso. La nozione di spazio
topologico permette, quindi, di introdurre gli insiemi aperti e quelli chiusi.
È importante osservare che, pur avendo definito uno spazio topologico come
coppia ordinata (X, τ) dove τ è una topologia nell’insieme X, si parla nor-
malmente dello spazio topologico X, ovvero omettendo la scrittura di τ . Due
proprietà frequentemente incontrate dagli spazi topologici di interesse sono
la connessione e la compattezza.



3.1. SPAZI TOPOLOGICI 39

D2. Uno spazio topologico X si dice sconnesso se esistono due sottoinsiemi
di X non vuoti A e B tali che

A ∩B = ∅, A ∪B = X. (3.1.8)

Uno spazio topologico X si dice connesso se non è sconnesso. Un esempio di
insieme connesso è l’insieme R dei numeri reali; esempi di insiemi sconnessi
sono l’insieme Q dei numeri razionali e l’insieme [0, 1] ∪ [2, 3].

Per introdurre la compattezza abbiamo bisogno di una definizione pre-
liminare: quella di ricoprimento aperto di un insieme K ⊂ X dove X è uno
spazio topologico.

D3a. Una collezione di insiemi {Fα} è detta essere un ricoprimento diK ⊂ X
se l’unione di tutti gli Fα contiene K:

K ⊂
⋃
α

Fα. (3.1.9)

Se tutti gli insiemi Fα sono aperti, il ricoprimento è detto ricoprimento aperto.

D3b. Un insieme K ⊂ X è compatto se ogni ricoprimento aperto di K con-
tiene un sottoricoprimento finito. Ovvero, se {Fα} è una collezione di insiemi
aperti la cui unione contiene K, anche l’unione di un’opportuna famiglia fini-
ta di {Fα} contiene K. In particolare, se lo stesso X è compatto, X è detto
essere uno spazio compatto. Invero, è anche possibile definire la compat-
tezza di X richiedendo che ogni successione di punti di X ammetta almeno
un punto di accumulazione. Qui ci limitiamo ad anticipare che uno spazio
metrico (paragrafo 3.2) è sequenzialmente compatto se da ogni successione
{xn} in esso si può estrarre una sottosuccessione convergente verso un punto
dello spazio metrico. Per il confronto delle varie definizioni di compattezza,
si rimanda ai corsi di analisi funzionale (e.g. Carbone e De Arcangelis 2022).

Per quanto riguarda le funzioni definite su uno spazio topologico ed a valo-
ri in un altro spazio topologico, nel seguito lavoreremo con funzioni continue
e con omeomorfismi, che quindi passiamo a definire.

D4. Se X e Y sono due spazi topologici, e se f è una applicazione di X in Y ,
si dice che f è continua se f−1(V ) è un aperto per ogni aperto V contenuto
in Y .

D5. Dati due spazi topologici X ed Y , un’applicazione biunivoca f : X → Y
[tale dunque che punti distinti abbiano immagini distinte (f iniettiva), e per
la quale f(X) = Y (f surgettiva)] che sia continua assieme alla sua inversa,
si dice omeomorfismo di X su Y . Se esiste un omeomorfismo di X su Y , gli
spazi X ed Y si dicono omeomorfi.
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3.2 Spazi metrici

Una classe di spazi topologici spesso incontrata in fisica consiste negli spazi
metrici.

D6. Uno spazio metrico è una coppia ordinata (X, d) ove X è un insieme e
d una funzione distanza definita su X ×X e avente le seguenti proprietà:

0 ≤ d(x, y) <∞, (3.2.1)

d(x, y) = 0⇐⇒ x = y, (3.2.2)

d(x, y) = d(y, x), (3.2.3)

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). (3.2.4)

La (3.2.4) è detta diseguaglianza triangolare. Può essere formativo osservare
che la proprietà di simmetria (3.2.3) può esser fatta discendere dalle altre.
All’uopo, si fa uso della (3.2.2) e si scrive la (3.2.4) nella forma

d(x, z) ≤ d(y, x) + d(y, z),

ponendo ivi z = x una volta, z = y una seconda volta. Nel primo caso si trova
0 ≤ 2d(y, z), ovvero d(x, y) ≥ 0. Nel secondo caso si trova d(x, y) ≤ d(y, x).
Si sfrutta alfine l’arbitrarietà in x e y per scambiarli tra loro, da cui anche
d(y, x) ≤ d(x, y). Entrambe le maggiorazioni valgono ∀ x, y ∈ X, da cui la
desiderata simmetria (3.2.3) della funzione distanza. Questa tecnica viene
usata di sovente in matematica: due funzioni f e g sono eguali se si riesce a
dimostrare la validità di ambo le relazioni f ≤ g e f ≥ g.

Se x ∈ X e r ≥ 0, la palla aperta con centro x e raggio r ≥ 0 è l’insieme

B(x, r) ≡ {y ∈ X : d(x, y) < r} . (3.2.5)

Se τ è la collezione di tutti gli insiemi E ⊂ X che sono unioni arbitrarie di
palle aperte, τ è una topologia in X. Quindi uno spazio metrico è uno spazio
topologico la cui topologia è generata dalla sua metrica, e scriviamo

τ ≡

{
E ∈ X : E =

⋃
α

B(α)(x, r)

}
. (3.2.6)

Un esempio immediato di spazio metrico è lo spazio euclideo Rn, dato da
tutte le n-ple ordinate di numeri reali (x1, ..., xn) con xi ∈ R, ∀i = 1, ..., n.
L’usuale distanza euclidea tra i punti x = (x1, ..., xn) e y = (y1, ..., yn), data
da

d(x, y) ≡

(
n∑
i=1

(xi − yi)2

) 1
2

, (3.2.7)

definisce infatti una metrica su Rn.
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3.3 Varietà topologiche

Una volta introdotti gli spazi topologici, e presentati gli spazi matrici come
un particolare tipo di spazio topologico, passiamo a definire il concetto di
varietà.

D7. Una varietà topologica è uno spazio topologico M con la seguente pro-
prietà: se x ∈ M , esiste un intorno U di x e un intero n ≥ 0 tali che U è
omeomorfo a Rn. Con i noti simboli, scriviamo che

∀x ∈M, ∃ U ∈ {I(x)} , ∃ n ≥ 0 : U omeomorfo a Rn. (3.3.1)

Il numero intero n che compare in questa definizione è detto la dimensione
di M .

L’esempio più semplice di varietà topologica è tutto Rn: per ogni x ∈ Rn

possiamo infatti prendere l’intorno U di x come coincidente con Rn. Un altro
esempio semplice di varietà topologica è una palla aperta in Rn. In analogia
alla (3.2.5), una palla aperta in Rn con centro x e raggio ρ è definita come
l’insieme

B(x, ρ) ≡ {y ∈ Rn : d(x, y) < ρ} . (3.3.2)

Per ogni punto appartenente ad una palla aperta in Rn possiamo prendere
U coincidente con l’intera palla aperta. Siccome una qualunque palla aperta
in Rn è omeomorfa a Rn, concludiamo che una palla aperta è una varietà
topologica. Questo secondo esempio implica che un qualunque sottoinsieme
aperto V di Rn è una varietà topologica. Infatti, per ogni x ∈ V , possiamo
scegliere come intorno U di x una palla aperta tale che x ∈ U ⊂ V .

3.4 Varietà differenziabili

Abbiamo appena visto che una varietà topologica è essenzialmente uno spazio
topologico che è localmente omeomorfo allo spazio euclideo Rn per un certo n.
Per costruire le varietà differenziabili, che racchiudono come caso particolare
le curve e superfici della geometria differenziale classica, avremo bisogno di
considerare applicazioni più lisce degli omeomorfismi. A tal fine premettiamo
dunque la definizione di applicazione di classe Cr, r essendo un intero ≥ 0.

D8. Una applicazione φ da un insieme aperto O di Rn in un insieme aperto
O′ di Rn si dice di classe Cr se le coordinate (x′1, ..., x′n) del punto immagine
φ(p) in O′ sono funzioni delle coordinate (x1, ..., xn) di p in O tali che le loro
derivate fino a quella di ordine r esistono e sono continue. Se una applicazione
è di classe Cr per ogni intero r comunque elevato, essa è detta infinitamente
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differenziabile. Per applicazione di classe C0 si intende una applicazione
continua.

Fatta questa premessa, introduciamo la definizione di varietà differenzia-
bile:

D9. Una varietà differenziabile M , n-dimensionale, di classe Cr, è uno spazio
topologico M con un atlante {(Uα, φα)} di classe Cr, ossia una collezione di
carte (Uα, φα) dove gli Uα sono sottoinsiemi di M e le φα sono omeomorfismi
dei corrispondenti Uα in insiemi aperti di Rn tali che:

(i) Gli Uα ricoprono M , ovvero

M =
⋃
α

Uα, (3.4.1)

(ii) Se Uα
⋂
Uβ 6= ∅, l’applicazione

φα � φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ)→ φα(Uα ∩ Uβ) (3.4.2)

è una applicazione di classe Cr di un sottoinsieme aperto di Rn in un sot-
toinsieme aperto di Rn (Fig. 3.1).

Figura 3.1: Corrispondenza tra i punti di una varietà differenziabile e i punti
dello spazio euclideo a n dimensioni.

Ciascun sottoinsieme Uα di M è un intorno di coordinate locali con le
coordinate locali xa (a = 1, ..., n) definite dall’applicazione φα. Ovvero, se p ∈
Uα ⊂ M , le coordinate di p sono le coordinate di φα(p) in Rn. La condizione
(ii) nella definizione D9 garantisce che, nella regione di intersezione di due
intorni di coordinate locali, le coordinate in un intorno sono funzioni di classe
Cr delle coordinate nell’altro intorno, e viceversa.
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Un atlante si dice compatibile con un dato atlante di classe Cr se la
loro unione è un atlante di classe Cr per M . L’atlante costituito da tutti
gli atlanti compatibili con un dato atlante è detto atlante completo della
varietà. L’atlante completo fornisce quindi l’insieme di tutti i possibili sistemi
di coordinate che ricoprono M .

Sulla varietà differenziabile M è possibile definire una topologia assumen-
do che gli insiemi aperti di M siano costituiti da unioni di insiemi Uα ap-
partenenti all’atlante completo. Tali Uα dell’atlante completo si dicono in-
torni aperti di coordinate. Questa topologia rende ciascuna applicazione φα
un omeomorfismo da Uα in un sottoinsieme aperto di Rn, e ritroviamo in
tal modo la definizione D7 di varietà topologica. Nell’ambito delle varietà
differenziabili, possiamo assumere che le φα�φ−1

β siano di classe C∞, oppure
di classe Cr con r finito, a seconda dei casi.

3.5 Carte per la 1-sfera

La 1-sfera, definita come

S1 ≡
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1
}
, (3.5.1)

è una varietà di classe C∞, ed è una sottovarietà unidimensionale di R2. Un
insieme di carte per essa è il seguente:

U1 ≡
{

(x, y) ∈ S1 : x > 0
}
, φ1(x, y) ≡ y, (3.5.2)

U2 ≡
{

(x, y) ∈ S1 : x < 0
}
, φ2(x, y) ≡ y, (3.5.3)

U3 ≡
{

(x, y) ∈ S1 : y > 0
}
, φ3(x, y) ≡ x, (3.5.4)

U4 ≡
{

(x, y) ∈ S1 : y < 0
}
, φ4(x, y) ≡ x. (3.5.5)

Osserviamo che, sebbene le funzioni φi siano state scritte come funzioni di
entrambe le coordinate x e y, in realtà si sottintende che x e y soddisfano la
condizione x2 + y2 = 1, e dunque la 1-sfera è uno spazio unidimensionale.

Allo scopo di dimostrare che le funzioni di transizione sono infinitamente
differenziabili, consideriamo come esempio l’intersezione di U1 e U3:

U1 ∩ U3 =
{

(x, y) ∈ S1 : x > 0, y > 0
}
. (3.5.6)

Dalla relazione x2 + y2 = 1 considerata per valori positivi di y si ottiene
y =
√

1− x2. Quindi, in U1 ∩ U3 si ha

y =
√

1− x2, x ∈ ]0, 1[, y ∈ ]0, 1[, (3.5.7)
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da cui segue che

φ−1
3 (x) =

(
x,
√

1− x2
)

= (x, y), (3.5.8)

e infine
φ1 � φ−1

3 (x) = y =
√

1− x2, (3.5.9)

che è infinitamente differenziabile sull’intervallo x ∈ ]0, 1[
⋃

y ∈ ]0, 1[.

3.6 Carte per la 2-sfera

La 2-sfera S2 è definita come la varietà bidimensionale

S2 ≡

{
(x1, x2, x3) ∈ R3 :

3∑
k=1

(xk)
2 = 1

}
. (3.6.1)

Per ricoprire S2 occorrono sei intorni di coordinate, ovvero

U1 ≡ {(x1, x2, x3) : x1 > 0, x2 ∈ ]− 1, 1[, x3 ∈ ]− 1, 1[} , (3.6.2)

U2 ≡ {(x1, x2, x3) : x1 < 0, x2 ∈ ]− 1, 1[, x3 ∈ ]− 1, 1[} , (3.6.3)

U3 ≡ {(x1, x2, x3) : x2 > 0, x1 ∈ ]− 1, 1[, x3 ∈ ]− 1, 1[} , (3.6.4)

U4 ≡ {(x1, x2, x3) : x2 < 0, x1 ∈ ]− 1, 1[, x3 ∈ ]− 1, 1[} , (3.6.5)

U5 ≡ {(x1, x2, x3) : x3 > 0, x1 ∈ ]− 1, 1[, x2 ∈ ]− 1, 1[} , (3.6.6)

U6 ≡ {(x1, x2, x3) : x3 < 0, x1 ∈ ]− 1, 1[, x2 ∈ ]− 1, 1[} . (3.6.7)

3.7 Proiezione stereografica per la n-sfera

La n-sfera Sn è definita come un insieme immerso nello spazio euclideo (n+
1)-dimensionale mediante la condizione

Sn ≡
{
x ∈ Rn+1 : x · x = 1

}
, (3.7.1)

dove

x · x =
n+1∑
k=1

(xk)
2. (3.7.2)

Dimostriamo ora che Sn è una varietà differenziabile e che quindi è una
sottovarietà di Rn+1 mediante le proiezioni stereografiche dai poli nord e sud
di Sn.
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Denotiamo con N e S rispettivamente il polo nord ed il polo sud di Sn,
ossia i punti

N = (N1, N2, ..., Nn+1) = (0, 0, ..., 1), S = (S1, S2, ..., Sn+1) = (0, 0, ...,−1).
(3.7.3)

Consideriamo inoltre i due seguenti insiemi:

U1 ≡ Sn −N , U2 ≡ Sn − S, (3.7.4)

ed osserviamo che U1 ed U2 ricoprono Sn, ossia Sn = U1

⋃
U2. Calcoliamo

ora le proiezioni stereografiche φ1 e φ2 dai poli nord e sud rispettivamente,
e facciamo vedere che l’insieme delle due carte (U1, φ1) e (U2, φ2) costituisce
un atlante di classe C∞ per la n-sfera Sn. Siccome U1 ed U2, come abbiamo
già visto, ricoprono Sn, si tratta di dimostrare che, nella regione di sovrap-
posizione U1

⋂
U2, la funzione φ2 � φ−1

1 è una applicazione infinitamente
differenziabile.

Iniziamo a determinare la proiezione stereografica φ1 dal polo nord. A tal
fine, preso un punto x ∈ U1, tracciamo la retta passante per il punto N nella
direzione che va da N verso x, e determiniamo l’intersezione di questa retta
con l’iperpiano Rn di Rn+1. Prima di eseguire questo calcolo esplicitamente
ricordiamo che, per ogni coppia di punti p ≡ (p1, ..., pn) e q ≡ (q1, ..., qn) in
Rn, si definisce segmento orientato da p a q il vettore

v = ~pq = (q1 − p1, ..., qn − pn). (3.7.5)

Ricordiamo inoltre che la retta in Rn, passante per un punto p ≡ (p1, ..., pn)
e avente la direzione di un vettore v = (v1, ..., vn) consiste dei punti x ≡
(x1, ..., xn) le cui coordinate sono date da

xk = pk + vkt,∀k = 1, ..., n, t ∈ R, (3.7.6)

o, in forma ancora più concisa, x = p+ vt. La variabile t è detta parametro
e la (3.7.6) si dice rappresentazione parametrica della retta.

Fatte queste premesse, scriviamo l’equazione parametrica della retta in
Rn+1 passante per il polo nord N ed avente la direzione del vettore u =
x − N = (x1, x2, ..., xn+1 − 1), essendo x un generico punto appartenente a
U1 = Sn −N . In virtù della (3.7.6), tale equazione parametrica è data da

x′k = txk, ∀k = 1, ..., n; x′n+1 = 1 + t(xn+1 − 1). (3.7.7)

Le coordinate del punto di intersezione di questa retta con l’iperpiano di
equazione x′n+1 = 0, ossia l’iperpiano passante per l’origine (0, 0, ..., 0) e
perpendicolare all’asse xn+1, si ottengono risolvendo il seguente sistema:

x′k = txk, ∀k = 1, ..., n; x′n+1 = 1 + t(xn+1 − 1), x′n+1 = 0. (3.7.8)
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Dalle ultime due equazioni di questo sistema si può ricavare il parametro t:

t =
1

(1− xn+1)
. (3.7.9)

Quindi la proiezione stereografica dal polo nord è l’applicazione

φ1 : U1 = Sn −N → Rn

definita tramite la relazione

φ1(x1, ..., xn, xn+1) ≡
(

x1

(1− xn+1)
, ...,

xn
(1− xn+1)

)
∈ Rn. (3.7.10)

Analogamente calcoliamo φ2. Preso un generico punto x appartenente a
U2 = Sn −S, l’equazione parametrica della retta passante per il polo sud ed
avente la direzione di x− S = (x1, ..., xn+1 + 1) è

x′k = txk, ∀k = 1, ..., n; x′n+1 = −1 + t(xn+1 + 1). (3.7.11)

Per determinare le coordinate del punto di intersezione di questa retta con
l’iperpiano di equazione x′n+1 = 0, bisogna risolvere il sistema

x′k = txk, ∀k = 1, ..., n; x′n+1 = −1 + t(xn+1 + 1), x′n+1 = 0. (3.7.12)

Le ultime due equazioni di questo sistema implicano che

t =
1

(1 + xn+1)
, (3.7.13)

e sostituendo questo valore di t nelle prime n equazioni del sistema (3.7.12)
si trova

x′k =
xk

(1 + xn+1)
, ∀k = 1, ..., n. (3.7.14)

La proiezione stereografica dal polo sud è quindi l’applicazione

φ2 : U2 = Sn − S → Rn

definita tramite la relazione

φ2(x1, ..., xn+1) =

(
x1

(1 + xn+1)
, ...,

xn
(1 + xn+1)

)
∈ Rn. (3.7.15)

Le applicazioni φ1 e φ2 sono omeomorfismi da Ui su Rn.
Determiniamo ora l’applicazione inversa

φ−1
1 : Rn → U1 = Sn −N .
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Preso un generico punto y ≡ (y1, ..., yn) ∈ Rn denotiamo con

x = (x1, ..., xn+1) ∈ U1 = Sn −N

il punto di intersezione della retta, passante per N ed intersecante in y l’iper-
piano Rn di equazione xn+1 = 0, con la sfera Sn. Per definizione di proiezione
stereografica dal polo nord, le coordinate di y ∈ Rn sono legate a quelle del
punto x ∈ U1 dalle relazioni

xk = (1− xn+1)yk, ∀k = 1, ..., n. (3.7.16)

Poiché il punto x giace sulla n-sfera, le sue coordinate devono soddisfare
l’equazione

n+1∑
k=1

(xk)
2 = 1. (3.7.17)

Inserendo la (3.7.16) in tale formula, e ponendo

σn ≡
n∑
i=1

(yi)
2, (3.7.18)

troviamo per xn+1 l’equazione di secondo grado

(1 + σn)(xn+1)2 − 2σnxn+1 + (σn − 1) = 0, (3.7.19)

che viene risolta da

xn+1 =
σn ± 1

(σn + 1)
. (3.7.20)

In tale formula, possiamo solo accettare il segno − al numeratore, poiché per
ipotesi x appartiene a U1 = Sn − N , e dunque non può essere eguale ad 1.
Quindi la (n+ 1)-ma coordinata del punto immagine φ−1

1 (y) = x è

xn+1 =
(σn − 1)

(σn + 1)
. (3.7.21)

In virtù delle (3.7.16), questa relazione permette di esprimere le prime n
coordinate di x = φ−1

1 (y) nella forma

xk =
2yk

(σn + 1)
, ∀k = 1, ..., n. (3.7.22)

Concludiamo pertanto che l’applicazione φ−1
1 : Rn → U1 = Sn − N associa

ad un generico punto y di Rn il punto in U1 dato da

φ−1
1 (y1, ..., yn) =

(
2y1

(σn + 1)
, ...,

2yn
(σn + 1)

,
(σn − 1)

(σn + 1)

)
. (3.7.23)
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Consideriamo ora l’intersezione U1∩U2 = Sn−(N ,S). Dalle relazioni (3.7.15)
e (3.7.23), che definiscono l’azione di φ2 e (φ1)−1 rispettivamente, si deduce
che l’applicazione φ2 � (φ1)−1 associa ad ogni punto

y = (y1, ..., yn) ∈ φ1(U1 ∩ U2) ⊂ Rn

il punto di coordinate

2yk
(σn+1)

1 + (σn−1)
(σn+1)

, ∀k = 1, ..., n,

ovvero il punto
y

‖y‖2 ∈ φ2(U1 ∩ U2) ⊂ Rn

L’applicazione φ2 � φ−1
1 è quindi un omeomorfismo. Possiamo allora con-

cludere che la n-sfera ha un atlante che consiste di due carte definite dalle
proiezioni stereografiche dai poli nord e sud.

Il materiale in questo paragrafo origina da una tesina che Stefania Marra,
dottoranda di ricerca dell’Università di Salerno, scrisse nel 1993 dopo aver
seguito un mio corso di geometria differenziale.



Capitolo 4

Varietà regolari di Rn

4.1 Varietà m-dimensionali di Rn. I

Questo capitolo, che si basa sul lavoro in Prodi (1974), è dedicato al concetto
di varietà m-dimensionale di Rn, che trova applicazione, ad esempio, alle
varietà di interesse per i capitoli 25 e 26. Presenteremo le varietà in due
modi complementari, ovvero come immagine e come immagine inversa.

Un insieme Γ ⊂ Rn prende il nome di varietà differenziabilem-dimensionale
se è dotato della seguente struttura: per ogni punto p ∈ Γ si possono trovare
un intorno W di p in Rn, un insieme aperto U ⊂ Rm ed una applicazione

Φ : U → Γ ∩W

che sia un omeomorfismo. Inoltre, si richiede che l’applicazione Φ sia di classe
C1, ed abbia matrice derivata di rango m in ogni punto.

Con l’ausilio di una scrittura più esplicita, rappresentando l’applicazione
Φ mediante le equazioni

x1 = ϕ1(u1, u2, ..., um), (4.1.1)

x2 = ϕ2(u1, u2, ..., um), (4.1.2)

....................................

xn = ϕn(u1, u2, ..., um), (4.1.3)

si richiede che le ϕj abbiano derivate prime continue e che la matrice
∂ϕ1

∂u1

∂ϕ1

∂u2
... ∂ϕ1

∂um
∂ϕ2

∂u1

∂ϕ2

∂u2
... ∂ϕ2

∂um

... ... ... ...
∂ϕn
∂u1

∂ϕn
∂u2

... ∂ϕn
∂um

 (4.1.4)
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abbia in ogni punto un minore di ordine m non nullo.
L’omeomorfismo Φ consente dunque di introdurre le coordinate locali

u1, u2, ..., um per rappresentare i punti di Γ appartenenti all’intorno W . Le
funzioni ϕj possono eventualmente avere ulteriori proprietà di regolarità, ad
esempio possedere derivate continue fino all’ordine k. In tal caso si parla di
varietà regolare di classe Ck.

La condizione testè imposta alla matrice (4.1.4) è particolarmente espres-
siva. Per interpretarla, consideriamo per semplicità il caso n = 3, m = 2,
nel qual caso la varietà può essere chiamata una superficie in R3. Indicando
come di consueto con (x, y, z) le coordinate del punto di R3 e con (u, v) i
parametri, scriviamo le (4.1.1)-(4.1.3) nella forma

x = ϕ(u, v), y = χ(u, v), z = ψ(u, v). (4.1.5)

L’imporre alla matrice derivata di avere caratteristica 2 equivale ad affermare
che i due vettori  ∂ϕ

∂u
∂χ
∂u
∂ψ
∂u


e  ∂ϕ

∂v
∂χ
∂v
∂ψ
∂v


sono indipendenti. Questo significa che sulla superficie le linee coordinate
u=costante e v=costante sono dotate di tangente in ogni punto, e che le due
tangenti spiccate per uno stesso punto alle due linee coordinate passanti per
esso si intersecano sotto un angolo che è diverso da 0 e da π.

La condizione posta sulla matrice derivata ha un’ulteriore importante
conseguenza. Ritornando al caso generale, supponiamo ad esempio che, in
un certo punto u = (u1, u2, ..., um) ∈ U sia non nullo il determinante formato
dalle prime m righe della matrice (4.1.4). Allora, per il teorema d’inversione
locale, è possibile ricavare u1, u2, ..., um in funzione di x1, x2, ..., xm. Sos-
tituendo nelle rimanenti n−m equazioni, si riesce a rappresentare Γ, almeno
in un intorno abbastanza piccolo del punto x = Φ(u), nel seguente modo:

xm+1 = h1(x1, x2, ..., xm), (4.1.6)

xm+2 = h2(x1, x2, ..., xm), (4.1.7)

....................................

xn = hn−m(x1, x2, ..., xm). (4.1.8)
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Pertanto, una varietà m-dimensionale è, localmente, un grafico cartesiano
con base in un aperto di uno spazio lineare m-dimensionale di Rn generato
da un sottoinsieme della base canonica di Rn. Tale spazio lineare che serve
da base per il grafico può cambiare da punto a punto: lo si comprende subito
pensando alla 2-sfera in R3.

In generale, non si può rappresentare tutta la varietà Γ con un unico
omeomorfismo Φ (ossia con un unico sistema di coordinate locali). Ad esem-
pio, nel precedente capitolo abbiamo esibito le carte per la 2-sfera in R3, ma
essa non può essere rappresentata mediante un unico sistema di coordinate.
Se infatti cos̀ı fosse, si avrebbe un omeomorfismo tra la 2-sfera, che è uno
spazio compatto, ed un aperto di R2, che non può essere uno spazio compat-
to. Osserviamo poi che, come la proiezione stereografica del capitolo 3 ci fa
vedere, togliendo alla 2-sfera un solo punto, ovvero il polo della proiezione,
si ottiene uno spazio omeomorfo a R2.

È spesso possibile rappresentare una varietà come immagine di un’unica
applicazione, qualora si rinunci alla natura iniettiva di questa. Consideriamo
ad esempio la 2-sfera centrata nell’origine e avente raggio r. Essa può essere
rappresentata parametricamente mediante le ben note equazioni

x = r sin(θ) cos(ϕ), (4.1.9)

y = r sin(θ) sin(ϕ), (4.1.10)

z = r cos(θ), (4.1.11)

ove la colatitudine θ varia in [0, π] e la longitudine ϕ varia in [0, 2π]. È
immediato riconoscere che, per ogni valore di θ, i due punti (0, θ) e (2π, θ)
vengono portati in uno stesso punto; inoltre, ciascuno degli insiemi {(ϕ, 0)}
e {(ϕ, π)} viene portato in un unico punto (questi due punti sono i poli della
2-sfera).

4.2 Varietà m-dimensionali di Rn. II

Studiamo ora il secondo modo di presentare le varietà regolarim-dimensionali.
All’uopo, definiamo r ≡ n−m e sia Γ un insieme non vuoto costituito dalle
soluzioni del sistema di equazioni

g1(x1, x2, ..., xn) = 0, (4.2.1)

g2(x1, x2, ..., xn) = 0, (4.2.2)

....................................

gr(x1, x2, ..., xn) = 0, (4.2.3)
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ove le funzioni gj definite in Rn sono per ipotesi di classe C1 e tali che la
matrice 

∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

... ... ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

... ... ∂g2
∂xn

... ... ... ... ...
∂gr
∂x1

∂gr
∂x2

... ... ∂gr
∂xn

 (4.2.4)

abbia in ogni punto rango r (ossia il massimo rango che può avere, essendo
r ≤ n). Allora l’insieme Γ si può ancora dire varietà m-dimensionale di
classe C1. In tal modo Γ è riguardato come immagine inversa dell’origine,
nell’applicazione

G : Rn → Rr

definita dai primi membri delle (4.2.1)-(4.2.3).

Esempio 4.1. In R3, la 2-sfera di equazione

x2 + y2 + z2 − 1 = 0 (4.2.5)

è una varietà, poiché

grad(x2 + y2 + z2 − 1) 6= 0 su S2. (4.2.6)

Esempio 4.2. In R4, riferito alle coordinate x, y, v, t, l’insieme

Γ ≡
{

(x, y, v, t) : x2 + y2 = 1, v2 + t2 = 1
}

(4.2.7)

è una varietà bidimensionale. Si noti inoltre che la varietà (4.2.7) è omeo-
morfa al prodotto di due circonferenze, e dunque è omeomorfa ad un toro.

Più in generale, si chiama ancora varietà m-dimensionale di classe C1 un
insieme Γ che sia rappresentabile localmente, ovvero in un intorno di ogni suo
punto, mediante un sistema del tipo (4.2.1)-(4.2.3), con le proprietà enunciate
sopra. In altri termini, non richiediamo più che le funzioni gj siano definite
in tutto Rn, e ci accontentiamo di poterle prendere, in modo opportuno, in
un intorno sufficientemente piccolo di ciascun punto di Γ.

In virtù di questa interpretazione più ampia, il concetto ora introdotto
è del tutto equivalente a quello definito nel paragrafo precedente. Per di-
mostrarlo, facciamo vedere che anche le varietà definite localmente da un
sistema del tipo (4.2.1)-(4.2.3) sono, in un intorno abbastanza piccolo di
ciascun loro punto, varietà cartesiane. A tal fine supponiamo che, fissato un
punto p ∈ Γ, la matrice (4.2.4), calcolata in tale punto, abbia non nullo il
determinante formato dalle ultime r colonne. Sotto tale ipotesi possiamo, in
virtù del teorema del Dini, risolvere univocamente il sistema (4.2.1)-(4.2.3)
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rispetto alle ultime r variabili. Quindi, localmente, per i punti di Γ vale an-
cora una rappresentazione del tipo (4.1.6)-(4.1.8), tenendo sempre presente
che abbiamo posto r = n−m.
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Capitolo 5

Calcolo su varietà. I

5.1 Applicazioni differenziabili tra varietà

Le varietà differenziabili vengono considerate per poter sfruttare la teoria
familiare di funzioni di più variabili reali, ma in modo che il calcolo sviluppato
non venga a dipendere dalle coordinate scelte. Il merito di aver compreso
tale necessità va ascritto a Gregorio Ricci Curbastro (Ricci-Curbastro 1893),
ma egli vi pervenne sviluppando una teoria tensoriale delle superfici, mentre
noi, seguendo in parte Nakahara (2003), studieremo dapprima una geometria
intrinseca che non dipende dall’introduzione di metriche, per poi sviluppare
la geometria riemanniana nei capitoli dal 13 al 17.

Sia f : M → N una funzione dalla varietà m-dimensionale M alla varietà
n-dimensionale N . Al punto p ∈ M corrisponde dunque il punto f(p) ∈ N ,
ovvero

f : p ∈ M → f(p) ∈ N.

Se (U,ϕ) è una carta su M e (V, ψ) è una carta su N , ove p ∈ U e f(p) ∈ V ,
f ha la seguente descrizione in coordinate:

ψ � f � ϕ−1 : Rm → Rn, (5.1.1)

per la quale facciamo riferimento alla Fig. 5.1.
Se scriviamo ϕ(p) = {xµ} e ψ(f(p)) = {yα}, allora y = ψ � f � ϕ−1

è l’usuale funzione a valori vettoriali di m variabili. Questa relazione viene
talvolta scritta in modo conciso ma impreciso come y = f(x) oppure yα =
fα(xµ).

D1. Se la funzione y = ψ � f � ϕ−1 è di classe C∞ rispetto ad ogni xµ,
diciamo che la f è differenziabile in p, oppure in x = ϕ(p). Le applicazioni
differenziabili sono anche dette lisce. Si richiede la classe C∞ per essere in
accordo con la natura liscia delle funzioni di transizione.

55
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Figura 5.1: Applicazioni tra varietà.

La differenziabilità di f è indipendente dal sistema di coordinate. Infatti,
prese due carte (U1, ϕ1) e (U2, ϕ2) che hanno intersezione non vuota, sia
p ∈ U1 ∩ U2 e avente coordinate {xµ1} secondo ϕ1 e coordinate {xν2} secondo
ϕ2. Quando è espressa in termini di {xµ1}, f assume la forma

ψ � f � (ϕ1)−1,

mentre nelle coordinate {xν2} si ha

ψ � f � (ϕ2)−1 = ψ � f � (ϕ1)−1
(
ϕ1 � ϕ−1

2

)
. (5.1.2)

Poiché, per ipotesi, ψ12 = ϕ1 � ϕ−1
2 è di classe C∞, resta provato che la

differenziabilità di f non dipende dal sistema di coordinate. Nei casi più
semplici, quanto detto corrisponde ad avere y = f(x1) e y = f(x1(x2)). Se
f(x1) è di classe C∞ rispetto a xµ1 , e x1(x2) è di classe C∞ rispetto a x2,
allora y = f(x1(x2)) è anch’essa di classe C∞ rispetto a xν2.

D2. Se f : M → N è un omeomorfismo e ψ, ϕ sono funzioni coordinate come
prima; se inoltre y = ψ�f�ϕ−1 è invertibile, e sia y che x = ϕ�f−1�ψ−1(y)
sono di classe C∞, f è detta un diffeomorfismo e M è detta diffeomorfa a N ,
e viceversa, e si scrive M ≡ N .

I diffeomorfismi classificano gli spazi in classi di equivalenza, a seconda
che sia possibile o meno deformare uno spazio in un altro in modo liscio.
L’insieme dei diffeomorfismi f : M → M è il gruppo Diff(M) (capitolo 29).
Due punti di vista sono di interesse a riguardo:

Punto di vista attivo: Sia p ∈ (U,ϕ), tale che ϕ(p) = xµ(p), e f(p) abbia
dunque coordinate ϕ(f(p)) = yµ(f(p)), f(p) ∈ U . La y è una funzione
differenziabile di x.
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Punto di vista passivo: Se (U,ϕ) e (V, ψ) sono carte a intersezione non vuota:

(U,ϕ) ∩ (V, ψ) 6= ∅,

abbiamo due valori di coordinate: xµ = ϕ(p), yµ = ψ(p) per il punto p ∈
U ∩ V . L’applicazione x → y è differenziabile poiché per ipotesi la varietà
è di classe C∞: questa riparametrizzazione è un punto di vista passivo della
trasformazione di coordinate. Tale gruppo di riparametrizzazioni è anch’esso
indicato con Diff(M).

5.2 Curve

Una curva aperta su una varietà M : dim(M) = m è una applicazione γ :
]a, b[→M , ove l’intervallo aperto ]a, b[ ha 0 come punto interno. Per ipotesi,
la curva non deve avere autointersezioni. Eventualmente, può aversi a = −∞,
b = +∞. Una curva chiusa è (invece) una applicazione ρ : S1 → M . In una
carta (U,ϕ), una curva γ ha la descrizione coordinata

x = ϕ� γ : R→ Rm.

La maggioranza degli autori moderni chiama curva l’applicazione γ, ma al-
cuni autori eminenti chiamano curva l’immagine γ(t), per porre l’enfasi sulla
visualizzazione del concetto.

5.3 Funzioni lisce su una varietà

Una funzione liscia su M è una applicazione liscia f : M → R. Su una carta
(U,ϕ), scriviamo

f � ϕ−1 : Rm → R,
che è una funzione a valori reali di m variabili reali (Fig. 5.2).

Figura 5.2: Una funzione f di classe C∞ sulla varietà differenziabile M .

Lo spazio delle funzioni lisce su M si denota con F(M) = C∞(M).
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5.4 Vettori tangenti come classe d’equivalen-

za di curve tangenti

Andiamo ora a introdurre un altro concetto che è alla base di tutta la geome-
tria moderna. I vettori tangenti generalizzano il concetto di retta tangente a
una curva differenziabile:

y − y(x0) = a(x− x0), a =
dy

dx

∣∣∣∣
x=x0

.

Consideriamo allora una curva γ :]a, b[→M , e una funzione f : M → R.

D3. Il vettore tangente in γ(0) è una derivata direzionale di una funzione
f(γ(t)) lungo γ in t = 0. Il tasso di variazione di f(γ(t)) in t = 0 lungo la
curva è

d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

=
m∑
µ=1

∂

∂xµ

(
f � ϕ−1(x)

) dxµ(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

. (5.4.1)

Posto allora

Xµ ≡ dxµ(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

, X ≡
m∑
µ=1

Xµ ∂

∂xµ
, (5.4.2)

si può scrivere

d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

=
m∑
µ=1

Xµ ∂f

∂xµ
= X[f ]. (5.4.3)

D’ora in poi, scriveremo X|p o Xp per indicare il vettore tangente a M
in p = γ(0) lungo la direzione data dalla curva avente immagine γ(t). In
particolare, applicando Xp alle funzioni coordinate, troviamo

Xp[x
µ] =

m∑
ν=1

∂xµ

∂xν
dxν

dt

∣∣∣∣
t=0

=
dxµ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

. (5.4.4)

Notiamo ora che la condizione di tangenza non individua una singola
curva ma una classe d’equivalenza di curve tangenti in un punto, come mostra
la Fig. 5.3.

Possiamo dunque dire che, se due curve γ1 e γ2 soddisfano le condizioni

(i) γ1(0) = γ2(0) = p,

(ii) dxµ(γ1(t))
dt

∣∣∣
t=0

= dxµ(γ2(t))
dt

∣∣∣
t=0

,
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Figura 5.3: La condizione di tangenza individua una classe d’equivalenza di
curve tangenti in un punto.

allora γ1(t) e γ2(t) forniscono lo stesso operatore differenziale Xp, e scriviamo

γ1(t) ∼ γ2(t)

per indicarlo (in analisi, ∼ è invece il simbolo di sviluppo asintotico, un
concetto del tutto diverso!).

D4. Un vettore tangente è una classe d’equivalenza di curve tangenti in un
punto, ovvero:

[γ(t)] =

{
γ̃(t) : γ̃(0) = γ(0) e

dxµ(γ̃(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
dxµ(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

}
. (5.4.5)

D5. Lo spazio tangente Tp(M) è l’insieme di tutti i vettori tangenti a M in
p, ovvero l’insieme di tutte le classi d’equivalenza di curve tangenti a M in
p.

5.5 Campi vettoriali

D6. L’assegnazione di classe C∞ di un vettore tangente Xp al variare di
p in M è detta campo vettoriale. Dunque X (senza pedice!) è un campo
vettoriale se, ∀f ∈ C∞(M), si ha X[f ] ∈ C∞(M), e scriviamo

X ∈ χ(M) =⇒ X[f ] ∈ C∞(M), (5.5.1)

χ(M) essendo lo spazio di tutti i campi vettoriali su M .
I vettori eµ = ∂

∂xµ
, µ = 1, ...,m, sono i vettori di base di Tp(M), e sono

detti la base coordinata. Una volta scritto V ∈ Tp(M) come

V =
m∑
µ=1

V µeµ,
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le V µ sono le componenti di V rispetto a {eµ}.
Per costruzione, un vettore esiste indipendentemente dalla specificazione

di coordinate:
df(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

= X[f ].

Le coordinate sono assegnate solo per esigenze di calcolo. L’indipendenza
dalle coordinate consente di determinare come si trasformano le componenti.
Se

p ∈ Ui ∩ Uj, x = ϕi(p), y = ϕj(p),

si ha

Xp =
m∑
µ=1

Xµ ∂

∂xµ
=

m∑
ν=1

X̃ν ∂

∂yν
, (5.5.2)

da cui segue

X̃µ = X[yµ] =
m∑
ν=1

Xν ∂y
µ

∂xν
. (5.5.3)

Data una matrice A nel gruppo GL(M,R) delle matrici reali m × m e
invertibili, con componenti A µ

i , si potrebbe formare una nuova base

êi =
∑
µ

A µ
i eµ, (5.5.4)

detta base non coordinata.

5.6 Spazio cotangente

Poiché lo spazio tangente Tp(M) è uno spazio vettoriale, esiste il suo spazio
duale, che consiste di applicazioni lineari nel punto p:

ωp : Tp(M)→ R. (5.6.1)

Si dice allora che ωp appartiene allo spazio cotangente in p, denotato me-
diante T ∗p (M). La ωp è variamente detta: vettore duale, vettore cotangente,
covettore, applicazione lineare in un punto, 1-forma.

L’esempio più semplice di 1-forma lo fornisce il differenziale df di una
funzione f ∈ C∞(M). L’azione di df su V ∈ Tp(M) è definita da

〈df, V 〉 = V [f ] =
m∑
µ=1

V µ ∂f

∂xµ
∈ R. (5.6.2)
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Poiché, nelle coordinate x = ϕ(p), df è espresso mediante

df =

µ∑
µ=1

∂f

∂xµ
dxµ,

siamo indotti a riguardare {dxµ} come una base di T ∗p (M). Per consistenza
con la condizione (5.6.2), deve aversi la relazione di pairing

〈dxν , ∂

∂xµ
〉 =

∂xν

∂xµ
= δνµ. (5.6.3)

Una 1-forma arbitraria ω, con componenti ωµ in base duale alla base coordi-
nata eµ, si esprime come

ω =
m∑
µ=1

ωµdx
µ. (5.6.4)

Poiché la 1-forma ω è indipendente dal sistema di coordinate, dato un punto
p ∈ Ui ∩ Uj si può scrivere, posto x = ϕi(p), y = ϕj(p):

ω =
m∑
µ=1

ωµdx
µ =

m∑
ν=1

ω̃νdy
ν . (5.6.5)

Ma allora

dyν =
m∑
µ=1

∂yν

∂xµ
dxµ =⇒ ω̃ν =

m∑
µ=1

ωµ
∂xµ

∂yν
. (5.6.6)

5.7 Prodotto interno

Il prodotto interno è una applicazione definita sul prodotto degli spazi tan-
gente e cotangente in p e a valori in R, ovvero

〈 , 〉 : T ∗p (M)× Tp(M)→ R, (5.7.1)

che agisce secondo la regola

〈ω, V 〉 =
∑
µ,ν

ωµV
ν〈dxµ, ∂

∂xν
〉 =

∑
µ,ν

ωµV
νδµν =

∑
µ

ωµV
µ. (5.7.2)

Tale operazione è definita sempre e solo tra vettori e i loro duali.
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5.8 Campi di 1-forma e campi tensoriali

D7. In completa analogia alla definizione di campo vettoriale, un campo di
1-forma è una assegnazione di classe C∞ di 1-forma ωp al variare del punto
p in M .

D8. Un tensore di tipo (q, r) è una applicazione multilineare che associa a r
elementi di Tp(M) ed a q elementi di T ∗p (M) un numero reale. Un elemento
di T qr,p(M) viene scritto in termini delle basi come

T =
∑
{µ},{ν}

T µ1...µqν1...νr
∂

∂xµ1
⊗ ...⊗ ∂

∂xµq
⊗ dxν1 ⊗ ...⊗ dxνr . (5.8.1)

Se i Vi =
∑

µ V
µ
i

∂
∂xµ

sono una l-pla di campi vettoriali, e ωi =
∑

µ ωiµdx
µ

una s-pla di 1-forme, l’azione di T su di essi fornisce un numero reale

T (ω1, ..., ωs;V1, ..., Vl) =
∑
{µ},{ν}

T µ1...µsν1...νl ω1 µ1 ...ωs µsV
ν1

1 ...V νl
l . (5.8.2)

Un campo tensoriale è una assegnazione liscia di un elemento di T qr,p(M)
∀p ∈ M . L’insieme dei campi tensoriali di tipo (q, r) su M è indicato con
T qr (M). Ad esempio

T 0
0 (M) = C∞(M) = F(M) = Ω0(M), T 0

1 (M) = Ω1(M). (5.8.3)

5.9 Pushforward

D9. Una applicazione liscia f : M → N induce naturalmente l’applicazione
dallo spazio tangente a M in p allo spazio tangente a N nel punto immagine
di p tramite f , ovvero

f∗ : Tp(M)→ Tf(p)(N), (5.9.1)

variamente detta pushforward (letteralmente: mappa che spinge innanzi)
oppure mappa differenziale. Ecco lo schema appropriato:

Data g ∈ C∞(N), allora g � f ∈ C∞(M). Un vettore V ∈ Tp(M)
agisce su g � f a dare un numero reale V [g � f ]. Pertanto si definisce

(f∗V )[g] ≡ V [g � f ]. (5.9.2)

Detta (U,ϕ) una carta su M e (V, ψ) una carta su N , questo implica che

(f∗V )
[
g � ψ−1(y)

]
≡ V

[
g � f � ϕ−1(x)

]
, (5.9.3)
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Figura 5.4: L’applicazione liscia f e il suo pushforward.

ove x = ϕ(p) e y = ψ(f(p)). Tenendo presente che

V =
∑
µ

V µ ∂

∂xµ
, f∗V =

∑
α

Wα ∂

∂yα
, (5.9.4)

la (5.9.3) fornisce∑
α

Wα ∂

∂yα

[
g � ψ−1(y)

]
=
∑
µ

V µ ∂

∂xµ

[
g � f � ϕ−1(x)

]
. (5.9.5)

In particolare, scelto g = yα, otteniamo la relazione tra le componenti Wα e
le componenti V µ:

Wα =
∑
µ

V µ ∂

∂xµ
yα(x), (5.9.6)

ove la matrice delle derivate parziali ∂yα

∂xµ
è il jacobiano dell’applicazione f :

M → N . Similmente, si può definire il pushforward

f∗ : T q0,p(M)→ T q0,f(p)(N). (5.9.7)

Esempio. Siano (x1, x2) coordinate in M , e (y1, y2, y3) coordinate in N . Sia
inoltre

V = a
∂

∂x1
+ b

∂

∂x2
(5.9.8)

un vettore tangente a M in (x1, x2). Sia f : M → N una applicazione che,
in coordinate, si scrive y = (y1, y2, y3), ove

y1 = x1, y2 = x2, y3 =
√

1− (x1)2 − (x2)2. (5.9.9)
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Pertanto

f∗V =
2∑

µ=1

3∑
α=1

V µ∂y
α

∂xµ
∂

∂yα

= V 1 ∂y
1

∂x1

∂

∂y1
+ 0 + V 2 ∂y

2

∂x2

∂

∂y2
+

(
V 1 ∂y

3

∂x1
+ V 2 ∂y

3

∂x2

)
∂

∂y3

= a
∂

∂y1
+ b

∂

∂y2
−
(
a
y1

y3
+ b

y2

y3

)
∂

∂y3
. (5.9.10)

5.10 Pullback

L’applicazione f : M → N induce anche il pullback (letteralmente: spingere
all’indietro), ovvero una applicazione dallo spazio cotangente a N nel punto
immagine di p tramite f allo spazio cotangente a M in p:

f ∗ : T ∗f(p)(N)→ T ∗p (M). (5.10.1)

Una volta assegnati V ∈ Tp(M) e ω ∈ T ∗f(p)(N), il pullback di ω mediante
f ∗ è definito da

〈f ∗ω, V 〉 ≡ 〈ω, f∗V 〉. (5.10.2)

Data ω =
∑

α ωαdy
α ∈ T ∗f(p)N , si ha

f ∗ω =
∑
α

ωα
∑
µ

∂yα

∂xµ
dxµ =

∑
µ

(∑
α

ωα
∂yα

∂xµ

)
dxµ =

∑
µ

ξµdx
µ. (5.10.3)

Pertanto, le componenti della 1-forma ottenuta tramite pullback di ω sono

ξµ =
∑
α

ωα
∂yα

∂xµ
. (5.10.4)

Si noti anche che nulla vieta di definire un pullback su tensori di tipo (0, r).

5.11 Pushforward e pullback della composizione

di funzioni lisce

Se f : M → N e g : N → P sono applicazioni lisce tra varietà, può essere
di interesse sapere come si comporta il pushforward o il pullback della loro
composizione. A tal fine, tenendo a mente la definizione (5.9.2), cominciamo
col porre f∗V = W , e osserviamo che

(g∗�W )[k] = W [k�g] = f∗V [k�g] = V [k�g�f ] = (g�f)∗V [k], (5.11.1)
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e pertanto
(g � f)∗ = g∗ � f∗. (5.11.2)

Inoltre, dalla definizione (5.10.2), e dalla (5.11.2), deduciamo che

〈(g � f)∗ω, V 〉 = 〈ω, (g � f)∗V 〉 = 〈ω, (g∗ � f∗)V 〉 = 〈g∗ω, f∗V 〉
= 〈(f ∗ � g∗)ω, V 〉, (5.11.3)

ovvero
(g � f)∗ = f ∗ � g∗. (5.11.4)

5.12 Pushforward per tensori di tipo misto

Nel caso particolare in cui l’applicazione f : M → N è un diffeomorfismo,
allora (e solo allora) esiste la mappa indotta anche per tensori di tipo misto.
Ad esempio, sia

T =
∑
µ,ν

T µν
∂

∂xµ
⊗ dxν (5.12.1)

un tensore di tipo (1, 1) su M , e sia f : M → N un diffeomorfismo. Questo
induce allora il seguente tensore su N :

f∗

(∑
µ,ν

T µν
∂

∂xµ
⊗ dxν

)
=
∑
µ,ν,α,β

T µν
∂yα

∂xµ
∂xν

∂yβ
∂

∂yα
⊗ dyβ, (5.12.2)

ove {xµ} sono coordinate locali in M , e {yα} sono coordinate locali in N .

5.13 Immersioni e embeddings

D10. Sia f : M → N una applicazione liscia, con dim(M) ≤ dim(N).
La f è una immersione se il suo pushforward f∗ : Tp(M) → Tf(p)N è una
applicazioe iniettiva (ovvero punti distinti di Tp(M) hanno sempre immagini
distinte tramite f∗).

D11. L’applicazione f : M → N è un embedding se f è iniettiva e anche
f∗ è iniettiva, ovvero se f è una immersione iniettiva. L’immagine f(M) è
detta sottovarietà di N .

La Fig. 5.5 mostra nella prima parte una immersione, e nella seconda
parte un embedding. A causa dell’intersezione in un punto dell’otto volante
nella prima parte della figura, possiamo dire che punti distinti di S1 hanno
la stessa immagine.



66 CAPITOLO 5. CALCOLO SU VARIETÀ. I

Figura 5.5: La prima parte della figura mostra una immersione che non è un
embedding, mentre la seconda parte mostra un embedding.

Se f : M → N è un embedding, M è diffeomorfa alla sua immagine
f(M). Dunque, parlare dell’embedding di Sn in Rn+1 vuol dire che la n-sfera
Sn è diffeomorfa alla sua immagine f(Sn).

5.14 Altri esempi sulla notazione tensoriale

È bene abituarsi a scrivere nel linguaggio appena introdotto i tensori di uso
più frequente. Ad esempio, si ha

T ∈ T 0
2 (M) =⇒ T =

∑
µ,ν

Tµνdx
µ ⊗ dxν , (5.14.1)

T ∈ T 1
2 (M) =⇒ T =

∑
λ,µ,ν

T λµν
∂

∂xλ
⊗ dxµ ⊗ dxν , (5.14.2)

T ∈ T 2
2 (M) =⇒ T =

∑
λ,µ,ν,ρ

T λµνρ
∂

∂xλ
⊗ ∂

∂xµ
⊗ dxν ⊗ dxρ. (5.14.3)

Inoltre, se X, Y sono campi vettoriali, e ω,Ω sono campi di 1-forma, la
valutazione di un tensore di tipo (2, 2) su di essi fornisce

T (ω,Ω;X, Y ) =
∑
λ,µ,ν,ρ

T λµνρ ωλΩµX
νY ρ, (5.14.4)
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mentre già sappiamo che

〈ω,X〉 = ω(X) =
∑
µ

ωµX
µ. (5.14.5)

Un tensore non va mai confuso con le sue componenti in una base co-
ordinata o non coordinata. Purtroppo, questo abuso di linguaggio è di uso
corrente nella letteratura, e non di rado ingenera confusione. La scrittura
esplicita degli indici di sommatoria è utile nei calcoli espliciti, come pure
quando si studiano campi tensoriali su varietà di diverse dimensioni, ove
sarebbe del tutto arbitrario convenire che certi indici competono alla varietà
a dimensione più elevata. Ad esempio, le superfici intrappolate dei buchi neri
sono varietà bidimensionali immerse in varietà tridimensionali che fogliettano
lo spaziotempo a quattro dimensioni. In geometria differenziale, il problema
dell’immersione isometrica locale di superfici bidimensionali nello spazio am-
biente tridimensionale ha impegnato per oltre un secolo fior di matematici
(Darboux, Bianchi, Weingarten, Ricci-Curbastro ...).
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Capitolo 6

Calcolo su varietà. II

6.1 Flusso di un campo vettoriale

Assegnato un campo vettoriale X sulla varietà M , una curva integrale γ di
X è una curva in M il cui vettore tangente in x è proprio X valutato in x.
In una carta (U,ϕ), si scrive dunque

dxµ(γ(t))

dt
= Xµ(γ(t)), (6.1.1)

ove xµ(γ(t)) è la µ-ma componente di ϕ(γ(t)), e Xµ è la µ-ma componente
del campo vettoriale in x. Ovvero ogni singola componente di X coincide
con la corrispondente componente del vettore tangente alla curva. Si può
anche dire che trovare la curva integrale di X equivale a risolvere il sistema
autonomo di equazioni differenziali ordinarie (6.1.1) con la condizione iniziale
xµ0 = xµ(γ(0)).

Il teorema di esistenza e unicità delle equazioni differenziali ordinarie
garantisce che esiste un’unica soluzione della (6.1.1) almeno localmente, con
dato iniziale xµ0 . In particolare, se la varietà M è compatta, la curva integrale
di X esiste ∀ t ∈ R. In generale, la curva integrale potrebbe esistere solo
per un sottoinsieme di R.

Per enfatizzare che serve informazione sul dato iniziale, denotiamo d’ora
innanzi con σ(t, x0) una curva integrale di X passante per x0 in t = 0, e sia
σµ(t, x0) l’associata coordinata. Allora la (6.1.1) si scrive

d

dt
σµ(t, x0) = Xµ(σ(t, x0)), (6.1.2)

con l’associato dato iniziale

σµ(0, x0) = xµ0 . (6.1.3)

69
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Ci occorre dunque una applicazione σ : R ×M → M detta flusso generato
dal campo vettoriale X ∈ χ(M). Per costruzione, un flusso soddisfa la
condizione

σ(t, σµ(s, x0)) = σ(t+ s, x0), ∀ s, t ∈ R. (6.1.4)

Infatti
d

dt
σµ(t, σν(s, x0)) = Xµ(σ(t, σν(s, x0)), (6.1.5)

σ(0, σ(s, x0)) = σ(s, x0), (6.1.6)

e d’altronde

d

dt
σµ(t+ s, x0) =

d

d(t+ s)
σµ(t+ s, x0) = Xµ(σ(t+ s, x0)), (6.1.7)

σ(0 + s, x0) = σ(s, x0). (6.1.8)

Pertanto, ambo i membri della (6.1.4) soddisfano lo stesso problema di valori
iniziali, ovvero la stessa equazione differenziale con la stessa condizione in-
iziale, e ne concludiamo che la (6.1.4) è dimostrata. Ovvero vale il seguente
teorema:

Teorema 6.1. Per ogni x di M , esiste una applicazione differenziabile σ :
R×M →M tale che

(i) σ(0, x) = x,

(ii) l’applicazione t → σ(t, x) risolve il problema espresso dalle (6.1.2) e
(6.1.3),

(iii) σ(t, σ(s, x)) = σ(t+ s, x).
In questo enunciato, x è il punto iniziale, non fissato ma variabile su M .

6.2 Esempi di flusso

Calcoliamo ora il flusso generato da un campo vettoriale liscio in due casi (la
ricerca moderna studia invece il flusso di campi vettoriali con bassa regolarità
o non lisci, e.g. Colombo 2017).

Esempio 6.1. In R2, sia dato il campo vettoriale

X(x, y) = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
. (6.2.1)

Dall’equazione (6.1.2) si ha allora

dσ1

dt

∣∣∣∣
t=0

= X1 = −y, dσ
2

dt

∣∣∣∣
t=0

= X2 = x, (6.2.2)
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e dalla (6.1.3) si ottiene

σ1(0, (x, y)) = x, σ2(0, (x, y)) = y. (6.2.3)

Dunque troviamo

dσ1

dt
= −σ2 in t = 0,

dσ2

dt
= σ1 in t = 0. (6.2.4)

Questo significa che studiamo il sistema accoppiato

dσ1

dt
= −σ2(t, (x, y)),

dσ2

dt
= σ1(t, (x, y)), (6.2.5)

con le condizioni iniziali (6.2.3). Calcolando le derivate prime di ambo i
membri delle (6.2.5), e poi reinserendo le (6.2.5), si trovano le equazioni del
secondo ordine a coefficienti costanti(

d2

dt2
+ 1

)
σk = 0, k = 1, 2 (6.2.6)

che sono risolte da

σ1 = A1 cos(t) +B1 sin(t), σ2 = A2 cos(t) +B2 sin(t). (6.2.7)

Imponendo le condizioni iniziali, troviamo allora

σ1(0, (x, y)) = A1 = x, σ2(0, (x, y)) = A2 = y, (6.2.8)

dσ1

dt

∣∣∣∣
t=0

= B1 = −σ2(0, (x, y)) = −y, (6.2.9)

dσ2

dt

∣∣∣∣
t=0

= B2 = σ1(0, (x, y)) = x, (6.2.10)

da cui alfine

σ(t, (x, y)) = (x cos(t)− y sin(t), y cos(t) + x sin(t)). (6.2.11)

Esempio 6.2. Consideriamo in R2 il campo vettoriale

X = y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
. (6.2.12)

Per il suo flusso abbiamo quindi le condizioni iniziali

σ1(0, (x, y)) = x, σ2(0, (x, y)) = y, (6.2.13)
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dσ1

dt

∣∣∣∣
t=0

= X1 = y = σ2(0, (x, y)), (6.2.14)

dσ2

dt

∣∣∣∣
t=0

= X2 = x = σ1(0, (x, y)), (6.2.15)

con le quali studiamo stavolta il sistema accoppiato

dσ1

dt
= σ2(t, (x, y)),

dσ2

dt
= σ1(t, (x, y)). (6.2.16)

Mediante procedura interamente analoga all’esempio precedente, esso con-
duce alle equazioni del secondo ordine disaccoppiate(

d2

dt2
− 1

)
σk = 0, k = 1, 2 (6.2.17)

che sono risolte da
σk = Aket +Bke−t, k = 1, 2. (6.2.18)

In virtù delle condizioni iniziali (6.2.13)-(6.2.15), troviamo il sistema lineare

A1 +B1 = x, A2 +B2 = y, (6.2.19)

A1 −B1 = y, A2 −B2 = x, (6.2.20)

che dunque fornisce la seguente espressione per il flusso:

σ(t, (x, y)) =

(
(x+ y)

2
et +

(x− y)

2
e−t,

(x+ y)

2
et +

(y − x)

2
e−t
)
. (6.2.21)

6.3 Gruppo ad un parametro di trasformazioni

Fissato t ∈ R, un flusso σ(t, x) è un diffeomorfismo da M in M . L’insieme
dei flussi diventa un gruppo commutativo mediante le regole

(1) σt(σs(x)) = σt+s(x) =⇒ σt � σs = σt+s,

(2) σ0=mappa identica,

(3) σ−t = (σt)
−1.

Tale gruppo è detto gruppo ad un parametro di trasformazioni. In particolare,
se t = ε infinitesimo, al punto x di coordinate xµ corrisponde

σµε (x) = σµ(ε, x) = xµ + εXµ(x), (6.3.1)
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e diciamo che il campo vettoriale X è il generatore infinitesimo della trasfor-
mazione σt.

Assegnato un campo vettoriale X, il flusso che ad esso corrisponde è detto
esponenziazione di X, ovvero

σµ(t, x) = etX xµ. (6.3.2)

Infatti, se consideriamo un punto separato dal punto iniziale σ(0, x) di una
distanza parametrica t lungo il flusso σ, troviamo

σµ(t, x) = xµ + t
d

ds
σµ(s, x)|s=0 +

t2

2!

(
d

ds

)2

σµ(s, x)|s=0 + ...

=

[
1 + t

d

ds
+
t2

2!

(
d

ds

)2

+ ...

]
σµ(s, x)|s=0

= et
d
ds σµ(s, x)|s=0 = etX xµ. (6.3.3)

Il flusso σ soddisfa le tre proprietà riportate qui di seguito:

σ(0, x) = x, (6.3.4)

d

dt
σ(t, x) = XetX x =

d

dt

[
etX x

]
, (6.3.5)

σ(t, σ(s, x)) = σ(t, esX x) = etX esX x = e(t+s)X x = σ(t+ s, x). (6.3.6)

6.4 Derivata di Lie

Siano σ(s, x) e τ(t, x) i flussi generati dai campi vettoriali X e Y rispettiva-
mente, per i quali valgono quindi le equazioni differenziali

dσµ(s, x)

ds
= Xµ(σ(s, x)),

dτµ(t, x)

dt
= Y µ(τ(t, x)). (6.4.1)

Vorremmo ora calcolare come varia il campo vettoriale Y lungo il flusso
σ(s, x). A tal fine, sarebbe sbagliato calcolare la differenza delle componenti
di Y nei punti x e x′ = σε(x), poiché x ∈ Tp(M) mentre x′ ∈ Tσε(x)(M), e
tali spazi tangenti sono distinti. L’operazione che è definita consiste invece
nel considerare dapprima l’applicazione(

σ−ε

)
∗

: Tσε(x)(M)→ Tx(M), (6.4.2)
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dopo di che calcoliamo la differenza tra i seguenti due vettori in Tx(M):(
σ−ε

)
∗
Y
∣∣∣
σε(x)

e Y |x .

La derivata di Lie di un campo vettoriale Y lungo il flusso di un campo
vettoriale X è definita, ∀ X, Y ∈ χ(M), dal limite

LXY ≡ lim
ε→0

1

ε

[(
σ−ε

)
∗
Y |σε(x) − Y |x

]
= lim

ε→0

1

ε

[
Y |x−

(
σε

)
∗
Y |σ−ε(x)

]
= lim

ε→0

1

ε

[
Y |σε(x)−

(
σε

)
∗
Y |x
]
. (6.4.3)

Qui a seguire mostriamo la figura che compete alla definizione di derivata di
Lie.

Figura 6.1: Le operazioni geometriche che si effettuano nella definizione di
derivata di Lie.

Teorema 6.2. Detta {eµ} =
{

∂
∂xµ

}
= {∂µ} la base coordinata per lo

spazio tangente, si ha

LXY =
∑
µ,ν

(
Xµ∂µY

ν − Y µ∂µX
ν
)
eν . (6.4.4)

Dimostrazione. Sia (U,ϕ) una carta con coordinate x, e siano Xµ e Y ν

le componenti dei campi vettoriali X e Y rispettivamente. Allora σε(x) ha
coordinate xµ + εXµ(x), e si trova

Y |σε(x) =
∑
µ

Y µ
(
xν + εXν(x)

)
eµ|x+εX

∼=
∑
µ

[
Y µ(x) +

∑
ν

εXν(x)∂νY
µ
]
eµ|x+εX . (6.4.5)
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Se ora agiamo su tale vettore, definito in σε(x), mediante il pushforward(
σ−ε

)
∗
, dobbiamo tener presente che σ−ε(x) ha coordinate xν − εXν(x), e

che (
σ−ε

)
∗
W =

∑
µ

W µ ∂

∂xµ

[
� σ−ε

]
.

Pertanto troviamo

(σ−ε)∗ Y |σε(x) =
∑
µ

[
Y µ(x) + ε

∑
λ

Xλ(x)∂λY
µ(x)

]
∂µ
∑
ν

[
xν − εXν(x)

]
eν |x

=
∑
µ

Y µ(x) eµ|x + ε
∑
ν

[∑
µ

(
Xµ(x)∂µY

ν(x)− Y µ(x)∂µX
ν(x)

)]
eν |x

+ O(ε2). (6.4.6)

In virtù della definizione (6.4.3) e del calcolo (6.4.6), il teorema è dimostrato.
Q.E.D.

6.5 Parentesi di Lie

Un altro concetto di fondamentale importanza è quello di parentesi di Lie
dei campi vettoriali X, Y ∈ χ(M). Essa è definita da

[X, Y ]f ≡ X[Y [f ]]− Y [X[f ]], ∀ f ∈ C∞(M). (6.5.1)

Il suo calcolo esplicito fornisce

[X, Y ]f =
∑
µ,ν

[
Xµ∂µ(Y ν∂νf)− Y µ∂µ(Xν∂νf)

]
=

∑
µ,ν

{
Xµ
[
(∂µY

ν)∂νf + Y ν∂µ∂νf
]
− Y µ

[
(∂µX

ν)∂νf +Xν∂µ∂νf
]}

=
∑
µ,ν

[(
Xµ(∂µY

ν)− Y µ(∂µX
ν)
)
∂νf +XµY ν(∂µ∂ν − ∂ν∂µ)f

]
(6.5.2)

e dunque, poiché le derivate parziali ∂µ e ∂ν commutano quando agiscono su
funzioni di classe C∞, si trova alfine

[X, Y ] =
∑
µ,ν

(
Xµ∂µY

ν − Y µ∂µX
ν
)
eν = LXY, (6.5.3)

ove abbiamo fatto uso del teorema del paragrafo precedente nell’ultima e-
guaglianza. Notiamo ora le seguenti proprietà della parentesi di Lie:
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(1) Bilinearità: per ogni valore delle costanti c1 e c2, si ha

[X, c1Y1 + c2Y2] = c1[X, Y1] + c2[X, Y2], (6.5.4)

[c1X1 + c2X2, Y ] = c1[X1, Y ] + c2[X2, Y ]. (6.5.5)

(2) Antisimmetria:
[X, Y ] = −[Y,X]. (6.5.6)

(3) Identità di Jacobi:

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, (6.5.7)

anche scrivibile come

3∑
i,j,k=1

εijk
[[
Xi, Xj

]
, Xk

]
= 0, (6.5.8)

avendo posto nella (6.5.8) X1 = X, X2 = Y , X3 = Z. Inoltre si trova

LfXY = [fX, Y ] =
∑
µ,ν

(
fXµ∂µY

ν − Y µ∂µ(fXν)
)
eν

= f
∑
µ,ν

Xµ(∂µY
ν)eν −

∑
µ,ν

Y µ(∂µf)Xνeν − f
∑
µ,ν

Y µ(∂µX
ν)eν

= f [X, Y ]− Y [f ]X, (6.5.9)

assieme all’altra relazione

LX(fY ) =
∑
µ,ν

[
Xµ∂µ(fY ν∂ν)− fY µ∂µ(Xν∂ν)

]
=

∑
µ,ν

[
Xµ(∂µf)Y ν∂ν + fXµ∂µ(Y ν∂ν)− fY µ∂µ(Xν∂ν)

]
= X[f ]Y + f [X, Y ]. (6.5.10)

Si può inoltre dimostrare il seguente risultato sul pushforward della parentesi
di Lie dei campi vettoriali X e Y :

f∗[X, Y ] = [f∗X, f∗Y ], ∀ X, Y ∈ χ(M), ∀ f ∈ C∞(M). (6.5.11)

La parentesi di Lie mostra la non commutatività di due flussi. Infatti,
detti σ(s, x) e τ(t, x) i due flussi di cui prima, supponiamo di spostarci prima
di ε lungo σ, e poi di δ lungo τ , da cui (Fig. 6.2)
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Figura 6.2: La parentesi di Lie [X, Y ] misura di quanto il parallelogramma
in figura non riesce a chiudersi.

τµ(δ, σ(ε, x)) ≈ τµ(δ, xν + εXν(x))

≈ xµ + εXµ(x) + δY µ(xν + εXν(x))

≈ xµ + εXµ(x) + δY µ(x) + εδ
∑
ν

Xν(x)∂νY
µ(x). (6.5.12)

Se invece ci spostiamo dapprima di δ lungo τ , e poi di ε lungo σ, appro-
diamo nel punto (teniamo ancora presente che δY ν è un prodotto, non una
variazione infinitesima):

σµ(ε, τ(δ, x)) ≈ σµ(ε, xν + δY ν(x))

≈ xµ + δY µ(x) + εXµ(xν + δY ν(x))

= xµ + δY µ(x) + εXµ(x) + εδ
∑
ν

Y ν(x)∂νX
µ(x). (6.5.13)

Pertanto si trova

τµ(δ, σ(ε, x))− σµ(ε, τ(δ, x)) = εδ[X, Y ]µ, (6.5.14)

e quindi vediamo che la parentesi di Lie ci indica di quanto il parallelogramma
della Fig. 6.2 non riesce a chiudersi. Altrimenti detto

LXY = [X, Y ] = 0⇐⇒ σ(s, τ(t, x)) = τ(t, σ(s, x)). (6.5.15)

Un concetto importante è la definizione di derivata di Lie di un campo di
1-forma ω ∈ Ω1(M) lungo un campo vettoriale X ∈ χ(M). Essa è data da

LXω ≡ lim
ε→0

1

ε

[
(σε)

∗ ω|σε(x) − ω|x
]
. (6.5.16)
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Esprimendo ω nella base duale a quella coordinata per lo spazio tangente, si
trova

(σε)
∗ ω|σε(x) =

∑
µ

ωµ(x)dxµ

+ε
∑
ν,µ

[
Xν(x)∂νωµ(x) + (∂µX

ν(x))ων(x)
]
dxµ, (6.5.17)

da cui
LXω =

∑
ν,µ

[
Xν∂νωµ + (∂µX

ν)ων(x)
]
dxµ, (6.5.18)

che è un altro campo di 1-forma.
Se invece consideriamo l’azione della derivata di Lie su funzioni lisce,

troviamo

LXf = lim
ε→0

1

ε

[
f(σε(x))− f(x)

]
= lim

ε→0

1

ε

[
f(xµ + εXµ(x))− f(xµ)

]
=
∑
µ

Xµ(x)
∂f

∂xµ
= X[f ]. (6.5.19)

Se t1 e t2 sono campi tensoriali dello stesso tipo, si ha

LX(t1 + t2) = LX(t1) + LX(t2), (6.5.20)

e inoltre
LX(t1 ⊗ t2) =

(
LXt1

)
⊗ t2 + t1 ⊗ LXt2, (6.5.21)

ove t1 e t2 sono arbitrari campi tensoriali. Quest’ultima relazione si dimostra
a partire dalla proprietà secondo cui, dato Y ∈ χ(M), e data ω ∈ Ω1(M), si
ha

LX(Y ⊗ ω) = lim
ε→0

1

ε

[ (
(σ−ε)∗Y ⊗ (σε)

∗ω
)∣∣∣

x
− (Y ⊗ ω)|x

]
= lim

ε→0

1

ε

[
(σ−ε)∗Y⊗

(
(σε)

∗ω − ω
)

+
(

(σ−ε)∗Y − Y
)
⊗ ω

]
= Y ⊗ (LXω) + (LXY )⊗ ω, (6.5.22)

da cui seguono le desiderate estensioni come la (6.5.21).
In particolare, se T è un campo tensoriale di tipo (1, 1) su M , si ha la sua

espressione in base coordinata

T =
∑
µ,ν

T ν
µ dx

µ ⊗ eν , (6.5.23)
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e pertanto

LXT =
∑
µ,ν

X[T ν
µ ]dxµ ⊗ eν

+
∑
µ,ν

[
T ν
µ

(
LXdx

µ
)
⊗ eν + T ν

µ dx
µ⊗
(
LXeν

)]
. (6.5.24)

Nei calcoli torna anche utile l’identità

L[X,Y ]T = LXLY T − LYLXT. (6.5.25)

6.6 Le r-forme

Se definiamo ricorsivamente il prodotto wedge di r 1-forme a partire dalle
relazioni

dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ = −dxν ∧ dxµ, (6.6.1)

dxλ ∧ dxµ ∧ dxν = dxλ⊗
(
dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ

)
+ dxµ⊗

(
dxν ⊗ dxλ − dxλ ⊗ dxν

)
+ dxν⊗

(
dxλ ⊗ dxµ − dxµ ⊗ dxλ

)
= dxλ ⊗ dxµ ∧ dxν + dxµ ⊗ dxν ∧ dxλ

+ dxν ⊗ dxλ ∧ dxµ, (6.6.2)

possiamo, a partire dalle componenti di tensori totalmente antisimmetrici,
definire forme differenziali di ordine r, ad esempio∑

µ,ν

1

2!
F[µν]dx

µ ∧ dxν ,

∑
α,β,γ

1

3!
G[αβγ]dx

α ∧ dxβ ∧ dxγ.

Una generica r-forma ω ∈ Ωr(M)|p si scrive allora come segue:

ω =
∑
{µ}

1

r!
ωµ1µ2...µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr , (6.6.3)

ove si tiene conto di tutte le possibili permutazioni degli indici.
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Finora, avevamo considerato lo spazio Ω0(M) delle 0-forme lisce, ovvero
C∞(M), e lo spazio Ω1(M) dei campi di 1-forma, ove dimΩ1(M) = dim(M) =
m. Gli spazi successivi sono gli Ωp(M), aventi per base

{dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp}

e dimensione m(m−1)·...·(m−p+1)
p!

, per ogni p < m, mentre in Ωm(M) la base è

{dx1 ∧ ... ∧ dxm}, e tale spazio di m-forme è unidimensionale.

6.7 Derivata esterna

La derivata esterna è una applicazione dallo spazio delle r-forme nello spazio
delle (r + 1)-forme:

d : Ωr(M)→ Ωr+1(M), (6.7.1)

la cui azione su una r-forma ω viene definita come segue:

dω =
1

r!

∑
ν,{µ}

(
∂

∂xν
ωµ1...µr

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr . (6.7.2)

Qui a seguire riportiamo tre esempi di uso frequente.

Esempio 6.3. Siano α e β le 1-forme

α =
∑
µ

αµdx
µ, β =

∑
ν

βνdx
ν . (6.7.3)

Per il loro prodotto esterno si ottiene allora

α ∧ β =
∑
µ,ν

αµβνdx
µ ∧ dxν = −

∑
µ,ν

αµβνdx
ν ∧ dxµ

= −
∑
µ,ν

βµανdx
µ ∧ dxν = −β ∧ α. (6.7.4)

Esempio 6.4. Siano α una 1-forma come nell’esempio 6.3, e γ una 2-forma.
Pertanto il loro prodotto esterno trova l’espressione

α ∧ γ =
∑
µ,ν,λ

αµ
1

2
γνλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ

=
∑
µ,ν,λ

1

2
γνλdx

ν ∧ dxλ ∧ αµdxµ(−1)2

= γ ∧ α. (6.7.5)
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Esempio 6.5. Derivata esterna di un prodotto esterno di forme differenziali.
Siano α e β le 1-forme dell’esempio 6.3. Si ha allora

d(α ∧ β) = d
(∑

µ,ν

αµβνdx
µ ∧ dxν

)
=

∑
µ,ν,ρ

(αµβν),ρdx
ρ ∧ dxµ ∧ dxν

=
∑
µ,ν,ρ

αµ,ρdx
ρ ∧ dxµ ∧ βνdxν +

∑
µ,ν,ρ

αµβν,ρdx
ρ(−1) ∧ dxν ∧ dxµ

= (dα) ∧ β − (dβ) ∧ α, (6.7.6)

comunque scelte α, β in Ω1(M).
Per le definizioni e calcoli in questo capitolo, il lettore può confrontare

con Landi e Marmo (1990).
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Capitolo 7

Calcolo su varietà. III

7.1 Campi vettoriali come derivazioni

Cominciamo questo capitolo approfondendo la nostra comprensione di con-
cetti già introdotti. In primo luogo, possiamo osservare che un campo vetto-
riale liscio può essere visto come una applicazione

X : C∞(M)→ C∞(M) (7.1.1)

tale che
X[f + h] = X[f ] +X[h], ∀ f, h ∈ C∞(M), (7.1.2)

X[λf ] = λX[f ], ∀ f ∈ C∞(M), ∀ λ ∈ R, (7.1.3)

X[fh] = hX[f ] + fX[h], ∀ f, h ∈ C∞(M). (7.1.4)

Le (7.1.2) e (7.1.3) ci dicono che X è una applicazione lineare da C∞(M) in
C∞(M), e la (7.1.4) ci mostra che X è una derivazione. Infatti, le derivazioni
sono applicazioni V : C∞(M)→ R tali che

v[f + h] = v[f ] + v[h], ∀ f, h ∈ C∞(M), (7.1.5)

v[λf ] = λv[f ], ∀ f ∈ C∞(M), ∀ λ ∈ R, (7.1.6)

v[fh] = h(p)v[f ] + f(p)v[h], ∀ f, h ∈ C∞(M). (7.1.7)

L’insieme di tutte le derivazioni in p ∈M viene denotato mediante Dp(M).

7.2 Tensori antisimmetrici e forme differen-

ziali

In notazione indiciale, un tensore di tipo (0, 2) antisimmetrico ha componenti

Fµν =
1

2
(Fµν + Fνµ) +

1

2
(Fµν − Fνµ) = F(µν) + F[µν] = F[µν] = −Fνµ, (7.2.1)

83
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da cui F (X, Y ) = −F (Y,X), e inoltre

F =
∑
µ,ν

Fµνdx
µ ⊗ dxν =

1

2

∑
µ,ν

(Fµν − Fνµ)dxµ ⊗ dxν

=
1

2

∑
µ,ν

Fµνdx
µ ⊗ dxν − 1

2

∑
µ,ν

Fµνdx
ν ⊗ dxµ

=
∑
µ,ν

1

2
Fµν(dx

µ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ)

=
∑
µ,ν

1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν . (7.2.2)

Se indichiamo con Aµ le componenti covarianti del quadripotenziale del-
l’elettrodinamica classica, possiamo costruire la 1-forma

A =
∑
µ

Aµdx
µ, (7.2.3)

da cui

dA =
∑
µ,ν

Aµ,νdx
ν ∧ dxµ

=
1

2

∑
µ,ν

Aµ,νdx
ν ∧ dxµ +

1

2

∑
µ,ν

Aµ,νdx
ν ∧ dxµ

=
1

2

∑
µ,ν

Aν,µdx
µ ∧ dxν − 1

2

∑
µ,ν

Aµ,νdx
µ ∧ dxν

=
∑
µ,ν

1

2
(Aν,µ − Aµ,ν)dxµ ∧ dxν

= F =
∑
µ,ν

1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν , (7.2.4)

da cui ricaviamo le componenti del tensore di campo elettromagnetico

Fµν =
∂

∂xµ
Aν −

∂

∂xν
Aµ. (7.2.5)

In coordinate cartesiane, si ottiene dunque nel vuoto la matrice antisimme-
trica 4× 4 ancora denotata con Fµν

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 . (7.2.6)
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7.3 Forme differenziali per gradiente, rotore

e divergenza

Se f : R3 → R è una funzione liscia, possiamo riguardarla come una 0-forma
ω0 = f(x, y, z), da cui otteniamo una 1-forma mediante derivata esterna:

dω0 =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz. (7.3.1)

Questa è la 1-forma gradiente.
Assegnata in R3 la 1-forma liscia

ω1 = ωx(x, y, z)dx+ ωy(x, y, z)dy + ωz(x, y, z)dz, (7.3.2)

se ne calcoliamo la derivata esterna, tenendo presente che

dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz = 0,

troviamo

dω1 =
∂ωx
∂y

dy ∧ dx+
∂ωx
∂z

dz ∧ dx

+
∂ωy
∂x

dx ∧ dy +
∂ωy
∂z

dz ∧ dy

+
∂ωz
∂x

dx ∧ dz +
∂ωz
∂y

dy ∧ dz

=

(
∂ωy
∂x
− ∂ωx

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂ωz
∂y
− ∂ωy

∂z

)
dy ∧ dz

+

(
∂ωx
∂z
− ∂ωz

∂x

)
dz ∧ dx. (7.3.3)

Questa è la 2-forma rotore.
Infine, assegnata la 2-forma liscia

ω2 = ωxy(x, y, z)dx ∧ dy + ωyz(x, y, z)dy ∧ dz + ωzx(x, y, z)dz ∧ dx, (7.3.4)

la sua derivata esterna fornisce (omettiamo la scrittura dei 6 termini mani-
festamente nulli a causa dell’antisimmetria del prodotto esterno)

ω3 = dω2 =
∂ωxy
∂z

dz ∧ dx ∧ dy

+
∂ωyz
∂x

dx ∧ dy ∧ dz +
∂ωzx
∂y

dy ∧ dz ∧ dx

=

(
∂ωyz
∂x

+
∂ωzx
∂y

+
∂ωxy
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz. (7.3.5)
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Questa è la 3-forma divergenza. Essa è un esempio di forma chiusa, poiché

dω3 = 0. (7.3.6)

Si noti che, per una generica r-forma liscia, si ha

d2ω =
1

r!

∑
λ,ν,{µ}

∂2ωµ1...µr
∂xλ∂xν

dxλ ∧ dxν ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr . (7.3.7)

Pertanto, poiché

∂2

∂xλ∂xν
=

∂2

∂xν∂xλ
,

mentre dxλ ∧ dxν = −dxν ∧ dxλ, si trova d2ω = 0, ovvero la derivata esterna
è nilpotente di ordine 2 quando agisce su forme lisce.

7.4 Il prodotto interno iX

Se X è un campo vettoriale sulla varietà M , il prodotto interno iX è una
applicazione che associa ad un campo ω di r-forma un campo di (r−1)-forma:

iX : Ωr(M)→ Ωr−1(M), (7.4.1)

mediante la definizione

iXω ≡
1

(r − 1)!

∑
ν,{µ}

Xνωνµ2...µrdx
µ2 ∧ ... ∧ dxµr . (7.4.2)

In particolare, se ω è una 1-forma con componenti ωµ, tale definizione
fornisce

iXω =
∑
µ

Xµωµ, (7.4.3)

iXdω =
∑
µ,ν

Xµ(∂µων − ∂νωµ)dxν . (7.4.4)

Valgono inoltre le relazioni

iexdx ∧ dy = dy, iexdy ∧ dz = 0, iexdz ∧ dx = −iex(dx ∧ dz) = −dz. (7.4.5)
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Sempre nel caso di ω intesa come 1-forma, si trova inoltre la relazione notevole(
diX + iXd

)
ω = d

(∑
µ

Xµωµ

)
+ iX

∑
µ,ν

1

2
(∂µων − ∂νωµ)dxµ ∧ dxν

=
∑
µ,ν

[(
∂νX

µ
)
ωµ +Xµ(∂νωµ)

]
dxν +

∑
µ,ν

Xµ(∂µων − ∂νωµ)dxν

=
∑
µ,ν

[
ωµ

(
∂νX

µ
)

+Xµ∂µων

]
dxν

= LXω. (7.4.6)

Questa equazione è un caso particolare di un risultato generale per tutte le
r-forme lisce η, in base al quale

LXη = (iXd+ diX)η. (7.4.7)

Notiamo anche che, dalla nilpotenza di ordine 2 del prodotto interno: (iX)2 =
0, discende la proprietà di commutazione

LXiXη = iXLXη. (7.4.8)

7.5 Varietà orientabili

Data la varietà M , siano xµ coordinate locali in un aperto Ui, e yα coordinate
locali in un aperto Uj. Se il punto p di M appartiene all’intersezione di Ui e
Uj, lo spazio tangente ad M in p può essere spazzato dai vettori eµ = ∂

∂xµ
,

oppure dai vettori eα = ∂
∂yα

. Essi sono collegati dalla relazione

eα =
∑
µ

∂xµ

∂yα
eµ. (7.5.1)

Se J = det
(
∂xµ

∂yα

)
è positivo su Ui

⋂
Uj, le basi {eµ} e {eα} sono dette definire

la stessa orientazione.
La varietà M è orientabile se, ∀ Ui, Uj : Ui

⋂
Uj 6= ∅, esistono coordinate

locali nelle quali J > 0. Quando la varietà M , m-dimensionale, è orientabile,
esiste allora una m-forma ω, detta forma di volume. Per definizione, se esiste
una funzione liscia h tale che

h > 0, ω = hω′, (7.5.2)

allora le forme di volume ω e ω′ sono equivalenti.
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Data h(p) > 0 nella carta (U,ϕ), e la forma di volume espressa come

ω = h(p)dx1 ∧ ... ∧ dxm, (7.5.3)

allora se p ∈ Ui
⋂
Uj possiamo scrivere

ω = h(p)
∂x1

∂yµ1
dyµ1 ∧ ... ∧ ∂xm

∂yµm
dyµm = h(p)Jdy1 ∧ ... ∧ dym, (7.5.4)

ove J > 0 poiché la varietà M è orientabile per ipotesi.

7.6 Integrazione su varietà

Se f è una funzione definita sulla varietà M e a valori in R, e ω è la forma
di volume (7.5.3), si definisce l’integrale∫

Ui

fω ≡
∫
ϕ(Ui)

f(ϕ−1
i (x))h(ϕ−1

i (x))dx1...dxm. (7.6.1)

La varietà M è paracompatta se è sempre possibile ricoprire ogni parte di
M con un numero finito di insiemi Ui di un ricoprimento aperto {Ui} di M .
Se esiste una famiglia {εi(p)} di funzioni differenziabili e tali che:

0 ≤ εi(p) ≤ 1, ∀ i, (7.6.2)

εi(p) = 0 se p 6∈ Ui, (7.6.3)∑
k

εk(p) = 1, ∀ p ∈ M, (7.6.4)

si dice che le {εi(p)} sono una partizione dell’unità subordinata al ricopri-
mento {Ui} di M . Si scrive allora che

f(p) =
∑
i

f(p)εi(p) =
∑
i

fi(p), (7.6.5)

e in virtù delle (7.6.1) e (7.6.5) si trova che∫
M

fω =
∑
i

∫
Ui

fiω

=
∑
i

∫
ϕ(Ui)

fi(ϕ
−1
i (x))h(ϕ−1

i (x))dx1 ∧ ... ∧ dxm. (7.6.6)

Nel caso semplice della 1-sfera, tali formule diventano∫
S1

cos2 θ dθ =

∫ 2π

0

cos2 θ sin2 θ

2
+

∫ π

−π
cos2 θ cos2 θ

2
=
π

2
+
π

2
= π. (7.6.7)
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7.7 Una forma differenziale esatta ma non

chiusa

Non tutte le forme differenziali di interesse sono di classe C∞. Per rendercene
conto, andiamo ora a costruire una forma differenziale di classe C0. A tal
fine, cominciamo col considerare in R2 la funzione F : x, y → F (x, y) definita
come segue (Bongiorno 1992):

F (x, y) =
xy(x2 − y2)

(x2 + y2)
se (x, y) 6= (0, 0), (7.7.1)

F (x, y) = 0 se (x, y) = (0, 0). (7.7.2)

Notiamo che F (x, 0) = F (0, y) = 0, ∀x ∈ R, ∀y ∈ R. Dunque esistono le
derivate parziali Fx e Fy nell’origine, poiché ad esempio

Fx(0, 0) = lim
x→0

F (x, 0)− F (0, 0)

x− 0
= 0. (7.7.3)

Fuori dell’origine, si ha

Fx(x, y) = y(x2 − y2)(x2 + y2)−1

+xy2x(x2 + y2)−1 − xy(x2 − y2)(x2 + y2)−22x

=
y(x4 + 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
. (7.7.4)

Tale derivata risulta continua, poiché, come si può vedere passando a coor-
dinate polari x = ρ cos(ϕ), y = ρ sin(ϕ), si ha

lim
(x,y)→(0,0)

Fx(x, y) = lim
ρ→0

ρ sin(ϕ)(cos(ϕ) sin2(2ϕ)) = 0. (7.7.5)

Tale limite è uniforme rispetto a ϕ (ovvero vale indipendentemente dal par-
ticolare valore di ϕ), per la limitatezza dell’espressione in ϕ. Inoltre, se
(x, y) 6= (0, 0), si trova

Fy(x, y) = x(x2 − y2)(x2 + y2)−1

−xy2y(x2 + y2)−1 − xy(x2 − y2)(x2 + y2)−22y

=
x(x4 − 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
, (7.7.6)

mentre
Fy(0, 0) = 0. (7.7.7)
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Consideriamo ora nel piano euclideo la 1-forma avente per componenti le
derivate parziali Fx e Fy, ovvero

ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy, A(x, y) = Fx(x, y), B(x, y) = Fy(x, y). (7.7.8)

Tale 1-forma è definita su R2 con coefficienti continui, e per costruzione è esat-
ta, avendo per primitiva la famiglia ad un parametro di 0-forme appartenenti
a C1(R2)

F (x, y) + costante.

Tuttavia, nell’espressione di dω si trova

dω =
∂A

∂y
dy ∧ dx+

∂B

∂x
dx ∧ dy =

(
∂B

∂x
− ∂A

∂y

)
dx ∧ dy. (7.7.9)

La condizione necessaria e sufficiente per la chiusura di ω:

∂B

∂x
=
∂A

∂y
(7.7.10)

è però disattesa nel caso in esame, in quanto

Ay(0, 0) = Fxy(0, 0) = lim
y→0

Fx(0, y)− Fx(0, 0)

y − 0

= lim
y→0

−y5

y5
= −1, (7.7.11)

mentre

Bx(0, 0) = Fyx(0, 0) = lim
x→0

Fy(x, 0)− Fy(0, 0)

x− 0

= lim
x→0

x5

x5
= 1. (7.7.12)

L’origine (0, 0) è l’unico punto di R2 dove le derivate Ay e Bx differiscono, ma
tanto basta a dimostrare che la nostra 1-forma, pur se esatta, non è chiusa.

7.8 Una forma differenziale chiusa ma non

esatta

Consideriamo in R2 − (0, 0) la 1-forma

Ω =
(y + x)dx+ (y − x)dy

(x2 + y2)
= E(x, y)dx+H(x, y)dy. (7.8.1)
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Pertanto

Ey = (x2 + y2)−1 − (y + x)(x2 + y2)−12y

=
(x2 − 2xy − y2)

(x2 + y2)2
, (7.8.2)

Hx = −(x2 + y2)−1 − (y − x)(x2 + y2)−22x

=
(x2 − 2xy − y2)

(x2 + y2)2
= Ey. (7.8.3)

Troviamo dunque che Ω ha coefficienti continui in R2 − (0, 0), e dotati di
derivate Ey e Hx continue e eguali, da cui segue che Ω è chiusa nel campo
R2 − (0, 0). Ma, detta γ la circonferenza centrata nell’origine e di raggio 1,
si trova ∫

γ

Ω 6= 0. (7.8.4)

Infatti, posto x = cos(t), y = sin(t), t ∈ [0, 2π], si ottiene∫
γ

(E(x, y)dx+H(x, y)dy)

=

∫ 2π

0

(sin(t) + cos(t))(− sin(t))dt+

∫ 2π

0

(sin(t)− cos(t)) cos(t)dt

= −
∫ 2π

0

dt = −2π. (7.8.5)
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Capitolo 8

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. I

8.1 Concetto di gruppo

Desideriamo qui seguire la catena logica impiegata da Hermann Weyl (1950)
per definire il concetto di gruppo, peraltro da noi già definito nel secon-
do capitolo. Il concetto di gruppo, uno dei più antichi e profondi concetti
matematici, fu ottenuto per astrazione dal concetto di gruppo di trasfor-
mazioni. Un campo di punti, un insieme di elementi che noi chiamiamo
punti, sui quali le trasformazioni operano, è alla base delle trasformazioni.
Questo insieme di punti può essere o la totalità di un numero finito di elemen-
ti esibiti individualmente, o un insieme infinito, in particolare un continuo
quale lo spazio o il tempo. Una applicazione o corrispondenza S dell’insieme
di punti su se stesso è determinata da una legge che associa ad ogni punto p
dell’insieme un punto p′ quale immagine: p→ p′ = Sp. Due corrispondenze
Sp e Tp sono identiche se, per tutti i punti p, i due punti immagine Sp e Tp
coincidono. Se il loro insieme di punti contiene un numero finito di elementi,
la corrispondenza S può essere definita assegnando esplicitamente il punto
immagine per ogni punto p. Per insiemi infiniti, tuttavia, l’associazione è
solo possibile assegnando la legge della funzione S.

Fra tali corrispondenze, ve ne è una particolare che associa ad ogni punto
p il punto p stesso: p → p. Questa è detta l’identità I. Due corrisponden-
ze possono essere applicate successivamente: se la prima trasforma il punto
arbitrario p in p′ = Sp, e la seconda trasforma p′ in p′′ = Tp′, allora la
corrispondenza risultante dalla composizione delle due è definita dall’appli-
cazione p → p′′ = Tp′ = T (Sp) ed è denotata mediante TS (letta da destra
a sinistra, ovvero si effettua prima S e poi T .

93
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Noi restringeremo la nostra attenzione a corrispondenze S che sono biu-
nivoche: i punti immagine p′ = Sp associati a p saranno sempre distinti, e
ogni dato punto p′ apparirà come l’immagine di uno, e solo uno, dei punti
p. Ne discende che tale corrispondenza biunivoca S : p → p′ determina una
seconda corrispondenza, l’inversa S−1 : p′ → p di S, che appunto la cancella:

S ′(Sp) = p, S(S ′p′) = p′, (8.1.1)

ovvero
S−1S = I, SS−1 = I. (8.1.2)

L’inversa di S−1 è ancora S: (S−1)−1 = S, e l’identità I è l’inversa di se
stessa. La corrispondenza TS che risulta da due corrispondenze biunivoche
S e T è essa stessa biunivoca, e la sua inversa è (TS)−1 = S−1T−1, poiché
invertendo le corrispondenze p → p′ → p′′ ne risulta p′′ → p′ → p. Pertanto
considereremo solo quelle corrispondenze, dette anche trasformazioni o sosti-
tuzioṅi, che sono biunivoche. In tale ambito abbiamo le due fondamentali
operazioni di inversione e composizione.

Un esempio cinematico di gruppo è offerto dai moti di un corpo rigido.
Le posizioni sono in tal caso rappresentate dai punti materiali, e l’insieme dei
punti è lo spazio stesso. La corrispondenza biunivoca p→ p′ collega lo stato
iniziale e quello finale: quel punto materiale che originariamente ricopriva il
punto spaziale p viene trasportato nel punto p′ dal moto. Corrispondenze
congruenti dello spazio su se stesso saranno anche brevemente chiamate moti
nel senso geometrico del termine.

Siamo ora pronti a formulare il concetto di gruppo di trasformazioni. Con
tale termine intendiamo un qualsivoglia sistema τ di trasformazioni di un
dato insieme di punti, che è chiuso nel senso espresso dalle seguenti condizioni:

(1) L’identità I ⊂ τ .

(2) S ∈ τ =⇒ S−1 ∈ τ .

(3) ∀ S, T ∈ τ, TS ∈ τ .
Come esempi. menzioniamo il gruppo delle n! permutazioni di n oggetti,

le applicazioni congruenti o moti dello spazio euclideo tridimensionale, tutte
le trasformazioni lineari omogenee in n variabili con determinante non nullo
(corrispondenze affini di uno spazio vettoriale a n dimensioni), e il gruppo
delle trasformazioni unitarie in n dimensioni.

Se il punto p va nel punto p′ mediante una trasformazione del gruppo τ ,
allora p′ è detto essere equivalente a p rispetto al gruppo τ . Lo stesso concetto
viene applicato quando consideriamo invece di un punto p una figura che
consiste di punti. Espresse in questi termini, le tre richieste per un gruppo
non sono niente altro che i tre assiomi di eguaglianza:
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(1) p è equivalente a p.

(2) Se p′ è equivalente a p, allora p è equivalente a p′.

(3) Se p′ è equivalente a p, e p′′ è equivalente a p′, allora p′′ è equivalente a p.

Come già sappiamo dal secondo capitolo, secondo il programma di Erlan-
gen di Klein, ogni geometria di un insieme di punti è basata su un particolare
gruppo τ di trasformazioni dell’insieme; le figure che sono equivalenti rispetto
a τ , e che quindi possono essere trasportate in un’altra mediante una trasfor-
mazione di τ , devono essere considerate come la stessa figura. In geometria
euclidea questo ruolo è svolto dal gruppo delle trasformazioni di congruenza,
che consiste dei moti sopra menzionati, e in geometria affine dal gruppo delle
trasformazioni affini. Il concetto di gruppo esprime la specifica isotropia o
omogeneità dello spazio; esso consiste di tutte le corrispondenze biunivoche
dello spazio con se stesso, ovvero quelle trasformazioni che lasciano immutate
tutte le relazioni oggettive tra punti dello spazio che possono essere espresse
geometricamente. La simmetria di una particolare figura in un tale spazio
è descritta da un sottogruppo di τ che consiste di tutte le trasformazioni di
τ che trasportano la figura sopra se stessa. L’arte della piastrellatura or-
namentale, che fu perfezionata dagli egiziani, contiene implicitamente una
considerevole conoscenza di natura gruppale. Troviamo qui, forse, il più an-
tico frammento di matematica nella cultura umana. Ma solo recentemente
siamo stati in grado di enunciare chiaramente i principi formali di questa
arte; tentativi in questa direzione furono già compiuti da Leonardo da Vin-
ci, che tentò di dare una descrizione sistematica dei vari tipi di simmetria
possibili in un edificio. Ma le strutture simmetriche più meravigliose sono
esibite nei cristalli, la simmetria dei quali è descritta da quelle trasformazioni
di congruenza dello spazio euclideo che portano i reticoli atomici del cristallo
a coincidere con se stessi.

8.2 Gruppi astratti e le loro realizzazioni

Un numero arbitrario di trasformazioni di un dato insieme di punti sopra se
stesso può essere applicato in successione; ovviamente non dobbiamo consid-
erarne solo due. Ma quando effettuiamo questo processo un passo alla volta,
esso viene automaticamente ridotto ad una successione di composizioni di
trasformazioni considerate due alla volta:

ABC... = A[B(C...)].
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Questa possibilità di effettuare una composizione estesa in passi che non coin-
volgono più di due trasformazioni alla volta dimostra che la legge associativa

(AB)C = A(BC)

vale per tre qualsivoglia trasformazioni A,B,C. La struttura di un gruppo di
trasformazioni è ottenuta da esso mediante astrazione quando consentiamo
alle trasformazioni stesse di degenerare in elementi di natura immateriale,
conservando solo la loro individualità e le regole in accordo con le quali
due date trasformazioni vengono composte, in un dato ordine, a formarne
una terza. In accordo con quel che dicevamo poc’anzi, tale composizione
obbedisce necessariamente alla legge associativa. Forse obbedisce anche ad
altre leggi universali, ma poiché non abbiamo al momento nessuna indicazione
di questo, tentiamo una formulazione della struttura astratta del gruppo
mediante le seguenti definizioni:

Un gruppo astratto è un sistema di elementi entro il quale una legge di
composizione è assegnata tale che, mediante di essa, origina da due qual-
sivoglia (eguali o diversi) elementi a, b del gruppo, presi in questo ordine, un
elemento ba. Le seguenti condizioni sono quindi soddisfatte:

(1) La legge associativa

c(ba) = (cb)a. (8.2.1)

(2) Esiste un elemento I, l’elemento unità, che lascia un elemento arbitrario
a inalterato mediante composizione con esso:

Ia = aI = a, ∀ a. (8.2.2)

(3) Per ogni elemento a esiste un inverso a−1 che fornisce, mediante compo-
sizione con esso, l’elemento unità I:

aa−1 = a−1a = I. (8.2.3)

Tale gruppo astratto non va confuso con la sua realizzazione mediante
trasformazioni, ossia corrispondenze biunivoche di un dato insieme di pun-
ti. Una realizzazione consiste nell’associare ad ogni elemento a del gruppo
astratto una trasformazione T (a) dell’insieme di punti in modo tale che, al-
la composizione di elementi del gruppo, corrisponda la composizione delle
associate trasformazioni:

T (ab) = T (a)T (b). (8.2.4)
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Segue da questo che all’elemento unità I corrisponde l’identità I, e agli
elementi fra loro inversi, a e a−1, corrispondono le trasformazioni inverse,
ovvero

T (a−1) = T−1(a). (8.2.5)

La prima asserzione segue dal caso particolare

T (a)T (I) = T (a) (8.2.6)

della (8.2.4) mediante composizione a sinistra col reciproco della trasfor-
mazione T (a):

T−1(a)T (a)T (I) = T (I) = T−1(a)T (a) = I. (8.2.7)

La (8.2.5) è allora contenuta nella (8.2.4) come caso particolare con la scelta
b = a−1:

T (aa−1) = T (I) = I = T (a)T (a−1)

=⇒ T−1(a) = T−1(a)T (a)T (a−1) = IT (a−1) = T (a−1). (8.2.8)

La realizzazione è detta fedele (o iniettiva) quando a elementi distinti del
gruppo corrispondono trasformazioni distinte:

a 6= b =⇒ T (a) 6= T (b). (8.2.9)

In accordo con la fondamentale equazione (8.2.4), la condizione necessaria e
sufficiente per la fedeltà è che T (a) sia l’identità solo se a = I = elemento
unità, poiché, se a, b sono due elementi del gruppo segue allora da T (a) =
T (b), ovvero

T (a)T−1(b) = T (a)T (b−1) = T (ab−1) = I, (8.2.10)

che sotto queste condizioni ab−1 = I =⇒ a = b. Se il gruppo astratto
G è ottenuto da un gruppo di trasformazioni τ mediante astrazione, allora
viceversa τ è una realizzazione fedele di G.

Nello studio dei gruppi di trasformazioni abbiamo sempre a che fare con
due varietà:

-L’insieme dei punti privo di struttura.

-La varietà degli elementi del gruppo di trasformazioni, la struttura della
quale è espressa dalla legge di composizione.

Il problema originale si scinde dunque in due:

-L’esame delle varie strutture gruppali possibili.
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-L’esame della possibilità di ottenere realizzazioni del dato gruppo astratto
mediante trasformazioni di un dato insieme di punti.

Questi due problemi sono di carattere fondamentalmente differente, e
richiedono un apparato matematico fondamentalmente differente per la loro
discussione.

L’astrazione dalla natura degli elementi del gruppo è espressa matemati-
camente dal concetto di isomorfismo. Se abbiamo due gruppi G,G′ e, ad
ogni a ∈ G è associato un elemento a′ ∈ G′ in modo uno a uno, tale che

(ba)′ = b′a′, (8.2.11)

allora i due gruppi sono detti semplicemente isomorfi.
Gruppi astratti semplicemente isomorfi non offrono alcun modo di dis-

tinguere l’uno dall’altro. Due gruppi di trasformazioni isomorfi posso essere
considerati una rappresentazione fedele di uno e lo stesso gruppo astratto.
Un gruppo può essere isomorfo a se stesso, ed è allora detto essere automor-
fo. Tale automorfismo ricorre quando G e G′ coincidono, ovvero quando una
associazione biunivoca a → a′ che soddisfa la (8.2.11) viene a stabilirsi tra
gli elementi del gruppo G.

Il problema sorge se o meno ogni gruppo astratto possegga una realiz-
zazione fedele. Se questo non fosse il caso, il concetto di gruppo astratto
quale sviluppato sopra sarebbe troppo ampio, ovvero esisterebbero in ag-
giunta alla legge associativa, altre leggi puramente formali per la composi-
zione di trasformazioni che sono soddisfatte da ogni gruppo di trasformazioni.
Viceversa, una dimostrazione della realizzabilità di ogni gruppo astratto ci
direbbe che tutto quel che si può dire circa le leggi formali per la compo-
sizione di trasformazioni è contenuto nelle nostre condizioni da (1) a (3). Si
può infatti costruire una realizzazione fedele di ogni gruppo astratto G as-
sumendo come insieme di punti la varietà gruppale stessa e consentendo che
ad ogni elemento a ∈ G corrisponda la trasformazione s → s′ = as della
varietà gruppale su se stessa. Questa traslazione a sinistra sarà oggetto di
studio nel capitolo 9, assieme alla associata traslazione a destra.

Dato un gruppo astratto G, l’insieme G′ ⊂ G è detto sottogruppo di G
se G′ è un insieme di elementi di G che esso stesso soddisfa le condizioni che
caratterizzano un gruppo: l’elemento unità I ∈ G′, con a appartiene anche
a−1, e con a, b appartiene anche ba. Queste tre condizioni possono essere
ridotte ad una sola:

a, b ∈ G′ =⇒ ba−1 ∈ G′. (8.2.12)

Ad esempio, nel gruppo dei moti euclidei è contenuto il gruppo delle rotazioni
(che lascia un punto, il centro, fisso) e il gruppo delle traslazioni. Le trasfor-
mazioni unitarie costituiscono un sottogruppo del gruppo completo di tutte
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le trasformazioni lineari omogenee; le permutazioni pari sono un sottogruppo
del gruppo di tutte le permutazioni.

8.3 Rappresentazioni di gruppi

Nel richiedere che le trasformazioni che devono servire come realizzazione
di un dato gruppo astratto G siano lineari e omogenee, perveniamo ad un
problema che è molto fruttuoso dal punto di vista matematico e che è allo
stesso tempo della più grande importanza per la fisica; noi parliamo allora
di una rappresentazione, anziché di una realizzazione, del gruppo. Una rap-
presentazione n-dimensionale di G, o una rappresentazione di grado n, con-
siste nell’associare ad ogni elemento s del gruppo una trasformazione affine
U(s) dello spazio vettoriale n-dimensionale R = Rn in modo tale che queste
trasformazioni obbediscano alla legge di composizione

U(s)U(t) = U(st). (8.3.1)

Diciamo allora che s induce la trasformazione U(s) nello spazio di rappre-
sentazione R. Scegliendo un sistema di coordinate in R, ogni trasformazione
U(s) è rappresentata da una matrice quadrata di n righe e n colonne, il cui
determinante è non nullo. Sostituendo l’originario sistema di coordinate con
un altro, ottenuto da esso mediante la trasformazione A, la corrispondenza
che era prima rappresentata dalla matrice U(s) è ora rappresentata dalla ma-
triceAU(s)A−1. Pertanto, se l’associazione s→ U(s) è una rappresentazione,
l’associazione

s→ AU(s)A−1

è ovviamente anch’essa una rappresentazione, poiché

AU(s)A−1 AU(t)A−1 = AU(s)U(t)A−1 = AU(st)A−1. (8.3.2)

Quest’ultima rappresentazione è detta essere equivalente alla precedente.
Esse sono essenzialmente la stessa cosa, poiché differiscono soltanto nella
scelta del sistema di coordinate in termini del quale esse sono descritte. In
particolare, una rappresentazione in una dimensione consiste nell’assegnare
ad ogni elemento s del gruppo un numero non nullo χ(s) in modo tale che

χ(st) = χ(s)χ(t). (8.3.3)
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8.4 Introduzione alla teoria dei gruppi topo-

logici

Sia G uno spazio topologico sul quale è definita una operazione � per cui
(G,�) è un gruppo. G è detto un gruppo topologico se il prodotto

G×G→ G, (g, g′)→ g � g′, (8.4.1)

e l’inversione

G→ G, g → g−1, g ∈ G→ γ : γ � g = g � γ = e = I, (8.4.2)

sono applicazioni continue. Pertanto, si richiede che le strutture di gruppo e
di spazio topologico si raccordino in modo coerente (Esposito 2017).

Teorema 8.1. Se (G,�) è un gruppo topologico, ∀ a ∈ G la moltiplicazione
a sinistra definita da a:

La : G→ G, g → a� g, (8.4.3)

come pure la moltiplicazione a destra

Ra : G→ G, g → g � a, (8.4.4)

è un omeomorfismo. Inoltre, l’applicazione che ad ogni elemento di G associa
l’inverso è un omeomorfismo.

Dato a ∈ G, notiamo che La è continua poiché G è un gruppo topologico,
e che l’inversa è data da La−1 , anch’essa continua. Pertanto La è un omeo-
morfismo. Analogamente, si dimostra che Ra è un omeomorfismo. Inoltre,
l’applicazione inversa

G→ G, g → g−1,

per definizione di gruppo topologico, è continua e coincide con la propria
inversa. Q.E.D.

Uno spazio topologico X si dice omogeneo se, ∀ x, y ∈ X, esiste un
omeomorfismo f : X → X tale che

f(x) = y. (8.4.5)

La proprietà di omogeneità significa che ogni porzione dello spazio topologico
è indistinguibile da un’altra dal punto di vista topologico.

I gruppi topologici sono spazi omogenei: infatti, se (G,�) è un gruppo
topologico e g, g′ ∈ G, allora

f = Lg−1 �Rg′ (8.4.6)
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è un omeomorfismo (questo segue dal teorema precedente, considerando la
composizione di omeomorfismi) tale che

f(g) = g−1 � g � g′ = g′. (8.4.7)

Tuttavia, non è vero il viceversa: ad esempio, la retta reale R munita della
topologia di Sorgefrey (che ha come base di aperti gli intervalli semichiusi
[a, b[) è uno spazio topologico omogeneo che non ammette struttura di gruppo
topologico. Un altro esempio di spazio topologico che non ammette struttura
di gruppo è la 2-sfera S2.

8.5 Struttura di gruppo topologico sulle sfere

S0, S1, S3

Cominciamo col ricordare che la n-sfera Sn è il seguente insieme di punti di
Rn+1:

Sn ≡

{
(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1 :

n+1∑
j=1

(xj)
2 = 1

}
. (8.5.1)

Ogni n-sfera Sn immersa in Rn+1 ammette una struttura di spazio topologico,
quella di sottospazio indotta da Rn+1. Discutiamo ora i seguenti casi:

(1) n = 0. In tal caso studiamo la 0-sfera

S0 = {+1,−1} , (8.5.2)

i cui elementi sono le radici dell’equazione x2 = 1. Detto Z l’insieme dei
numeri interi relativi, si può anche scrivere che S0 = Z/2.

(2) n = 1. In tal caso studiamo la circonferenza nel piano euclideo, e si può
ricorrere all’identificazione R2 ≡ C, e dunque esprimere la 1-sfera nella forma

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} . (8.5.3)

Possiamo pertanto considerare su S1 l’operazione

Φ : S1 × S1 → S1

cos̀ı definita ∀z1, z2 ∈ S1:

Φ(z1, z2) = z1 z2. (8.5.4)
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Stiamo pertanto cosiderando il prodotto di numeri complessi di modulo 1,
che risulta ancora essere un numero complesso di modulo 1 poiché

|z1 z2| = |z1| |z2| = 1 · 1 = 1. (8.5.5)

Vale naturalmente la proprietà associativa dell’operazione Φ in quanto essa
vale in C. Inoltre, se z ∈ S1, allora

z−1 =
1

(x+ iy)
=

(x− iy)

(x+ iy)(x− iy)
=

(x− iy)

(x2 + y2)
=
z

1
= z, (8.5.6)

mentre l’elemento neutro è, chiaramente, 1; pertanto (S1,Φ) è un gruppo
abeliano.

(3) n = 3. Anche per la 3-sfera S3 immersa nello spazio euclideo R4 è pos-
sibile un’utile identificazione dello spazio ambiente. A tal fine, consideriamo
{1, i, j, k}, la base canonica di R4, e definiamo un’operazione bilineare ϕ,
avente 1 come elemento neutro e tale che, sulla base, valga

ϕ(i, j) = k = −ϕ(j, i), (8.5.7)

ϕ(j, k) = i = −ϕ(k, j), (8.5.8)

ϕ(k, i) = j = −ϕ(i, k), (8.5.9)

ϕ(i, i) = ϕ(j, j) = ϕ(k, k) = −1. (8.5.10)

Con la somma + componente per componente e l’operazione di prodotto ϕ
ora definita, lo spazio H = (R4,+, ϕ) risulta essere un corpo (cf. capitolo 2),
noto come il corpo dei quaternioni. Tale corpo fu introdotto nel 1843 da Sir
William Hamilton, che voleva estendere al caso tridimensionale il profondo
legame che esiste, nel caso bidimensionale, tra numeri complessi e geometria
nel piano euclideo (legame di cui ci siamo avvalsi nello studio della 1-sfera).

Se q ∈ H, esistono, unici, quattro numeri reali q1, q2, q3, q4 ∈ R tali che

q = q1 + q2i+ q3j + q4k, (8.5.11)

e il coniugato q di q è definito come il quaternione

q = q1 − q2i− q3j − q4k. (8.5.12)

Il calcolo diretto mostra allora che, ∀p, q ∈ H, ∀ α ∈ R, si ha

p+ q = p+ q, pq = q p, q = q, α = α. (8.5.13)
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Inoltre, la norma di q è il numero reale non negativo

N(q) = q q =
4∑

k=1

(qk)
2. (8.5.14)

L’inverso di un quaternione è il quaternione

q−1 =
1

N(q)
q. (8.5.15)

Infatti allora

q q−1 =
q q

N(q)
=
N(q)

N(q)
= 1. (8.5.16)

A questo stadio, si può definire la 3-sfera come l’insieme dei quaternioni di
norma 1, ovvero

S3 ≡ {q ∈ H : N(q) = 1} . (8.5.17)

Consideriamo su S3 la restrizione del prodotto definito su H; questa opera-
zione è definita poiché, se p, q ∈ S3, allora

N(pq) = pq pq = pq q p = p p = 1 =⇒ pq ∈ S3. (8.5.18)

Inoltre, se q ∈ S3, si trova

N(q−1) =
q

N(q)

q

N(q)
= q q = N(q) = 1 ∀ q ∈ S3. (8.5.19)

Pertanto, anche l’inverso di ogni elemento di S3 appartiene a S3, e possiamo
dire che (S3, ϕ) è un gruppo, ma non si tratta di un gruppo abeliano, poiché
ad esempio ϕ(i, j) = k = −ϕ(j, i).

(4) n = 7. In completa analogia al caso della 3-sfera, anche su R8 si può
definire una applicazione bilineare che conferisce allo spazio un’operazione
interna. Infatti, se {1, e1, ..., e7} è la base canonica di R8, si può definire
un’applicazione bilineare Γ avente 1 come unità e tale che la valutazione di
Γ sulle coppie dei vettori di base fornisce i valori mostrati in tabella nella
pagina seguente.

Lo spazio O = (R8,+,Γ) è l’algebra degli ottonioni. I concetti di coniugato,
norma e inverso sono del tutto analoghi al caso dei quaternioni e dunque,
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Γ e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1

e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5

e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4

e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2

e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1

anche per la 7-sfera S7, si può scrivere che

S7 ≡ {ω ∈ O : N(ω) = 1} . (8.5.20)

Si noti però che l’applicazione bilineare appena introdotta non definisce un
prodotto associativo su S7. Ad esempio

Γ(Γ(e1, e2), e3) = Γ(e4, e3) = −e6, (8.5.21)

mentre
Γ(e1,Γ(e2, e3)) = Γ(e1, e5) = e6. (8.5.22)

Questo non dimostra che su S7 non si possano definire strutture di gruppo,
ma indica che, data un’algebra di dimensione n, se se ne costruisce un’altra
di dimensione doppia 2n, come insegna la costruzione di Cayley-Dickson, si
riesce a dotare di struttura di gruppo solo S0, S1 e S3.

Vale la pena studiare la continuità dei prodotti definiti su S0, S1 e S3.
Nel caso di S0, la topologia considerata su S0×S0 è quella discreta, e dunque
il prodotto è continuo. Nel caso di S1, abbiamo considerato la restrizione su
S1 del prodotto fra numeri complessi, che risulta essere continuo. Infatti,
considerando C = R × R, il prodotto tra i numeri complessi z1 = (x1, y1) e
z2 = (x2, y2) è dato dal numero complesso

z1 z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (8.5.23)

Se indichiamo con
p : C× C→ C = R× R

il prodotto tra numeri complessi, e con π1, π2 le proiezioni continue su prima
e seconda componente nell’identificazione C = R× R, otteniamo che

p(z1, z2) =
(
π1(z1)π1(z2)− π2(z1)π2(z2), π1(z1)π2(z2) + π1(z2)π2(z1)

)
.

(8.5.24)
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Dunque, poiché una funzione a valori nel prodotto di due spazi è continua
se e solo se le sue componenti sono continue, e poiché somme e prodotti di
funzioni reali continue sono continue, si ottiene la tesi.

Se G è un gruppo e X è uno spazio topologico si dice che G agisce su X
se esiste un omomorfismo

ψ : G→ Hom(X), (8.5.25)

ove Hom(X) è il gruppo degli omeomorfismi di X. Tale omomorfismo è
detto azione del gruppo G su X, e ∀ g ∈ G scriviamo ψ(g) = ψg. Inoltre, se
∀ g ∈ G−{e} risulta che ψg non ammette punti fissi, l’azione è detta libera.

8.6 Gruppi di Lie a dimensione finita

Se, nella definizione di gruppo topologico, sostituiamo allo spazio topologico
una varietà differenziabile, e richiediamo che le operazioni di prodotto e in-
verso siano applicazioni differenziabili anziché solo continue, otteniamo quel
che prende il nome di gruppo di Lie. La dimensione di un gruppo di Lie è
dunque la sua dimensione come varietà differenziabile (capitolo 3).

I gruppi di Lie sono dunque gruppi muniti anche della struttura di varietà
differenziabile, e tali che le operazioni di

(i) prodotto:

G×G→ G, (g1, g2)→ g1 � g2 ∀ g1, g2 ∈ G, (8.6.1)

(ii) inversione:

G→ G, g → γg : ∀g ∈ G, ∃γ ∈ G : g � γ = γ � g = e

=⇒ γ = g−1 = γg, (8.6.2)

sono differenziabili. Si può dimostrare che G ha un’unica struttura analitica
mediante la quale le operazioni di moltiplicazione e inversione sono scrivibili
come serie di potenze convergenti. Nei libri fino a metà degli anni ’70 si insi-
steva sulla richiesta di analiticità, anziché sulla natura C∞ di moltiplicazione
e inversione.

Di particolare interesse nelle applicazioni fisiche sono i gruppi di matrici
che sono sottogruppi dei gruppi lineari generali GL(n,R) (matrici reali in-
vertibili n× n) o GL(n,C) (matrici complesse invertibili n× n). Il prodotto
di elementi è, in tal caso, il prodotto righe per colonne fra matrici, e l’inverso
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è l’inverso di una matrice. Le coordinate di GL(n,R) sono n2 numeri reali.
GL(n,R) è una varietà non compatta, e ha dimensione n2.

Sottogruppi di interesse di GL(n,R) sono il gruppo ortogonale O(n),
il gruppo lineare speciale SL(n,R) e il gruppo ortogonale speciale SO(n),
definiti come segue (denotando con M t la trasposta di una matrice M):

O(n) ≡
{
M ∈ GL(n,R) : MM t = M tM = In

}
, (8.6.3)

SL(n,R) ≡ {M ∈ GL(n,R) : det(M) = 1} , (8.6.4)

SO(n) ≡ O(n)
⋂

SL(n,R). (8.6.5)

In relatività speciale, incontriamo il gruppo di Lorentz del capitolo 1:

O(3, 1) ≡
{
M ∈ GL(4,R) : MηM t = η

}
, (8.6.6)

ove η è la metrica di Minkowski.
Il gruppo GL(n,C) è l’insieme di trasformazioni lineari non singolari in

Cn, che sono rappresentate da matrici non singolari n× n ad elementi com-
plessi. Il gruppo unitario U(n), il gruppo lineare speciale SL(n,C) e il grup-
po unitario speciale SU(n) sono definiti come segue (denotando con M † la
matrice hermitiana coniugata di M):

U(n) ≡
{
M ∈ GL(n,C) : MM † = M †M = I

}
, (8.6.7)

SL(n,C) ≡ {M ∈ GL(n,C) : det(M) = 1} , (8.6.8)

SU(n) ≡ U(n)
⋂

SL(n,C). (8.6.9)

Un teorema importante garantisce che ogni sottogruppo chiuso H di un
gruppo di Lie G è un sottogruppo di Lie (Nakahara 2003). Dunque, ad
esempio, O(n), SL(n,R) e SO(n) sono sottogruppi di Lie di GL(n,R). Per
capire perché SL(n,R) è un sottogruppo chiuso, consideriamo l’applicazione
f : GL(n,R)→ R definita da A→ det(A). Chiaramente f è una applicazione
continua, e f−1(1) = SL(n,R). Un punto {1} è un sottoinsieme chiuso di R,
quindi f−1(1) è chiuso in GL(n,R). Ma allora il teorema appena menzionato
ci garantisce che SL(n,R) è un sottogruppo di Lie.

Di particolare interesse è la versione proiettiva di SL(2,R), ovvero (Katok
1992):

PSL(2,R) ≡
{
z → (az + b)

(cz + d)
, ad− bc = 1

}
= SL(2,R)/δ, (8.6.10)

ove l’omeomorfismo δ agisce secondo la regola

δ(a, b, c, d) = (−a,−b,−c,−d). (8.6.11)
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8.7 Algebra di Lie di un gruppo di Lie

Siano a, g elementi di un gruppo di Lie G con legge di composizione interna
�. La traslazione a destra Ra : G→ G e la traslazione a sinistra La : G→ G
di g mediante a sono diffeomorfismi da G a G definiti dalle leggi

Ra(g) = g � a, La(g) = a� g. (8.7.1)

Pertanto, le applicazioni La e Ra inducono le applicazioni

La∗ : Tg(G)→ Ta�g(G) = TLa(g)(G), (8.7.2)

Ra∗ : Tg(G)→ Tg�a(G) = TRa(g)(G). (8.7.3)

Queste traslazioni danno luogo a teorie equivalenti, e quindi possiamo scegliere
quale delle due usare. D’ora in poi ci baseremo sulle traslazioni a sinistra.

Sia X un campo vettoriale su un gruppo di Lie G, ovvero sia X ∈ χ(G).
Tale campo X è detto invariante a sinistra se

La∗ X|g = X|La(g) = X|a�g . (8.7.4)

Nel prossimo capitolo faremo uno studio di tutti i campi vettoriali invarianti
a sinistra, che formano l’algebra di Lie L(G) del gruppo G, dopo aver definito
alcuni concetti importanti.
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Capitolo 9

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. II

9.1 Altre proprietà delle traslazioni a destra

e a sinistra

Sia ((G, τ); Φ) un gruppo topologico con topologia τ e legge di composizione
interna Φ denotata come segue:

∀ h, g ∈ (G, τ) : Φ(h, g) = h� g ∈ (G, τ), (9.1.1)

ove � è un opportuno prodotto (righe × colonne fra matrici, o prodotto di
funzioni di variabile reale, ad esempio). Le applicazioni La e Ra del capitolo
precedente possiamo dunque riesprimerle mediante la notazione

La(g) = Φ(a, g) = a� g, (9.1.2)

Ra(g) = Φ(g, a) = g � a. (9.1.3)

Già quando si definisce l’inverso di g ∈ (G, τ) si incontrano, a ben vedere, La
e Ra. Infatti si richiede allora che

∀ g ∈ (G, τ) ∃!γ ∈ (G, τ) : γ � g = g � γ = e, (9.1.4)

il che implica la semplice ma notevole relazione

Lγ(g) = Rγ(g) = e. (9.1.5)

Ovvero, mediante l’inverso γ di g, le azioni delle traslazioni a sinistra e a
destra vengono a coincidere, e solo in quel caso.

109
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Notiamo ora che le composizioni di traslazioni agiscono secondo le regole

La�b(g) = La(Lb(g)), (9.1.6)

Rb�a(g) = Ra(Rb(g)). (9.1.7)

Infatti si ha
La�b(g) = a� b� g = Φ(a� b, g), (9.1.8)

La(Lb(g)) = a� b� g = La�b(g), (9.1.9)

mentre per le traslazioni a destra si ha

Rb�a(g) = g � b� a, (9.1.10)

Ra(Rb(g)) = Ra(g � b) = g � b� a = Rb�a(g). (9.1.11)

Le (9.1.6) e (9.1.7) si possono anche scrivere nella forma

La�b(g) = La(Lb(g)) = a� b� g =⇒ Φ(a� b, g) = Φ(a,Φ(b, g)), (9.1.12)

Ra�b(g) = Rb(Ra(g)) = g � a� b =⇒ Φ(g, a� b) = Φ(Φ(g, a), b). (9.1.13)

9.2 Classi laterali e sottogruppi normali

Sia H un sottogruppo di un gruppo G e, ∀x, y ∈ G, sia

x R′H y ⇐⇒ x−1y ∈ H. (9.2.1)

Tale R′H è una relazione d’equivalenza in G. Infatti valgono le proprietà
riflessiva, simmetrica e transitiva, espresse rispettivamente da

x−1x = 1 ∈ H, (9.2.2)

x−1y ∈ H =⇒ y−1x = (x−1y)−1 ∈ H, (9.2.3)

x−1y ∈ H, y−1z ∈ H =⇒ x−1z = (x−1y)(y−1z) ∈ H. (9.2.4)

La classe mod R′H di x ∈ G è l’insieme

xH ≡ {xh| h ∈ H} , (9.2.5)

che prende il nome di laterale sinistro di H in G. Notiamo la catena logica

x R′H y =⇒ x−1y = h ∈ H =⇒ y = xh ∈ H,
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e viceversa

y = xh (h ∈ H) =⇒ x−1y = h ∈ H =⇒ x R′H y.

Analogamente, la relazione R′′H :

x R′′H y ⇐⇒ xy−1 ∈ H (9.2.6)

è una relazione di equivalenza nel gruppo G, e l’insieme

Hx ≡ {hx| h ∈ H} (9.2.7)

viene detto il laterale destro di H in G. Esso è la classe d’equivalenza mod
R′′H di x ∈ G.

Notiamo dunque che

xH = yH ⇐⇒ x−1y ∈ H, Hx = Hy ⇐⇒ xy−1 ∈ H, xH = H ⇐⇒ x ∈ H,

Hx = H ⇐⇒ x ∈ H.
Ogni x ∈ G sta in un solo laterale sinistro (o destro) di H. Un sottogruppo H
di G si dice normale se R′H = R′′H , e le seguenti proposizioni sono equivalenti:

(1) R′H = R′′H .

(2) xH = Hx ∀x ∈ G

(3) x−1Hx ⊆ H ∀x ∈ G

(4) x−1Hx = H ∀x ∈ G.

9.3 Campi vettoriali invarianti a sinistra su

un gruppo di Lie

Sia X un campo vettoriale sul gruppo di Lie G: X ∈ χ(G). Dalla fine del
capitolo 8, sappiamo che X si dice invariante a sinistra se vale la condizione
(8.7.4). In coordinate, all’elemento g di G corrisponde x(g), e applicando il
push forward si trova

(La)∗

[
X|g
]

=
∑
µ

Xµ(g)(La)∗
∂

∂xµ

∣∣∣∣
g

=
∑
µ,ν

Xµ(g)
∂xν(ag)

∂xµ(g)

∂

∂xν

∣∣∣∣
ag

=
∑
µ,ν

δνµX
µ(ag)

∂

∂xν

∣∣∣∣
ag

=
∑
ν

Xν(ag)
∂

∂xν

∣∣∣∣
ag

. (9.3.1)
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Andiamo ora a dimostrare che esiste una semplice e profonda relazione
tra lo spazio di tutti i campi vettoriali invarianti a sinistra su un gruppo di
Lie e lo spazio tangente al gruppo nell’elemento unità.

(1) Sia dato V ∈ Te(G), allora si può definire

Ṽ
∣∣∣
g
≡
(
Lg

)
∗
V, (9.3.2)

e questo campo vettoriale è invariante a sinistra poiché

Ṽ
∣∣∣
a�g

= (La�g)∗ V = (LaLg)∗ V = (La)∗
(
(Lg)∗ V

)
= (La)∗ Ṽ

∣∣∣
g
, (9.3.3)

ove abbiamo fatto uso, nell’ordine, della legge di composizione delle traslazioni
a sinistra, dell’azione del push forward su una composizione di applicazioni,
e della definizione (9.3.2). Dunque, per costruzione, Ṽ è un campo vettoriale
invariante a sinistra.

(2) Viceversa, una volta assegnato il campo vettoriale Ṽ invariante a sinistra,
la sua valutazione nell’elemento unità del gruppo fornisce

Ṽ
∣∣∣
e

= (Le)∗ V = V ∈ Te(G). (9.3.4)

Pertanto, introdotto lo spazio vettoriale a dimensione finita

L(G) ≡
{
X ∈ χ(G) : (La)∗

[
X|g
]

= Xa�g

}
, (9.3.5)

concludiamo che vale l’isomorfismo

L(G) ∼= Te(G). (9.3.6)

Tale isomorfismo è non banale e ci dice che, per ogni gruppo di Lie a dimen-
sione finita, l’algebra di Lie può essere identificata con lo spazio tangente a
G in e. Non occorre studiare tutto lo spazio χ(G), che invece ha dimensione
infinita.

Notiamo che L(G) è un’algebra di Lie (vedasi appena dopo), poiché co-
munque presi X, Y ∈ L(G), anche la loro parentesi di Lie è un campo
vettoriale invariante a sinistra:

(La)∗ [X, Y ]|g =
[
(La)∗ X|g , (La)∗ Y |g

]
=
[
X|a�g , Y |a�g

]
= [X, Y ]|a�g . (9.3.7)
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Scriviamo dunque che

[ , ] : L(G)× L(G)→ L(G).

Rammentiamo, per il lettore generico, che un’algebra di Lie è uno spazio
vettoriale a dimensione finita V , munito di un’operazione bilineare [ , ] e
antisimmetrica: [

c1X1 + c2X2, Y
]

= c1

[
X1, Y

]
+ c2

[
X2, Y

]
, (9.3.8)[

X, c1Y1 + c2Y2

]
= c1

[
X, Y1

]
+ c2

[
X, Y2

]
, (9.3.9)

[X, Y ] = −[Y,X], ∀X, Y ∈ V, (9.3.10)

e che soddisfa l’identità di Jacobi

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, ∀X, Y, Z ∈ V. (9.3.11)

Incidentalmente, notiamo che l’identità di Jacobi può anche essere espressa
nella forma ∑

i,j,k

εijk
[[
Xi, Xj

]
, Xk

]
= 0, ∀Xi, Xj, Xk ∈ V. (9.3.12)

Sia G = GL(n,R), e = In = diag(1, ..., 1). In coordinate, abbiamo le
corrispondenze

g →
{
xij(g)

}
, a→

{
xij(a)

}
,

e scriviamo
(Lag) = a� g =

∑
k

xik(a)xkj(g), (9.3.13)

V =
∑
i,j

V ij ∂

∂xij

∣∣∣∣
e

∈ Te(G). (9.3.14)

Il campo vettoriale invariante a sinistra e generato da V è pertanto

Ṽ
∣∣∣
g

= (Lg)∗V =
∑
i,j

V ij(Lg)∗
∂

∂xij
(e) =

∑
i,j,l,m

V ij ∂x
lm

∂xij
(ge)

∂

∂xlm

∣∣∣∣
g

=
∑

i,j,l,m,k

V ij ∂

∂xij(e)

[
xlk(g) xkm(e)

] ∂

∂xlm

∣∣∣∣
g

=
∑

i,j,k,l,m

V ijxlk(g)δki δ
m
j

∂

∂xlm

∣∣∣∣
g

=
∑
i,j,l

V ijxli(g)
∂

∂xlj

∣∣∣∣
g

=
∑
l,j

(gV )lj
∂

∂xlj

∣∣∣∣
g

, (9.3.15)
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ove si è posto

(gV )lj =
∑
i

xliV ij = (gV )lj, (9.3.16)

che denota la moltiplicazione matriciale di g per V .

9.4 Esempi di algebre di Lie di gruppi di Lie

a dimensione finita

Vari esempi istruttivi sono qui di seguito riportati.

(1) Sia G = R. Se definiamo la traslazione a sinistra La mediante x→ x+a,
il campo vettoriale invariante a sinistra è

X =
∂

∂x
. (9.4.1)

Infatti

(La)∗ X|x =
∂(a+ x)

∂x

∂

∂(a+ x)
=

∂

∂(x+ a)
= X|x+a , (9.4.2)

e questo è, per costruzione, l’unico campo vettoriale invariante a sinistra sulla
retta reale. Troviamo anche che X = ∂

∂θ
è l’unico campo vettoriale invariante

a sinistra su G = SO(2). Dunque i gruppi di Lie R e SO(2) condividono la
stessa algebra di Lie.

(2) Sia L(GL(n,R)) l’algebra di Lie del gruppo lineare generale, e sia

γ : (−ε, ε)→ GL(n,R)

una curva per la quale γ(0) = In. La curva γ è approssimata da

γ(s) = In + sA+ O(s2) (9.4.3)

nell’intorno di s = 0, A essendo una matrice n× n ad elementi reali. Si noti
che, per s sufficientemente piccolo, detγ(s) 6= 0, e γ(s) appartiene invero
a GL(n,R). Il vettore tangente a γ(s) in In è γ′(s)|s=0 = A. Dunque
L(GL(n,R)) è l’insieme di matrici n× n. Chiaramente

dimL(GL(n,R)) = n2 = dimGL(n,R).

I sottogruppi di GL(n,R) sono di maggior interesse, e qui di seguito li
discutiamo.
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(3) Troviamo l’algebra di Lie L(SL(n,R)). Seguendo il metodo appena in-
trodotto, approssimiamo una curva passante per In mediante la formula
(9.4.3), da cui segue che il vettore tangente a γ(s) in In è γ′(s)|s=0 = A.
Ora, affinché la curva γ(s) appartenga a SL(n,R), essa deve soddisfare la
condizione

detγ(s) = 1 + str(A) = 1 =⇒ tr(A) = 0. (9.4.4)

Pertanto l’algebra di Lie L(SL(n,R)) è l’insieme delle matrici n×n a traccia
nulla, e

dimL(SL(n,R)) = n2 − 1.

(4) Sia la (9.4.3) una curva in SO(n) passante attraverso In. Poiché γ(s) è
una curva in SO(n), essa soddisfa la condizione

γt(s)γ(s) = In =⇒
(
d

ds
γt(s)

)
γ(s) + γt(s)

d

ds
γ(s) = 0. (9.4.5)

In s = 0, tale equazione fornisce At + A = 0, e pertanto l’algebra di Lie
L(SO(n)) è l’insieme delle matrici antisimmetriche. Poiché siamo interessati
solamente ad un piccolo intorno dell’elemento unità, troviamo che

L(O(n)) = L(SO(n)).

Inoltre,

dimL(O(n)) = dimL(SO(n)) =
n(n− 1)

2
.

(5) Una analisi simile si può svolgere a partire da GL(n,C). L’algebra di Lie
L(GL(n,C)) consiste delle matrici complesse n × n, e ha dimensione reale
2n2.

L’algebra di Lie L(SL(n,C)) è l’insieme di matrici a traccia nulla con
dimensione reale 2(n2 − 1).

Per trovare l’algebra di Lie L(U(n)), consideriamo ancora l’equazione
(9.4.3). Derivando una volta la condizione

γ†(s)γ(s) = In, (9.4.6)

troviamo che (
d

ds
γ†(s)

)
γ(s) + γ†(s)

d

ds
γ(s) = 0, (9.4.7)

il cui calcolo in s = 0 fornisce

A† + A = 0. (9.4.8)
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Pertanto l’algebra di Lie L(U(n)) consiste delle matrici antihermitiane n×n,
mentre l’algebra di Lie

L(SU(n)) = L(U(n))
⋂
L(SL(n,C)),

e consiste dunque delle matrici n × n antihermitiane e a traccia nulla, e ha
dimensione n2 − 1.

Esercizio. La seguente matrice 3× 3 è una curva in SO(3):

γ(s) =

cos(s) − sin(s) 0
sin(s) cos(s) 0

0 0 1

 . (9.4.9)

Si calcoli il vettore tangente a tale curva in I3.

9.5 Il sottogruppo ad un parametro

Sappiamo che un campo vettoriale X ∈ χ(M) genera un flusso in M . Qui
siamo interessati al flusso generato da un campo vettoriale invariante a
sinistra.

Una curva φ : R → G è detta un sottogruppo ad un parametro di G se essa
soddisfa la condizione

φ(t)φ(s) = φ(t+ s). (9.5.1)

È immediato riconoscere che φ(0) = e e che φ−1(t) = φ(−t). Sebbene G non
sia abeliano in generale, un sottogruppo ad un parametro è un sottogruppo
abeliano, poiché

φ(t)φ(s) = φ(t+ s) = φ(s+ t) = φ(s)φ(t). (9.5.2)

Assegnato un sottogruppo ad un parametro φ, esiste un campo vettoriale
X tale che

d

dt
φµ(t) = Xµ(φ(t)). (9.5.3)

Tale campo vettoriale è invariante a sinistra. Per dimostrarlo, notiamo in
primo luogo che il campo vettoriale d

dt
è invariante a sinistra sulla retta reale,

come sappiamo dall’esempio (1) del paragrafo 9.4. Pertanto

(Lt)∗
d

dt

∣∣∣∣
0

=
d

dt

∣∣∣∣
t

. (9.5.4)
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In secondo luogo, applichiamo la mappa indotta

φ∗ : Tt(R)→ Tφ(t)(G)

ai vettori d
dt

∣∣
0

e d
dt

∣∣
t
, ovvero

φ∗
d

dt

∣∣∣∣
0

=
m∑
µ=1

dφµ(t)

dt

∣∣∣∣
0

∂

∂gµ

∣∣∣∣
e

= X|e , (9.5.5)

φ∗
d

dt

∣∣∣∣
t

=
m∑
µ=1

dφµ(t)

dt

∣∣∣∣
t

∂

∂gµ

∣∣∣∣
g

= X|g , (9.5.6)

ove poniamo φ(t) = g =⇒ φµ = gµ. Ma allora

(φLt)∗
d

dt

∣∣∣∣
0

= φ∗ (Lt)∗
d

dt

∣∣∣∣
0

= φ∗
d

dt

∣∣∣∣
t

= X|g . (9.5.7)

Inoltre, segue dalla relazione φLt = Lgφ che

φ∗ (Lt)∗ = (Lg)∗ φ∗ =⇒ φ∗ (Lt)∗
d

dt

∣∣∣∣
0

= (Lg)∗ φ∗
d

dt

∣∣∣∣
0

= (Lg)∗ X|e . (9.5.8)

Dalle (9.5.7) e (9.5.8) si trova pertanto che

(Lg)∗ X|e = X|g . (9.5.9)

Dunque, dato un flusso φ(t), esiste un associato campo vettoriale invariante
a sinistra: X ∈ L(G).

Viceversa, un campo vettoriale X invariante a sinistra definisce un gruppo
ad un parametro di trasformazioni σ(t, g) tale che

d

dt
σ(t, g) = X, σ(0, g) = g. (9.5.10)

Se definiamo φ : R → G mediante φ(t) ≡ σ(t, e), la curva φ(t) diventa un
sottogruppo ad un parametro di G. Per dimostrarlo, dobbiamo far vedere
che φ(s+ t) = φ(s)φ(t). Per definizione, σ soddisfa

d

dt
σ(t, σ(s, e)) = X(σ(t, σ(s, e))). (9.5.11)

Se il parametro s viene fissato, allora σ(t, φ(s)) ≡ φ(s)φ(t) è una curva da
R in G tale che φ(s)φ(0) = φ(s). Chiaramente, σ e σ soddisfano la stessa
condizione iniziale

σ(0, σ(s, e)) = σ(0, φ(s)) = φ(s). (9.5.12)



118 CAPITOLO 9. GRUPPI ASTRATTI; TOPOLOGICI; DI LIE. II

La σ soddisfa anche la stessa equazione differenziale di σ:

d

dt
σ(t, φ(t)) =

d

dt
φ(s)φ(t) =

(
Lφ(s)

)
∗

d

dt
φ(t)

=
(
Lφ(s)

)
∗
X(φ(t)) = X(φ(s)φ(t))

= X(σ(t, φ(s))). (9.5.13)

Dal teorema di unicità per le equazioni differenziali ordinarie, concludiamo
che

φ(s+ t) = φ(s)φ(t). (9.5.14)

Pertanto abbiamo dimostrato che esiste una corrispondenza biunivoca fra un
sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Lie G e un campo vettoriale
invariante a sinistra. Questa corrispondenza diventa manifesta se si definisce
la mappa esponenziale, con la quale inizia il capitolo 10.



Capitolo 10

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. III

10.1 La mappa esponenziale

Se G è un gruppo di Lie a dimensione finita, se V denota un elemento dello
spazio tangente Te(G), e se φV : R→ G è un sottogruppo ad un parametro
generato da (Lg)∗V , allora la mappa esponenziale è una applicazione

exp : Te(G)→ G, exp(V ) ≡ φV (1). (10.1.1)

Teorema 10.1. Assegnato V ∈ Te(G) e t ∈ R, si ha

exp(tV ) = φV (t). (10.1.2)

Dimostrazione. Cominciamo con l’osservare che, detta a una costante non
nulla, si ha

d

dt
φV (at)

∣∣∣∣
t=0

= a
d

dt
φV (t)

∣∣∣∣
t=0

= aV. (10.1.3)

Dunque φV (at) è un sottogruppo ad un parametro generato da (Lg)∗aV , che
genera anche φaV (t). L’unicità della soluzione ci permette di scrivere che

φV (at) = φaV (t), (10.1.4)

e pertanto dalla (10.1.1) troviamo che

exp(aV ) = φaV (1) = φV (a). (10.1.5)

In a = t la (10.1.5) fornisce la (10.1.2), dunque l’asserto è dimostrato.

119



120 CAPITOLO 10. GRUPPI ASTRATTI; TOPOLOGICI; DI LIE. III

Esempio. Se G è il gruppo lineare generale GL(n,R) e A un elemento della
sua algebra di Lie, il sottogruppo ad un parametro φA : R → GL(n,R),
valutato in t, fornisce

φA(t) = etA = In + tA+
∞∑
k=2

tk

k!
Ak, (10.1.6)

Notiamo che [φA(t)]−1 = φA(−t), e che

φA(t)φA(s) = φA(t+ s). (10.1.7)

Il flusso passante attraverso g ∈ G è getA, e si ha

d

dt
getA

∣∣∣∣
t=0

=
(
Lg

)
∗
A = Ã

∣∣∣
g

= gA, (10.1.8)

ove Ã è il campo vettoriale invariante a sinistra generato da A.

10.2 Geometria dell’algebra di Lie di un grup-

po di Lie

Sia {V1, V2, ..., Vn} una base dello spazio tangente Te(G), G essendo un gruppo
di Lie n-dimensionale. Poniamo (si noti che, in questo ambito, gli indici in
basso svolgono solo il ruolo di enumerare i campi vettoriali)(

Lg

)
∗
Vµ = Ṽµ = Xµ|g . (10.2.1)

Gli
{
Xµ|g

}
sono n campi vettoriali invarianti a sinistra e linearmente in-

dipendenti. Poiché la parentesi di Lie dei campi Xµ e Xν , valutata in g,
appartiene ancora all’algebra di Lie L(G), abbiamo che[

Xµ, Xν

]
=

n∑
λ=1

C λ
µν Xλ, (10.2.2)

ove le C λ
µν prendono il nome di costanti di struttura del gruppo G. Infatti,

applicando il pushforward di Lg a tale parentesi di Lie, si trova che[
Xµ, Xν

]∣∣∣
g

=
n∑
λ=1

C λ
µν (e) Xλ|g , (10.2.3)

ovvero le costanti di struttura non dipendono da g.
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Dall’antisimmetria della parentesi di Lie di Xµ e Xν segue subito l’an-
tisimmetria delle costanti di struttura:

C λ
µν = −C λ

νµ . (10.2.4)

Inoltre, facendo uso dell’identità di Jacobi[[
Xµ, Xν

]
, Xρ

]
+
[[
Xν , Xρ

]
, Xµ

]
+
[[
Xρ, Xµ

]
, Xν

]
= 0, (10.2.5)

e ivi inserendo, due volte in ognuno dei tre termini, la (10.2.2), si trova

n∑
λ=1

[
C λ
µν C

τ
λρ + C λ

νρ C
τ

λµ + C λ
ρµ C

τ
λν

]
= 0. (10.2.6)

Sia ora {θµ} la base duale a {Xν}, per la quale

〈θµ, Xν〉 = δµν . (10.2.7)

A questo stadio, dobbiamo aprire una parentesi per dimostrare la seguente
formula:

dω(X, Y ) = X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X, Y ]). (10.2.8)

Invero, il calcolo paziente ci mostra che

X[ω(Y )] =
∑
µ,ν

Xµ∂µ(ωνY
ν)

=
∑
µ,ν

Xµ
[
(∂µων)Y

ν + ων∂µY
ν
]
, (10.2.9)

Y [ω(X)] =
∑
µ,ν

Y µ∂µ(ωνX
ν)

=
∑
µ,ν

Y µ
[
(∂µων)X

ν + ων∂µX
ν
]
, (10.2.10)

ω([X, Y ]) =
∑
µ,ν

[
ων

(
Xµ∂µY

ν − Y µ∂µX
ν
)]

=
∑
µ,ν

[
ωνX

µ
(
∂µY

ν
)
− ωνY µ

(
∂µX

ν
)]
. (10.2.11)
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Dalle (10.2.9)-(10.2.11) troviamo alfine

X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X, Y ])

=
∑
µ,ν

[
Xµ(∂µων)Y

ν +Xµων(∂µY
ν)− Y µ(∂µων)X

ν

−Y µων(∂µX
ν)− ωνXµ(∂µY

ν) + ωνY
µ(∂µX

ν)
]

=
∑
µ,ν

(∂µων)
(
XµY ν − Y µXν

)
= dω(X, Y ), (10.2.12)

ovvero la (10.2.8) è dimostrata.

Torniamo ora a studiare la geometria dell’algebra di Lie L(G) ∼= Te(G) e
osserviamo che, in virtù della (10.2.8), si ha

dθµ(Xν , Xλ) = Xν

[
θµ(Xλ)

]
−Xλ

[
θµ(Xν)

]
− θµ

(
[Xν , Xλ]

)
= Xν [δ

µ
λ ]−Xλ[δ

µ
ν ]−

∑
τ

θµ
(
C τ
νλ Xτ

)
= −

∑
τ

C τ
νλ θ

µ(Xτ ) = −
∑
τ

C τ
νλ δµτ

= −C µ
νλ . (10.2.13)

Questa formula ci dice che vale l’equazione di struttura di Maurer-Cartan

dθµ = −1

2

∑
α,β

C µ
αβ θα ∧ θβ. (10.2.14)
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Infatti, dalla (10.2.14) riotteniamo la (10.2.13), poiché

dθµ(Xν , Xλ) = −1

2

∑
α,β

C µ
αβ θα ∧ θβ(Xν , Xλ)

= −1

2

∑
α,β

C µ
αβ

(
θα ⊗ θβ − θβ ⊗ θα

)
(Xν , Xλ)

= −1

2

∑
α,β

C µ
αβ

(
θα(Xν)θ

β(Xλ)− θβ(Xν)θ
α(Xλ)

)
= −1

2

∑
α,β

C µ
αβ δαν δ

β
λ +

1

2

∑
α,β

C µ
αβ δβν δ

α
λ

= −1

2
C µ
νλ +

1

2

∑
α,β

C µ
βα δαν δ

β
λ

= −1

2
C µ
νλ −

1

2

∑
α,β

C µ
αβ δαν δ

β
λ

= −1

2
C µ
νλ −

1

2
C µ
νλ = −C µ

νλ . (10.2.15)

Definiamo ora una 1-forma θ a valori nell’algebra di Lie:

θ : Tg(G)→ Te(G), (10.2.16)

la quale, assegnato X ∈ Tg(G), agisce come segue:

θ : X →
(
Lg−1

)
∗
X =

(
Lg

)−1

∗
X. (10.2.17)

Tale 1-forma prende il nome di forma di Maurer-Cartan su G. Denotando con
{Vµ} la base di Te(G), e con {θµ} la base di T ∗e (G), la forma di Maurer-Cartan
soddisfa l’equazione di struttura

dθ +
1

2
θ ∧ θ = 0, (10.2.18)

ove
dθ =

∑
µ

Vµ ⊗ dθµ, (10.2.19)

θ ∧ θ =
∑
µ,ν

[
Vµ ⊗ θµ, Vν ⊗ θν

]
=
∑
µ,ν

[
Vµ, Vν

]
⊗ θµ ∧ θν . (10.2.20)

Infatti, per un dato Y ∈ Tg(G), sviluppato nella base di Tg(G) secondo la
ben nota relazione

Y =
∑
µ

Y µXµ, (10.2.21)
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troviamo per un verso che

θ(Y ) =
∑
µ

Y µθ(Xµ) =
∑
µ

Y µ
(
Lg

)−1

∗

[
(Lg)∗Vµ

]
=
∑
µ

Y µVµ, (10.2.22)

ove ci siamo avvalsi della proprietà

Xµ|g = (Lg)∗Vµ,

mentre per altra via troviamo che∑
µ

(Vµ ⊗ θµ)(Y ) =
∑
µ,ν

(Vµ ⊗ θµ)(Y νXν)

=
∑
µ,ν

Y νVµθ
µ(Xν) =

∑
µ,ν

Y νVµδ
µ
ν

=
∑
µ

Y µVµ. (10.2.23)

Dovendo tali formule valere per ogni Y , ne concludiamo che deve valere lo
sviluppo

θ =
∑
µ

Vµ ⊗ θµ. (10.2.24)

Quindi, dalle (10.2.14) e (10.2.24) otteniamo

dθ =
∑
µ

Vµ ⊗ dθµ = −1

2

∑
µ,ν,λ

Vµ ⊗ C µ
νλ θ

ν ∧ θλ, (10.2.25)

mentre dalla sola (10.2.24) abbiamo

1

2
θ ∧ θ =

1

2

∑
νλ

[
Vν , Vλ

]
⊗ θν ∧ θλ

=
1

2

∑
µ,ν,λ

C µ
νλ Vµ ⊗ θ

ν ∧ θλ. (10.2.26)

In virtù delle (10.2.25) e (10.2.26), l’equazione di struttura (10.2.18) è alfine
verificata.
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10.3 Azione di un gruppo su una varietà

L’azione di un gruppo G su una varietà M è una applicazione σ : G×M →M
tale che (cf. (8.5.25))

σ(e, p) = p, ∀p ∈M, (10.3.1)

σ(g1, σ(g2, p)) = σ(g1g2, p). (10.3.2)

Ad esempio, per l’azione del gruppo lineare generale sullo spazio euclideo a
n dimensioni, scriviamo

σ(M,x) = M · x =⇒ σi =
∑
j

M i
jx
j, (10.3.3)

ove la matrice M ∈ GL(n,R).
Dato un gruppo di Lie G che agisce su una varietà M , la sua azione è

detta

(1) Transitiva se, ∀ p1, p2 ∈ M, ∃ g ∈ G : σ(g, p1) = p2.

(2) Libera se ∃ p ∈ M : σ(g, p) = p =⇒ g = e.

(3) Effettiva se σ(g, p) = p ∀ p ∈ M =⇒ g = e. Questo vuol dire che
l’elemento unitario e ∈ G è l’unico elemento che definisce l’azione banale.
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Capitolo 11

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. IV

11.1 Azione di SL(2,C) sullo spaziotempo di

Minkowski

(I) Come primo passo di questa analisi, costruiamo dapprima un isomorfismo
fra lo spaziotempo di Minkowski e l’insieme delle matrici hermitiane 2× 2.

(1) Dato un punto x dello spaziotempo di Minkowski, avente coordinate
(x0, x1, x2, x3), ad esso possiamo associare la matrice hermitiana H(x) me-
diante la posizione

H(x) =
3∑

µ=0

xµτµ = x0I2 +
3∑
i=1

xiσi

= x0

(
1 0
0 1

)
+ x1

(
0 1
1 0

)
+ x2

(
0 −i
i 0

)
+ x3

(
1 0
0 −1

)
=

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
, (11.1.1)

ove abbiamo chiamato I2 la matrice unità 2 × 2, mentre le σi sono le tre
matrici di Pauli.

(2) Viceversa, data una matrice H hermitiana e 2×2, otteniamo le coordinate
del punto dello spaziotempo di Minkowski tramite la formula

xµ =
1

2
tr(τµH). (11.1.2)
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Ad esempio, τ0H = I2H = H, e quindi

1

2
tr(τ0H) =

1

2
2x0 = x0.

(II) Come secondo passo, definiamo l’azione di SL(2,C) sullo spaziotempo di
Minkowski come segue: data A ∈ SL(2,C), consideriamo

σ(A, x) ≡ AH(x)A†. (11.1.3)

Tale azione rappresenta una trasformazione di Lorentz, e preserva la pseudonor-
ma minkowskiana in quanto

det[σ(A, x)] = (detA)det(HA†) = (detH)(detA†) = detH

= (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = −η(x, x). (11.1.4)

Dette A,B due matrici di SL(2,C), costruiamo ora un omomorfismo due ad
uno, indicato con ϕ, tra SL(2,C) e O(3, 1) (tale natura due ad uno concorda
con l’essere σ(A, x) = σ(−A, x) nella (11.1.3)), considerando

A(BHB†)A† = ABHB†A† = ABH(AB)†. (11.1.5)

Avvalendoci della notazione per l’azione di un gruppo su una varietà, pos-
siamo rileggere l’equazione (11.1.5) a livelli crescenti di astrazione come
mostrato in tabella:

A(BHB†)A† (AB)H(AB)†

σ(A, σ(B, x)) σ(AB, x)
σ(A,B · x) AB · x
A ·B · x AB · x
f(A)f(B) f(AB)

In particolare, A può essere la matrice di rotazione di un angolo θ attorno
al vettore unitario n̂:

A = exp

[
−iθ

2
(n̂ · ~σ)

]
= cos

θ

2
I2 − in̂ · ~σ sin

θ

2
, (11.1.6)

ove
n̂ = (cos(φ) sin(β), sin(φ) sin(β), cos(β)), (11.1.7)

mentre ~σ è una notazione concisa per la terna delle tre matrici di Pauli. Tale
matrice A è antiperiodica: A(2π + θ) = −A(θ).
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Nel caso di un boost lungo la direzione n̂ con velocità v = tanh(α), si ha
invece la matrice

A = exp
[α

2
n̂ · ~σ

]
= cosh

α

2
I2 + n̂ · ~σ sinh

α

2
. (11.1.8)

Andiamo ora a dimostrare che l’omomorfismo ϕ mappa SL(2,C) sul grup-
po di Lorentz proprio ortocrono SO+(3, 1) definito nella (1.3.13). Per prima
cosa, sia

A =

(
a b
c d

)
(11.1.9)

una matrice di SL(2,C), e poniamo

ϕ(A) = Λ, x′
µ

=
∑
ν

Λµ
νx

ν . (11.1.10)

Per semplicità, sia (x0, x1, x2, x3) = (1, 0, 0, 0). Pertanto, dalla seconda delle
(11.1.10) troviamo

x′
0

= Λ0
0, (11.1.11)

e d’altro canto si può anche esprimere x′0 nella forma

x′
0

=
1

2
tr[σ(A, x)] =

1

2
tr
[
AH(x)A†

]
=

1

2
tr

[(
a b
c d

)(
1 0
0 1

)(
a c

b d

)]
=

1

2

(
|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2

)
. (11.1.12)

Dal confronto delle (11.1.11) e (11.1.12) troviamo che

Λ0
0 =

1

2

(
|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2

)
. (11.1.13)

Adesso possiamo sfruttare un teorema, che dimostreremo nel capitolo 30,
secondo il quale le matrici di SL(2,C) possono solo essere dei seguenti quattro

tipi (a tal fine si studiano i punti fissi delle mappe di Möbius f(z) = (az+b)
(cz+d)

ottenute dai coefficienti della matrice A ∈ SL(2,C)):

(i) Tipo parabolico (P ), ovvero un solo punto fisso di f(z), e tr2(A) = 4:

A = AP =

(
±1 β
0 ±1

)
. (11.1.14)
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(ii) Tipo ellittico (E), ovvero due punti fissi di f(z), e tr2(A) < 4:

A = AE =

(
ei
ϕ
2 0

0 e−i
ϕ
2

)
. (11.1.15)

(iii) Tipo iperbolico (H), ovvero due punti fissi di f(z), e tr2(A) > 4:

A = AH =

(√
|κ| 0
0 1√

|κ|

)
. (11.1.16)

(iv) Tipo lossodromico (L), ovvero due punti fissi di f(z), e tr2(A) ∈ C:

A = AL =

(√
ρei

σ
2 0

0 1√
ρ
e−i

σ
2

)
. (11.1.17)

In virtù delle (11.1.13)-(11.1.17) troviamo che, nei quattro casi possibili, Λ0
0

assume i seguenti valori: (
Λ0

0

)
P

= 1 +
1

2
|β|2 ≥ 1, (11.1.18)(

Λ0
0

)
E

= 1, (11.1.19)(
Λ0

0

)
H

=
1

2

(
|κ|+ 1

|κ|

)
≥ 1, (11.1.20)(

Λ0
0

)
L

=
1

2

(
|ρ|+ 1

|ρ|

)
≥ 1. (11.1.21)

Il limite inferiore nelle (11.1.20) e (11.1.21) assume quel valore poiché la
funzione

h : x ∈ R+ → x+
1

x
(11.1.22)

ha un minimo assoluto in x = 1, e tale minimo vale 2. Pertanto, in tutti i
casi possibili, abbiamo Λ0

0 ≥ 1, ovvero è provato che ϕ è una mappa due ad
uno tra SL(2,C) e SO+(3, 1).

Adesso studiamo la relazione tra ϕ(SL(2,C)) e SO+(3, 1). A tal fine
osserviamo che, detta B = B2

0 una matrice definita positiva, ogni matrice A
di SL(2,C) può essere scritta nella forma

A =

(
ei
α
2 0

0 e−i
α
2

)2(
cos β

2
sin β

2
eiγ

− sin β
2
e−iγ cos β

2

)2

B

= M2N2B2
0 . (11.1.23)
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Questo implica che

detϕ(A) = (detϕ(M))2(detϕ(N))2(detϕ(B0))2 > 0, (11.1.24)

e pertanto, stando solo a questa formula, l’immagine di SL(2,C) tramite
ϕ non coincide ancora con SO+(3, 1). Ma le formule esponenziali (11.1.6) e
(11.1.8) per rotazioni e boost ci mostrano che, per ogni elemento di SO+(3, 1),
esiste una corrispondente matrice di SL(2,C), cos̀ı che

ϕ(SL(2,C)) = SO+(3, 1), (11.1.25)

ovvero ϕ è una applicazione surgettiva.

11.2 Campi vettoriali indotti

Se G è un gruppo di Lie che agisce su una varietà M , un campo vettoriale
invariante a sinistra (Lg)∗V generato da V ∈ Te(G) induce naturalmente un
campo vettoriale su M . Definiamo un flusso in M mediante

σ(t, x) = etV x, V ∈ Te(G). (11.2.1)

Tale σ(t, x) è un gruppo ad un parametro di trasformazioni, e possiamo allora
definire un campo vettoriale detto il campo vettoriale indotto e qui denotato
mediante

V ♦
∣∣
x

=
d

dt
etV x

∣∣∣∣
t=0

. (11.2.2)

Abbiamo dunque una applicazione

♦ : Te(G)→ χ(M).

Ad esempio, se M = R2, sia V =

(
0 −1
1 0

)
un elemento dell’algebra di Lie

di SO(2). L’esponenziazione di tV fornisce

etV =

(
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
, (11.2.3)

e alfine

V ♦
∣∣
x

= −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
. (11.2.4)

Per gruppi di matrici con relativa algebra di Lie, il campo vettoriale indotto
è dunque calcolabile da una formula del tipo

X♦ =
∑
i,j

Aijx
j ∂

∂xi
=
∑
i

Bi ∂

∂xi
. (11.2.5)
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Un altro esempio si ottiene considerando il gruppo G = SO(3) e la varietà
M = R3. In tal caso, le rotazioni attorno agli assi x, y, z sono descrivibili a
partire dalle tre matrici

Rx =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , (11.2.6)

Ry =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , (11.2.7)

Rz =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , (11.2.8)

con associati campi vettoriali ottenibili dalla (11.2.5):

Rx = y
∂

∂z
− z ∂

∂y
, (11.2.9)

Ry = z
∂

∂x
− x ∂

∂z
, (11.2.10)

Rz = x
∂

∂y
− y ∂

∂x
. (11.2.11)

11.3 La mappa aggiunta

Se G è un gruppo di Lie a dimensione finita, la mappa aggiunta ada è una
applicazione da G in G definita come segue:

ada : g → a� g � a−1 = La(g)� a−1 = La(Ra−1(g))

= Ra−1(La(g)), ∀a ∈ G. (11.3.1)

Dopo aver introdotto la notazione

ϕa(g) = a� g � a−1, ∀a ∈ G, (11.3.2)

si riconosce che

ϕab(g) = (a� b)� g � (a� b)−1 = a� b� g � b−1 � a−1

= a� ϕb(g)� a−1 = ϕa(ϕb(g)). (11.3.3)



11.3. LA MAPPA AGGIUNTA 133

Notiamo ora che

ada(e) = a� e� a−1 = a� a−1 = e. (11.3.4)

Pertanto, poiché il pushforward della mappa aggiunta è una applicazione

(ada)∗ : Tg(G)→ Tada(g)(G), (11.3.5)

scopriamo che, posto g = e, si può definire la mappa aggiunta per l’algebra
di Lie, ovvero l’applicazione (teniamo presente la (11.3.4))

Ada : Te(G)→ Tada(e)(G) = Te(G). (11.3.6)

In altri termini, la mappa Ada è definita come

Ada ≡ (ada)∗|Te(G) . (11.3.7)

Inoltre, sfruttando l’isomorfismo fra lo spazio tangente Te(G) e l’algebra di
Lie L(G), possiamo scrivere che Ad è una applicazione

Ad : G× L(G)→ L(G). (11.3.8)

Riconosciamo che valgono le leggi di composizione(
ada

)
∗

(
adb

)
∗

=
(

adab

)
∗

=⇒
(

Ad
)
a

(
Ad
)
b

=
(

Ad
)
ab
, (11.3.9)(

ada−1

)
∗

(
ada

)
∗

∣∣∣
Te(G)

= id|Te(G) =⇒ Ada−1 = (Ada)
−1. (11.3.10)

Se G è un gruppo di matrici, g un elemento di G, V un elemento di Te(G),
etV il sottogruppo ad un parametro generato da V , allora adg agisce su etV

come segue:
g etV g−1 = etgV g

−1

, (11.3.11)

da cui a sua volta

AdgV =
d

dt

[
adge

tV
]∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
e(tgV g−1)

∣∣∣∣
t=0

= gV g−1. (11.3.12)
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Capitolo 12

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. V

12.1 Rappresentazioni riducibili e irriducibili

Una rappresentazione di un gruppoG (capitolo 8) si dice unitaria se le matrici
U della rappresentazione sono unitarie, ovvero

UU † = U †U = I. (12.1.1)

Tali rappresentazioni conservano il prodotto scalare tra i vettori di uno spazio
vettoriale complesso. Ogni rappresentazione di un gruppo compatto di Lie
o di un gruppo finito è equivalente ad una rappresentazione unitaria, ovvero
esiste una trasformazione che la rende unitaria.

Dato g ∈ G, se D(g) è una rappresentazione valutata in g, allora D∗(g)
denota la rappresentazione complessa coniugata. Ad esempio, se in corrispon-
denza ai generatori {Tl} abbiamo una rappresentazione

D(g) = exp

[
i
∑
l

αlTl

]
, (12.1.2)

la rappresentazione complessa coniugata è

D∗(g) = exp

[
−i
∑
l

αlT
∗
l

]
. (12.1.3)

I generatori della rappresentazione complessa coniugata sono quindi τl =
−T ∗l . Se non esiste una S tale che

STlS
−1 = −T ∗l , (12.1.4)
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allora le rappresentazioni D(g) e D∗(g) hanno autovalori distinti.
Date due rappresentazioni D(g) e E(g) del gruppo G, il loro prodotto

diretto è la rappresentazione che agisce sullo spazio vettoriale ottenuto dal
prodotto tensoriale tra i vettori di base di D(g) e E(g), ovvero

[D(g)ui]⊗ [E(g)vk] = [D(g)⊗ E(g)](ui ⊗ vk). (12.1.5)

Una rappresentazione è detta riducibile se la matrice ad essa associata si può
trasformare, attraverso similitudini, in una matrice a blocchi, ad esempio se
si ha

D =

A 0 0
0 B 0
0 0 C

 , (12.1.6)

ove A,B,C hanno dimensioni in generale diverse. Si dice allora che D è
riducibile, poiché è costruita da rappresentazioni più piccole. Ad esempio,
se A è una matrice 2 × 2, B è una matrice 3 × 3 e C è una matrice 2 × 2,
scriveremo che

D =



a11 a12 0 0 0 0 0
a21 a22 0 0 0 0 0
0 0 b11 b12 b13 0 0
0 0 b21 b22 b23 0 0
0 0 b31 b32 b33 0 0
0 0 0 0 0 c11 c12

0 0 0 0 0 c21 c22


. (12.1.7)

Le matrici A e C operano su vettori bidimensionali, mentre B opera su
vettori tridimensionali. Lo spazio vettoriale sul quale opera D si decompone
quindi in sottospazi invarianti, grazie alla forma a blocchi. Può esistere una
trasformazione SA che diagonalizza A, ma non diagonalizza né B né C, e lo
stesso si può dire se esiste SB o SC . Un generico vettore dello spazio su cui

opera D si può esprimere come ~d =
{
~a,~b,~c

}
, ove ~a appartiene al sottospazio

sul quale opera A, ~b al sottospazio sul quale opera B, e ~c al sottospazio sul
quale opera C.

Le rappresentazioni che invece non possono essere scritte in una forma a
blocchi, ovvero che non hanno matrici di dimensione ≥ 2 lungo la diagonale,
sono dette irriducibili. Una rappresentazione riducibile si può descrivere
completamente attraverso le rappresentazioni irriducibili che ne formano i
blocchi. In particolare, per la D prima introdotta, diciamo che essa è la
somma diretta delle rappresentazioni irriducibili A, B e C, e scriviamo

D = A⊕B ⊕ C. (12.1.8)
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Per i gruppi di Lie compatti, ogni rappresentazione unitaria è riducibile, e
ogni rappresentazione irriducibile ha dimensione finita.

12.2 Generatori di Lorentz e Poincaré

Nei capitoli 1, 10 e 11 abbiamo studiato il gruppo di Lorentz, e qui ci sof-
fermiamo su SO+(3, 1), nel quale le matrici Λα

β hanno determinante = 1 e
Λ0

0 ≥ 1. Le associate trasformazioni di Lorentz

x′
α

=
3∑

β=0

Λα
βx

β

sono dette proprie ortocrone. Questo è un gruppo di Lie non compatto
caratterizzato da sei parametri. La non compattezza è dovuta al fatto che
tre parametri possono variare nell’intervallo [−∞,∞]. Nello spaziotempo di
Minkowski possiamo trasformare solo le componenti spaziali di xµ, lasciando
invariata la componente temporale:

x′
i

=
3∑

β=0

Λi
βx

β, x′
0

= x0.

Allora otteniamo le rotazioni proprie tridimensionali, che formano un gruppo
compatto a tre parametri, con i generatori Lj: L1 = Lx, L

2 = Ly, L
3 = Lz.

Se si fa trasformare anche la componente x0, si ottengono i boost. Queste
trasformazioni dipendono dalla velocità di un sistema di riferimento rispetto
all’altro, e quindi dipendono da tre parametri. Quando si scrivono i boost in
forma esponenziale, si ottiene una forma che ricorda quella delle rotazioni,
ma con le funzioni iperboliche cosh e sinh al posto di coseno e seno. Questo
rende possibile l’ottenere i tre parametri αi che ricorrono nell’esponenziale in
funzione delle componenti di ~β = ~v

c
, secondo

tanh(αi) = βi. (12.2.1)

Poiché βi ∈ [−1, 1], ne segue che αi ∈ [−∞,∞]. I generatori dei boost sono
indicati con Ki, i = 1, 2, 3. Gli elementi di SO+(3, 1) si possono scrivere nella
forma

Λ(~φ, ~α) = exp
[
− i~φ · ~L− i~α · ~K

]
. (12.2.2)

I sei generatori di SO+(3, 1), che si ottengono dallo sviluppo delle Λ, soddis-
fano le seguenti regole di commutazione:

[Kj, K l] = −i
∑
n

εjlnL
n, (12.2.3)
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[Lj, K l] = i
∑
n

εjlnK
n, (12.2.4)

[Lj, Ll] = −[Kj, K l]. (12.2.5)

I generatori ~L e ~K possono essere conglobati in un generatore tensoriale
antisimmetrico Mαγ con sei componenti indipendenti, ovvero

M0i = Ki = −M i0, M ij =
∑
k

εijkL
k. (12.2.6)

Anche i parametri possono essere conglobati in un tensore antisimmetrico
ωαβ, cos̀ı che

~φ · ~L+ ~α · ~K =
1

2

∑
α,β

ωαβMαβ. (12.2.7)

Dal capitolo 1 sappiamo che il gruppo di Poincaré è il prodotto semidiretto
del gruppo di Lorentz O(3, 1) e delle traslazioni T (a):

P = O(3, 1)⊗ T (a). (12.2.8)

Il gruppo proprio di Poincaré consiste di infiniti elementi dati dal prodotto
t(a)Λ(~φ, ~α), ove t(a) ∈ T (a) e Λ(~φ, ~α) ∈ SO+(3, 1). Gli elementi di T (a) sono

t(a) = exp(−i~a · ~P ), (12.2.9)

ove P µ sono i generatori delle traslazioni. Un elemento del gruppo proprio
di Poincaré trasforma il vettore xµ in

x′
µ

=
∑
ν

Λµ
ν(
~φ, ~α)xν + aµ. (12.2.10)

Nel caso di trasformazioni infinitesime, questa formula diventa

x′
µ ∼=

∑
ρ,ν

[
I − ia · P

]µ
ρ

[
I + iω ·M

]ρ
ν
xν . (12.2.11)

Per i dieci generatori del gruppo proprio di Poincaré, Mµν e P ν , si trovano
dunque i commutatori [

P µ, P ν
]

= 0, (12.2.12)[
Mµν , P λ

]
= i
(
ηνλP µ − ηµλP ν

)
, (12.2.13)[

Mµν ,Mλσ
]

= i
(
ηµσMνλ + ηνλMµσ − ηµλMνσ − ηνσMµλ

)
. (12.2.14)



12.3. LE RAPPRESENTAZIONI UNITARIE DEL GRUPPO DI LORENTZ139

I due operatori di Casimir, che permettono di identificare le rappresentazioni
irriducibili del gruppo proprio di Poincaré, sono

C1 = P · P =
[
P 0
]2

− ~P · ~P , (12.2.15)

C2 = W ·W =
[
W 0
]2

− ~W · ~W, (12.2.16)

ove W è il quadrivettore di Pauli-Lubanski avente componenti

W µ = −1

2

3∑
ν,σ,ρ=0

εµνσρPνMσρ. (12.2.17)

Si noti che P ·W = 0 in virtù dell’antisimmetria del tensore εµνσρ. Pertanto
solo tre componenti di W sono indipendenti. In particolare, si ha

W 0 = ~P · ~J, ~W = P 0 ~J − ~P ∧ ~K. (12.2.18)

La non compattezza del gruppo proprio di Poincaré, che deriva dalla non
compattezza sia di SO+(3, 1) che del gruppo delle traslazioni, comporta che
le rappresentazioni irriducibili a dimensione finita non sono unitarie (eccezion
fatta per il caso unidimensionale).

12.3 Le rappresentazioni unitarie del gruppo

di Lorentz

Nel suo articolo del 1932, E. Majorana (1932) fu il primo a studiare le rap-
presentazioni unitarie del gruppo di Lorentz. Majorana stava studiando
un’equazione d’onda lineare del tipo Dirac:

(E + ~α · ~p− βM)ψ = 0, (12.3.1)

e voleva evitare soluzioni a energia negativa. Pertanto richiese che β fosse un
operatore definito positivo, cos̀ı che la funzione d’onda dovesse trasformarsi
secondo una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz. Il suo argomen-
to si basava su un principio d’azione a partire dal quale derivare l’equazione
d’onda (12.3.1) in modo variazionale. A tal fine, l’azione appropriata è∫

d4x ψ†(E + ~α · ~p− βM)ψ.

Se β è definito positivo, si può ridefinire la funzione d’onda secondo la
relazione

ψ̃ =
√
β ψ, (12.3.2)
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cos̀ı che, ponendo (Casalbuoni 2006)

Γ0 = β−1, ~Γ =
1√
β
~α

1√
β
, (12.3.3)

l’azione diventa ∫
d4 ψ̃†

(
Γ0E + ~Γ · ~p−M

)
ψ̃. (12.3.4)

Da questa si ottiene l’equazione d’onda( 3∑
µ=0

Γµp
µ −M

)
ψ̃ = 0, Γµ ≡ (Γ0, ~Γ), pµ ≡ (E, ~p). (12.3.5)

Richiedendo la Lorentz invarianza dell’azione (12.3.4), ne segue che lo stes-

so deve valere per ψ̃†ψ̃. Pertanto, sotto una trasformazione di Lorentz, ψ̃
deve trasformarsi come una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz,
ovvero

ψ̃
′
= Sψ̃, S†S = SS† = I. (12.3.6)

Il passo successivo di Majorana fu il calcolo delle relazioni di commutazione
dei generatori del gruppo di Lorentz, che abbiamo già scritto nel paragrafo
precedente. Gli Lj e Kj sono legati ai generatori covarianti Lµν dalle relazioni

Lk =
1

2
εkijL

ij, Ki = −Li0. (12.3.7)

Poiché i boost sono operatori vettoriali, la loro azione sulla base |j,m〉 del
momento angolare può essere scritta nella forma

K+|j,m〉 = α1(j,m)|j − 1,m+ 1〉+ α2(j,m)|j,m+ 1〉
+α3(j,m)|j + 1,m+ 1〉, (12.3.8)

K−|j,m〉 = α4(j,m)|j − 1,m− 1〉+ α5(j,m)|j,m− 1〉
+α6(j,m)|j + 1,m− 1〉, (12.3.9)

K3|j,m〉 = α7(j,m)|j − 1,m〉+ α8(j,m)|j,m〉
+α9(j,m)|j + 1,m〉, (12.3.10)

ove, avendo posto

Aj ≡
ij0j1

j(j + 1)
, Cj ≡

1

j

√
(j2 − j2

0)(j2 − j2
1)

(4j2 − 1)
, (12.3.11)
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si ha

α1(j,m) ≡ Cj
√

(j −m)(j −m− 1),

α2(j,m) ≡ −Aj
√

(j −m)(j +m+ 1), (12.3.12)

α3(j,m) ≡ Cj+1

√
(j +m+ 1)(j +m+ 2), (12.3.13)

α4(j,m) ≡ −Cj
√

(j +m)(j +m− 1), (12.3.14)

α5(j,m) ≡ −Aj
√

(j +m)(j −m+ 1), (12.3.15)

α6(j,m) ≡ −Cj+1

√
(j −m+ 1)(j −m+ 2), (12.3.16)

α7(j,m) ≡ Cj
√

(j −m)(j +m), α8(j,m) ≡ −mAj, (12.3.17)

α9(j,m) ≡ −Cj+1

√
(j +m+ 1)(j −m+ 1). (12.3.18)

Questi elementi di matrice dipendono dunque dalla coppia (j0, j1). Tali nu-
meri caratterizzano i valori assunti dagli operatori di Casimir del gruppo di
Lorentz, ovvero

C1 =
1

2

3∑
µ,ν=0

LµνL
µν = ~L2 − ~K2 = j2

0 + j2
1 − 1, (12.3.19)

C2 =
1

4

3∑
µ,ν,ρ,σ=0

εµνρσL
µνLρσ = 2~L · ~K = 2ij0j1. (12.3.20)

Dunque (j0, j1) e (−j0,−j1) forniscono rappresentazioni equivalenti, e pos-
siamo scegliere j0 > 0.

Per rappresentazioni a dimensione finita, si ha j1 = jmax+1. A dimensione
infinita, il contenuto di spin della rappresentazione è j0, j0 + 1, .... Fin qui
entra in gioco solo la natura irriducibile della rappresentazione. La richiesta
di unitarietà seleziona poi due serie di rappresentazioni:

(i) Serie principale:
j0 = k, k = 1, 2, ...,∞

j0 = k +
1

2
, k = 0, 1, 2, ...

j1 = iα, α ∈ R.

(ii) Serie supplementare:

j0 = 0, j1 ∈ R, j1 ∈]− 1, 1[.
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Majorana considerò le scelte
(
j0 = 0, j1 = 1

2

)
e
(
j0 = 1

2
, j1 = 0

)
, per le quali

i Casimir assumono i valori C1 = −3
4
, C2 = 0, poi calcolò gli elementi di

matrice dell’operatore Γµ. Majorana calcolò le relazioni di commutazione[
Lµν ,Γρ

]
= i
(

Γµηνρ − Γνηµρ

)
. (12.3.21)

Gli elementi di matrice di Γµ si possono ottenere osservando che, una volta
che Γ0 è noto, i Γl possono essere calcolati da

Γl = −i[Kl, N0]. (12.3.22)

Notando che
〈j′,m′|Γ0|j,m〉 = 〈j,m|Γ0|j,m〉δjj′δmm′ , (12.3.23)

e usando
Γ0 = [[Ki,Γ0], Ki], (12.3.24)

Majorana ottenne (poiché Γ0 è fissato a meno di una costante)

〈j,m|Γ0|j,m〉 = j +
1

2
. (12.3.25)

Passando al sistema di riferimento a riposo, Majorana trovò lo spettro di
massa

Mj =
M(
j + 1

2

) , j = j0, j0 + 1, ..., (12.3.26)

ove j0 = 0 oppure 1
2
. Le due rappresentazioni considerate da Majorana sono le

uniche rappresentazioni irriducibili per le quali si riesce a soddisfare i vincoli
di consistenza per ottenere un’equazione d’onda relativistica che coinvolge
un operatore quadrivettoriale.

12.4 Struttura metrica dello spaziotempo di

Minkowski

Dopo i gruppi di Lorentz e Poincaré, il prossimo gruppo di interesse fisico
è il gruppo conforme. A tal fine, presentiamo finalmente in modo accurato
il concetto di metrica per lo spaziotempo di Minkowski, che finora era un
concetto assunto implicitamente come noto.

La metrica η di Minkowski in un punto p della varietà differenziabile
M connessa, di Hausdorff e con funzioni di transizione di classe C∞ è una
applicazione

η|p : Tp(M)⊗ Tp(M)→ R (12.4.1)
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simmetrica:

η(X, Y ) = η(Y,X) ∀X, Y ∈ Tp(M), (12.4.2)

bilineare e non degenere, espressa da un tensore di tipo (0, 2):

η|p =
3∑

µ,ν=0

ηµν

∣∣∣∣∣
p

dxµ ⊗ dxν . (12.4.3)

La valutazione di tale tensore su una coppia di vettori di base dello spazio
tangente fornisce

η|p
(

∂

∂xα
,
∂

∂xβ

)
=

3∑
µ,ν=0

ηµν

〈
dxµ,

∂

∂xα

〉〈
dxν ,

∂

∂xβ

〉

=
3∑

µ,ν=0

ηµν
∂xµ

∂xα
∂xν

∂xβ
=

3∑
µ,ν=0

ηµνδ
µ
αδ

ν
β

= ηαβ|p . (12.4.4)

La metrica inversa è un tensore di tipo (2, 0):

η−1 =
3∑

µ,ν=0

(
η−1
)µν ∂

∂xµ
⊗ ∂

∂xν
, (12.4.5)

ove la valutazione di η−1 su una coppia di vettori di base dello spazio cotan-
gente fornisce

η−1(dxα, dxβ) =
(
η−1
)αβ

. (12.4.6)

La matrice di tali componenti controvarianti è la matrice inversa di ηµν ,
ovvero

3∑
ν=0

ηµν
(
η−1
)νλ

= δ λµ . (12.4.7)

Noi useremo la convenzione secondo cui tali matrici sono entrambe

diag(−1, 1, 1, 1).

Dalla (12.4.4) vediamo che, valutando η su una coppia di vettori X e Y
si trova

η(X, Y ) =
3∑

µ,ν=0

ηµνX
µY ν . (12.4.8)
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Pertanto, un generico vettore X ∈ Tp(M) ha una pseudonorma quadra

η(X,X) =
3∑

µ,ν=0

ηµνX
µXν =

3∑
µ=0

ηµµ(Xµ)2, (12.4.9)

e viene detto di tipo tempo, luce o spazio a seconda che sia η(X,X) < 0,
η(X,X) = 0, η(X,X) > 0, rispettivamente. Dunque i vettori di interesse
fisico giacciono all’interno o sulla frontiera topologica di un cono, il cono luce.
La struttura di cono luce è la novità della geometria lorentziana rispetto alla
geometria riemanniana. All’esterno del cono luce ci sono solo i vettori non
fisici, quelli di tipo spazio. Poiché η realizza l’isomorfismo fra Tp(M) e T ∗p (M),
si ha

3∑
µ=0

Xµηµν = Xν ,
3∑

µ=0

Xµ

(
η−1
)µν

= Xν . (12.4.10)

12.5 Trasformazioni conformi in dimensione

4

Sotto una trasformazione di coordinate x → x′, le componenti covarianti
della metrica η si trasformano come segue:

ηρσ → η′ρσ(x′) =
3∑

µ,ν=0

∂xµ

∂x′ρ
∂xν

∂x′σ
ηµν(x). (12.5.1)

Una trasformazione conforme, che dalla teoria generale scriveremmo nella
forma

η|f(p) (f∗X, f∗Y ) = Ω2 η|p (X, Y ), (12.5.2)

assume dunque la forma (cf. la (12.5.1) e Qualls 2015)

3∑
ρ,σ=0

ηρσ
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
= Λ(x)ηµν . (12.5.3)

In particolare, se Λ(x) = 1 riotteniamo il gruppo di Poincaré, mentre se Λ(x)
è una costante 6= 1 otteniamo delle trasformazioni di scala globali.

Nel caso di trasformazioni infinitesime al primo ordine in ε(x) << 1:

x′
µ

= xµ + εµ(x) + O(ε2), (12.5.4)
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il membro di sinistra della (12.5.3) diventa

3∑
ρ,σ=0

ηρσ

(
δρµ +

∂ερ

∂xµ
+ O(ε2)

)(
δσν +

∂εσ

∂xν
+ O(ε2)

)
= ηµν +

(
∂εµ
∂xν

+
∂εν
∂xµ

)
+ O(ε2). (12.5.5)

Affinché tale trasformazione infinitesima sia conforme, vediamo che, al primo
ordine in ε, deve aversi

∂µεν + ∂νεµ = f(x)ηµν , (12.5.6)

ove la funzione f è calcolabile moltiplicando ambo i membri della (12.5.6)
per le componenti controvarianti di η e poi sommando su tutti i valori di µ
e ν da 0 a 3, da cui

f(x) =
1

2

3∑
µ=0

∂µεµ =
1

2
div(ε). (12.5.7)

Sostituendo questa nella (12.5.6), troviamo

∂µεν + ∂νεµ =
1

2
(div(ε))ηµν . (12.5.8)

Il nostro operatore divergenza è

div(ε) =
3∑

µ=0

∂µεµ =
3∑

µ,ν=0

(
η−1
)µν

∂νεµ = η−1(grad, ε), (12.5.9)

ovvero div = η−1(grad, ·), ove grad =
(

∂
∂x0
, ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3

)
.

Dalle (12.5.5)-(12.5.8) troviamo che

Λ(x) = 1 +
1

2
(div(ε)) + O(ε2). (12.5.10)

Agendo sulla (12.5.8) con ∂ν e sommando su ν, otteniamo

∂µ(div(ε)) + �εµ =
1

2
∂µ(div(ε)), (12.5.11)

ove

� ≡
3∑

µ=0

∂µ∂
µ =

3∑
µ,ν=0

(
η−1
)µν

∂ν∂µ (12.5.12)
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è l’operatore d’onda in Minkowski (l’operatore di d’Alembert). Agendo sulla
(12.5.11) mediante ∂ν si trova

∂µ∂ν(div(ε)) + �∂νεµ =
1

2
∂µ∂ν(div(ε)). (12.5.13)

Nella (12.5.13) scambiamo poi µ con ν e sommiamo membro a membro le
equazioni risultanti, trovando

2∂µ∂ν(div(ε)) + �(∂µεν + ∂νεµ) = ∂µ∂ν(div(ε)), (12.5.14)

e ivi inseriamo la (12.5.8), da cui(
ηµν� + 2∂µ∂ν

)
(div(ε)) = 0. (12.5.15)

Da tale equazione troviamo alfine

3∑
µ,ν=0

(
η−1
)µν(

ηµν� + 2∂µ∂ν

)
(div(ε)) = 0 =⇒ �(div(ε)) = 0. (12.5.16)

Agiamo ora con ∂ρ sulla (12.5.8) e permutiamo gli indici a ottenere

∂ρ∂µεν + ∂ρ∂νεµ =
1

2
ηµν∂ρ(div(ε)), (12.5.17)

∂ν∂ρεµ + ∂µ∂ρεν =
1

2
ηρµ∂ν(div(ε)), (12.5.18)

∂µ∂νερ + ∂ν∂µερ =
1

2
ηνρ∂µ(div(ε)). (12.5.19)

Se ora sottraiamo la (12.5.17) dalla somma di (12.5.18) e (12.5.19), troviamo

∂µ∂νερ =
1

4

(
− ηµν∂ρ + ηρµ∂ν + ηνρ∂µ

)
(div(ε)). (12.5.20)

12.6 Trasformazioni conformi infinitesime in

dimensione 4

La (12.5.16) comporta che div(ε) può essere al più lineare in xµ, e pertanto
εµ può essere al più quadratica in xν , ovvero

εµ = aµ +
3∑

ν=0

bµνx
ν +

3∑
ν,ρ=0

cµνρx
νxρ. (12.6.1)
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Qui i coefficienti aµ, bµν , cµνρ sono tutti molto minori di 1, e cµνρ = cµ(νρ). La
nostra deve essere una trasformazione conforme indipendentemente dal valore
di xµ, e quindi possiamo studiare individualmente i termini nella (12.6.1).

Per primo, consideriamo aµ. Questo termine corrisponde a una traslazione
infinitesima, e l’associato generatore è l’operatore momento

Pµ ≡ −i∂µ. (12.6.2)

Il termine lineare in x è più interessante. Inserendo un termine lineare in x
nella (12.5.8) si trova

bµν + bνµ =
1

2

3∑
ρ,σ=0

(
η−1
)ρσ

bρσ ηµν . (12.6.3)

Quindi bµν deve avere la forma

bµν = αηµν +mµν , (12.6.4)

ove mµν = −mνµ, e α è un parametro. Il tensore m corrisponde a rotazioni
di Lorentz infinitesime

x′
µ

=
3∑

ν=0

(
δµν +mµ

ν

)
xν . (12.6.5)

Il generatore corrispondente a queste rotazioni è l’operatore di momento
angolare

Lµν ≡ i(xµ∂ν − xν∂µ). (12.6.6)

La parte simmetrica di questa espressione corrisponde a trasformazioni di
scala infinitesime

x′
µ

= (1 + α)xµ, (12.6.7)

con associato generatore

D ≡ −i
3∑

µ=0

xµ∂µ. (12.6.8)

Quanto ai termini quadratici in x nella (12.6.1), se li inseriamo nella
(12.5.20) troviamo

cµνρ = ηµρbν + ηµνbρ − ηνρbµ, bµ =
1

4

3∑
ν=0

cννµ. (12.6.9)
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Le (12.6.9) danno luogo alle trasformazioni conformi speciali. Dalle (12.5.4),
(12.6.1) e (12.6.9) troviamo che queste hanno la forma infinitesima

x′
µ

= xµ + 2(x · b)xµ − (x2)bµ, (12.6.10)

il cui corrispondente generatore è

Kµ ≡ −i

(
2xµ

3∑
ν=0

xν∂ν − x2∂µ

)
. (12.6.11)

Mettendo assieme queste nuove espressioni di generatori con i familiari ge-
neratori di Poincaré, si trova l’insieme completo dei generatori del gruppo
conforme (non numeriamo l’equazione per evitare ripetizione con le prece-
denti):

Pµ ≡ −i∂µ, Lµν ≡ i(xµ∂ν − xν∂µ), D ≡ −i
3∑

µ=0

xµ∂µ,

Kµ ≡ −i

(
2xµ

3∑
ν=0

xν∂ν − x2∂µ

)
.

12.7 Trasformazioni conformi speciali in for-

ma finita

La forma finita delle trasformazioni conformi speciali è espressa dalla re-
lazione

x′
µ

=
xµ − (x · x)bµ

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x)
. (12.7.1)

L’associato fattore di scala è il quadrato del denominatore, ossia

Λ(x) =
(

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x)
)2

. (12.7.2)

Dalla (12.7.1), vediamo che in xµ = bµ

(b·b) il denominatore si annulla, e da xµ

si passa dunque a un punto all’infinito. Per definire trasformazioni conformi
globali finite si deve ricorrere alla cosiddetta compattificazione conforme, che
non abbiamo tempo di trattare.

I commutatori dei generatori del gruppo conforme sono

[D,Pµ] = iPµ, (12.7.3)

[D,Kµ] = −iKµ, (12.7.4)
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[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν), (12.7.5)

[Kρ, Lµν ] = i(ηρµKν − ηρνKµ), (12.7.6)

[Pρ, Lµν ] = i(ηρµPν − ηρνPµ), (12.7.7)

[Lµν , Lρσ] = i(ηνρLµσ + ηµσLνρ − ηµρLνσ − ηνσLµρ). (12.7.8)

In dimensione d > 2, il conteggio dei generatori fornisce

1 dilatazione + d traslazioni + d tr. conformi speciali +
d(d− 1)

2
rotazioni,

ovvero (d+1)(d+2)
2

generatori, che sono quindi 15 se d = 4. Si possono anche
definire i generatori nella forma

Jµν ≡ Lµν , J−1,µ ≡
1

2
(Pµ −Kµ), J0,µ ≡

1

2
(Pµ +Kµ), J−1,0 ≡ D, (12.7.9)

i cui commutatori soddisfano

[Jmn, Jpq] = i(ηmqJnp + ηnpJmq − ηmpJnq − ηnqJmp). (12.7.10)
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Capitolo 13

Geometria riemanniana. I

13.1 Concetto di metrica

Cominciamo ora a studiare quel ramo della geometria che dipende da una
peculiare struttura aggiuntiva, ossia l’introduzione di una metrica.

Definizione 13.1. Data una varietà differenziabile M , una metrica rieman-
niana g su M è un campo tensoriale di tipo (0, 2) su M che soddisfa le
seguenti proprietà per ogni p ∈M (definiamo gp ≡ g|p):

gp(U, V ) = gp(V, U) ∀ U, V ∈ Tp(M), (13.1.1)

gp(U,U) ≥ 0 ∀U ∈ Tp(M). (13.1.2)

Dunque gp è una forma bilineare, simmetrica, definita positiva.
Le metriche pseudoriemanniane sono di interesse in relatività, e per esse

vale la (13.1.1), mentre la (13.1.2) viene rimpiazzata dalla condizione

gp(U, V ) = 0 ∀ U ∈ Tp(M) =⇒ V = 0, (13.1.3)

ovvero ∑
µ,λ

gµλU
µV λ = 0 ∀ U ∈ Tp(M) =⇒ V = 0. (13.1.4)

Tale gp(U, V ) è il prodotto interno naturale di due vettori di Tp(M) se esiste
la metrica. Poiché gp è una applicazione da Tp(M)⊗ Tp(M) a valori in R, si
può definire una applicazione lineare

gp(U, ) : Tp(M)→ R (13.1.5)

mediante la corrispondenza V → gp(U, V ). Quindi gp(U, ) è una 1-forma
ωU ∈ T ∗p (M), poiché le 1-forme sono appunto applicazioni lineari da Tp(M)

151
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a valori in R. Similmente, ω ∈ T ∗p (M) induce Vω ∈ Tp(M) mediante

〈ω, U〉 = g(Vω, U), (13.1.6)

ovvero

〈ω, U〉 =
∑
µ,ν

〈
ωµdx

µ, Uν ∂

∂xν

〉
=
∑
µ

ωµU
µ

=
∑
µ,ν

V µgµνU
ν = g(Vω, U). (13.1.7)

Se (U,ϕ) è una carta su M e {xµ} le associate coordinate, la metrica
g ∈ T 0

2 (M) è sviluppabile in termini dei prodotti tensori dxµ ⊗ dxν , ovvero

gp =
∑
µ,ν

gµν(p)dx
µ ⊗ dxν , (13.1.8)

ove

gµν(p) = gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
=
∑
α,β

gαβ

〈
dxα,

∂

∂xµ

〉〈
dxβ,

∂

∂xν

〉
=
∑
α,β

gαβ δ
α
µ δ

β
ν = gνµ(p). (13.1.9)

La
(
gµν

)
è la matrice delle componenti di g ottenute dalla (13.1.9). La

metrica inversa γ ≡ g−1 è tale che∑
ν

gµνγ
νλ = δ λµ , (13.1.10)

e la si esprime nella forma

g−1 =
∑
µ,ν

(
g−1
)µν ∂

∂xµ
⊗ ∂

∂xν
. (13.1.11)

Nella letteratura fisica, si chiama metrica anche l’elemento di linea al
quadrato, senza i prodotti tensori, ovvero

ds2 =
∑
µ,ν

gµνdx
µdxν . (13.1.12)

Se una metrica è riemanniana, la matrice (gµν) ha autovalori tutti positivi.
Se invece g è pseudoriemanniana, (gµν) ha k autovalori positivi e l autovalori
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negativi. In particolare, se l = 1, la metrica g è detta lorentziana. Se la
varietà M ha dimensione 4, (k, l) = (4, 0) oppure (3, 1) oppure (2, 2) nei casi
riemanniano, lorentziano e ultraiperbolico, rispettivamente.

Una volta che la matrice (gµν) è diagonalizzata mediante un’opportuna
matrice ortogonale, è facile ridursi ad avere solo ±1 sulla diagonale princi-
pale. Casi particolari sono la metrica euclidea diag(1, 1, 1, 1) e la metrica di
Minkowski diag(−1, 1, 1, 1). Se la varietà (M, g) è lorentziana, un vettore U
è di tipo tempo se g(U,U) < 0, di tipo luce se g(U,U) = 0, di tipo spazio
se g(U,U) > 0. Dunque, come già abbiamo detto discutendo la struttura
metrica dello spaziotempo di Minkowski, i vettori fisici giacciono all’interno
o sulla frontiera topologica del cono luce.

Una varietà riemanniana è una classe di equivalenza di coppie (M, g),
dove le metriche riemanniane h e g sono equivalenti se un diffeomorfismo
mappa h in g. Un esempio semplice ma importante è (Rm, δ), lo spazio
euclideo m-dimensionale.

SeM è una sottovarietà della varietà riemanniana (N, gN) e se f : M → N
è l’imbedding che induce la struttura di sottovarietà di M , allora il pullback
f ∗ induce su M la metrica naturale gM = f ∗gN . Le componenti di gM sono

(gM)µν =
∑
α,β

(gN)αβ
∂fα

∂xµ
∂fβ

∂xν
, (13.1.13)

ove fα sono le coordinate di f .

Esempio 13.1. Dette (θ, φ) le coordinate polari di S2 immersa in (R3, δ), si
ha la mappa di inclusione

f : (θ, φ)→ (sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(φ), cos(θ)), (13.1.14)

da cui otteniamo la metrica indotta su S2:∑
µ,ν

gµνdx
µ ⊗ dxν =

∑
α,β,µ,ν

δαβ
∂fα

∂xµ
∂fβ

∂xν
dxµ ⊗ dxν

= dθ ⊗ dθ + sin2(θ)dφ⊗ dφ. (13.1.15)

Esempio 13.2. Sia T 2 il toro immerso in (R3, δ) con mappa di inclusione
(sia R > r)

f : (θ, φ)→
(

(R + r cos(θ)) cos(φ), (R + r cos(θ)) sin(φ), r sin(θ)
)
. (13.1.16)

Dalla (13.1.13), la metrica indotta su T 2 è quindi

g = r2dθ ⊗ dθ + (R + r cos(θ))2dφ⊗ dφ. (13.1.17)
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Esempio 13.3. Siano yµ coordinate locali sulla varietà M con metrica g,
e xi coordinate locali sulla varietà Σ immersa in M . La metrica su Σ ha
componenti

γij =
∑
µ,ν

gµνy
µ
,iy

ν
,j, (13.1.18)

ove yµ,i ≡
∂yµ

∂xi
. La metrica γ ha una inversa Γ = γ−1 definita dalla condizione∑

j

γijΓ
jk = δ ki . (13.1.19)

Si definisce allora un campo tensoriale q di tipo (2, 0) che prende il nome di
metrica indotta su Σ e avente componenti controvarianti

qµν =
∑
i,j

yµ,iy
ν
,jΓ

ij. (13.1.20)

Il campo tensoriale q è un proiettore su M in quanto, per prima cosa,∑
ν

qµνq
ν
λ = qµλ, (13.1.21)

e inoltre, detto nν il vettore normale a Σ, si ha∑
ν

qµνn
ν = 0. (13.1.22)

Le componenti controvarianti della metrica g di M sono allora(
g−1
)µν

= qµν + nµnν , (13.1.23)

ovvero, in notazione libera da indici,

g = q + n⊗ n. (13.1.24)

13.2 Una notazione originale per vettori e 1-

forme

Le lettere X e ω non dicono a vista che stiamo studiando campi vettoriali
e campi di 1-forma, e inoltre fanno ricorso ad un alfabeto che non è quello
usato da cinesi, indiani e iraniani, ad esempio. A tal proposito, noi abbiamo
concepito la seguente notazione alternativa:
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(i) Vettori tangenti: anziché scrivere Xp per il vettore tangente a M in p,

scriviamo ( )↑�, ove lo spazio bianco all’interno della parentesi tonda so-
stituisce la lettera X, il simbolo � rappresenta il punto p, e la freccia ver-
so l’alto denota la natura vettoriale. Dunque consideriamo l’applicazione
di sostituzione (in queste equazioni non usiamo punteggiatura, per evitare
confusione con i nostri simboli)

Xp −→ ( )↑� (13.2.1)

(ii) Campi vettoriali: poiché l’assegnazione liscia di un vettore tangente al
variare del punto p su M produce un campo vettoriale indipendente da p,
stavolta scriviamo

X −→ ( )↑ (13.2.2)

(iii) 1-forme: ci basta cambiare il verso della freccia nella (13.2.1), ovvero

ωp −→ ( )�↓ (13.2.3)

(iv) Campi di 1-forma: analogamente alla (13.2.2), sparisce la dipendenza
dal punto, e basta invertire il senso della freccia. Pertanto scriviamo

ω −→ ( )↓ (13.2.4)

(v) Campi tensoriali: usiamo tante frecce verso l’alto quanto è l’ordine di
controvarianza, e tante frecce verso il basso quanto è l’ordine di covarianza.
Ad esempio, per un campo tensoriale di tipo (2, 4) scriviamo

( )↑↑↓↓↓↓ (13.2.5)

(vi) n-ple di campi vettoriali: qui abbiamo bisogno di un simbolo diverso dalle
frecce, che rappresenti il nostro contare i campi vettoriali che compongono
la n-pla. Dunque noi proponiamo di usare la notazione

( )↑∼ (13.2.6)

ove l’ondina ∼ sostituisce l’indice α che conta i campi vettoriali della n-pla.
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13.3 Forme quadratiche e simboli di Christof-

fel

Stiamo qui per scoprire l’esistenza dei simboli di Christoffel. A tal fine,
premettiamo che, ancora nel Novecento, i tensori simmetrici di tipo (0, 2)
erano detti forme differenziali quadratiche. Orbene, due di tali forme

f =
n∑

r,s=1

arsdx
r ⊗ dxs, f ′ =

n∑
r,s=1

brsdx
′r ⊗ dx′

s
(13.3.1)

sono dette essere equivalenti, le ars essendo funzioni assegnate delle variabi-
li indipendenti x1, ..., xn, e similmente per le brs e le variabili indipendenti
x′1, ..., x′n, se è possibile esprimere le x mediante le variabili x′ in modo tale
che la forma f si trasformi nella forma f ′. Per l’equivalenza delle forme f
e f ′ è quindi necessario e sufficiente che si possano determinare n funzioni
incognite

xi = xi(x′
1
, ..., x′

n
), ∀i = 1, ..., n, (13.3.2)

in modo tale da soddisfare simultaneamente le n(n+1)
2

equazioni alle derivate
parziali del primo ordine

brs =
n∑

i,k=1

aik
∂xi

∂x′r
∂xk

∂x′s
. (13.3.3)

Poiché n(n+1)
2

> n, è chiaro che l’equivalenza delle forme f e f ′ richiede par-
ticolari relazioni tra i coefficienti. Al fine di verificare la compatibilità delle
equazioni (13.3.3), conviene studiare le equazioni risultanti dal prendere le
derivate delle (13.3.3). Stiamo avviandoci ad ottenere le formule di Christof-
fel, che implicano che tutte le derivate seconde delle funzioni incognite x sono
espresse attraverso le loro derivate prime rispetto alle variabili indipendenti.
A tal fine, deriviamo le (13.3.3) rispetto ad una qualsivoglia delle variabili
x′, sia questa x′t, e teniamo presente che brs = brs(x

′), mentre per le derivate
di ars bisogna applicare la regola per calcolare derivate di funzioni composte,
ovvero

∂aik
∂x′t

=
n∑
l=1

∂aik
∂xl

∂xl

∂x′t
. (13.3.4)

Pertanto si trova

∂brs
∂x′t

=
n∑

i,k,l=1

∂aik
∂xl

∂xi

∂x′r
∂xk

∂x′s
∂xl

∂x′t

+
n∑

i,k=1

aik

(
∂2xi

∂x′r∂x′t
∂xk

∂x′s
+
∂xi

∂x′r
∂2xk

∂x′s∂x′t

)
. (13.3.5)
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In questa equazione scambiamo l’indice s con t, e permutiamo nella somma
tripla al membro di destra gli indici k, l, ottenendo pertanto

∂brt
∂x′s

=
n∑

i,k,l=1

∂ail
∂xk

∂xi

∂x′r
∂xk

∂x′s
∂xl

∂x′t

+
n∑

i,k=1

aik

(
∂2xi

∂x′r∂x′s
∂xk

∂x′t
+
∂xi

∂x′r
∂2xk

∂x′s∂x′t

)
. (13.3.6)

In quest’ultima equazione scambiamo r con s e, nella somma tripla nel mem-
bro di destra, come nel secondo termine della somma doppia, scambiamo i
con k. Questo conduce a

∂bst
∂x′r

=
n∑

i,k,l=1

∂akl
∂xi

∂xi

∂x′r
∂xk

∂x′s
∂xl

∂x′t

+
n∑

i,k=1

aik

(
∂2xi

∂x′r∂x′s
∂xk

∂x′t
+
∂xk

∂x′s
∂2xi

∂x′r∂x′t

)
. (13.3.7)

A questo stadio, si aggiungono le equazioni (13.3.6) e (13.3.7), sottraendo
alfine la (13.3.5). In tale combinazione lineare di equazioni, dividiamo allora
ambo i membri per 2, trovando

1

2

(
∂brt
∂x′s

+
∂bst
∂x′r

− ∂brs
∂x′t

)
=

n∑
l=1

∂xl

∂x′t

{
n∑

i,k=1

1

2

(
∂ail
∂xk

+
∂akl
∂xi
− ∂aik

∂xl

)
∂xi

∂x′r
∂xk

∂x′s

+
n∑
i=1

ail
∂2xi

∂x′r∂x′s

}
. (13.3.8)

Tale formula suggerisce di definire i simboli di Christoffel di prima specie,
per i quali usiamo qui la notazione

γ[i, k, l] ≡ 1

2

(
∂ail
∂xk

+
∂akl
∂xi
− ∂aik

∂xl

)
. (13.3.9)

In modo analogo, definiamo

γ′[i, k, l] ≡ 1

2

(
∂bil

∂x′k
+
∂bkl

∂x′i
− ∂bik

∂x′l

)
. (13.3.10)



158 CAPITOLO 13. GEOMETRIA RIEMANNIANA. I

Con questa notazione, la (13.3.8) assume la forma

γ′[r, s, t] =
n∑
l=1

∂xl

∂x′t

{
n∑

i,k=1

γ[i, k, l]
∂xi

∂x′r
∂xk

∂x′s
+

n∑
i=1

ail
∂2xi

∂x′r∂x′s

}
. (13.3.11)

Desideriamo ora risolvere per le n derivate seconde ∂2xi

∂x′r∂x′s
, ∀i = 1, ..., n,

mantenendo fissi r, s.
A tal fine, moltiplichiamo la (13.3.11) per Bmt ∂xc

∂x′m
, sommando rispetto a

m, t da 1 a n e tenendo presente che l’inversa Aij di ars e l’inversa Bij di brs
sono collegate dalla formula

Ars =
n∑

i,k=1

Bik ∂x
r

∂x′i
∂xs

∂x′k
. (13.3.12)

Pertanto si ottiene

n∑
m=1

(
n∑
t=1

Bmtγ′[r, s, t]

)
∂xc

∂x′m
=

n∑
i,k=1

(
n∑
l=1

Aclγ[i, k, l]

)
∂xi

∂x′r
∂xk

∂x′s
+

∂2xc

∂x′r∂x′s
.

(13.3.13)
La forma della (13.3.13) suggerisce di definire i simboli di Christoffel di
seconda specie, ovvero

Γ {c, [i, k]} ≡
n∑
l=1

Aclγ[i, k, l]. (13.3.14)

Questi simboli sono scritti nella letteratura moderna nella forma Γcik, ma
questa risulta essere fuorviante, poiché la posizione degli indici suggerisce
l’idea di un campo tensoriale di tipo (1,2), ovvero una volta controvariante e
due volte covariante, laddove, come vedremo, i simboli di Christoffel non si
trasformano in modo omogeneo come fanno i tensori.

13.4 Concetto di connessione affine

Una connessione affine ∇ è una applicazione

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M) (13.4.1)

che fornisce una regola (X, Y )→ ∇XY che soddisfa le quattro condizioni

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ, (13.4.2)
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∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇YZ, (13.4.3)

∇fXY = f∇XY, (13.4.4)

∇X(fY ) = (∇Xf)Y + f∇XY = X[f ]Y + f∇XY, (13.4.5)

dove la (13.4.5) vale poiché ∇Xf = X[f ]. Nella sua azione su funzioni,
quindi, ∇Xf eguaglia LXf , ma solo in tal caso! Le proprietà devono valere
per ogni X, Y, Z ∈ χ(M) e per ogni funzione f ∈ C∞(M).

In una carta (U,ϕ) con coordinate x = ϕ(p) su M , definiamo m3 funzioni
(m essendo la dimensione di M) Γλνµ dette coefficienti di connessione, per le
quali

∇νeµ ≡ ∇eνeµ =
∑
λ

eλ Γλνµ, (13.4.6)

ove {eµ} =
{

∂
∂xµ

}
è la notazione per la base coordinata di Tp(M). Una volta

nota l’azione di ∇ sui vettori di base secondo la (13.4.6), si può calcolare ∇V
per ogni V ∈ χ(M). Infatti dagli sviluppi

V =
∑
µ

V µeµ, W =
∑
ν

W νeν (13.4.7)

si ottiene, usando le (13.4.4) e (13.4.5),

∇VW =
∑
µ,ν

V µ∇eµ(W νeν) =
∑
µ,ν

V µ
(
eµ[W ν ]eν +W ν∇eµeν

)
=
∑
µ,λ

V µ

(
∂W λ

∂xµ
+
∑
ν

W νΓλµν

)
eλ, (13.4.8)

poiché

eµ[W ν ] =
∂W ν

∂xµ
. (13.4.9)

Diciamo quindi che la componente λ-esima del vettore al membro di destra
della (13.4.8) è

∑
µ V

µ(∇µW )λ, ove (si faccia attenzione a dove mettiamo le
parentesi tonde!)

(∇µW )λ ≡ ∂W λ

∂xµ
+
∑
ν

ΓλµνW
ν (13.4.10)

è la λ-esima componente del vettore ∇µW , ovvero della derivata covariante
di W lungo il vettore di base eµ. Se invece non si usano le parentesi tonde,
si deve intendere

∇µW
λ =

∂W λ

∂xµ
, (13.4.11)
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che è un caso particolare della formula ∇Xf = X[f ], poiché la componente
W λ è una funzione. Purtroppo nella letteratura moderna la parentesi tonda
nel membro di sinistra della (13.4.10) viene spesso omessa, e dunque molte
equazioni tensoriali vengono scritte sistematicamente in modo sbagliato.

Si noti anche che ∇VW non dipende dalle derivate di V , diversamente
dalla derivata di Lie LVW = [V,W ]. La derivata covariante è la appropriata
generalizzazione a tensori del concetto di derivata direzionale di funzioni.

13.5 Trasporto parallelo e geodetiche

Sia γ : (a, b) −→ M una curva in M , avente immagine coperta da una
singola carta (U,ϕ) con coordinate x = ϕ(p). Sia X un campo vettoriale
definito lungo γ(t):

X|γ(t) =
∑
µ

Xµ(γ(t)) eµ|γ(t) . (13.5.1)

Se X soddisfa l’equazione

∇VX = 0 ∀t ∈ (a, b), (13.5.2)

si dice che X è trasportato parallelamente lungo γ(t), ove

V =
d

dt
=
∑
µ

dxµ(γ(t))

dt
eµ|γ(t) (13.5.3)

è il vettore tangente a γ(t). La (13.5.2) si scrive in componenti come

dXµ

dt
+
∑
ν,λ

Γµνλ
dxν(γ(t))

dt
Xλ = 0, (13.5.4)

infatti

∇VX = ∇∑
ν
dxν

dt
eν

∑
µ

Xµeµ =
∑
ν,µ

dxν

dt
∇eν (X

µeµ)

=
∑
ν,µ

dxν

dt
(eν [X

µ]eµ +Xµ∇eνeµ)

=
∑
ν,µ

dxν

dt

(
∂Xµ

∂xν
eµ +Xµ

∑
λ

eλΓ
λ
νµ

)
, (13.5.5)
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ove ∑
ν

∂Xµ

∂xν
dxν

dt
=
dXµ

dt
. (13.5.6)

In particolare, se il vettore tangente stesso viene trasportato lungo γ(t), ossia
se

∇V V = 0, (13.5.7)

la curva γ(t) è una autoparallela. Alcuni autori riservano a tali curve il nome
di geodetiche, anche se le geodetiche risolvono un problema variazionale,
mentre la (13.5.7) ha natura non variazionale. Posto Xµ = dxµ

dt
nell’equazione

(13.5.4), si ottiene l’equazione geodetica per le autoparallele, ovvero

d2xµ

dt2
+
∑
ν,λ

Γµνλ
dxν

dt

dxλ

dt
= 0. (13.5.8)

L’equazione (13.5.7) per le curve autoparallele potrebbe essere sostituita
dalla condizione

∇V V = fV, f ∈ C∞(M), (13.5.9)

ma si può sempre considerare una riparametrizzazione t −→ t′ tale che

dxµ

dt
−→ dxµ

dt

dt

dt′
, (13.5.10)

e pertanto, se t′ soddisfa l’equazione differenziale

d2t′

dt2
= f

dt′

dt
, (13.5.11)

si riottiene l’equazione (13.5.7).

13.6 Derivata covariante di campi tensoriali

Richiediamo ora che la regola (13.4.5) valga per ogni prodotto di tensori,
ovvero

∇X(T1 ⊗ T2) = (∇XT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (∇XT2). (13.6.1)

È di particolare interesse la derivata covariante di 1-forme. Da un lato, poiché
(dette ω una 1-forma e Y un vettore) 〈ω, Y 〉 è una funzione liscia su M , si
ha che

X
[
〈ω, Y 〉

]
= ∇X〈ω, Y 〉. (13.6.2)

D’altronde, si ha che

∇X〈ω, Y 〉 = 〈∇Xω, Y 〉+ 〈ω,∇XY 〉. (13.6.3)
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Quindi la valutazione su Y della derivata covariante di ω si ottiene dalla
differenza

〈∇Xω, Y 〉 = X
[
〈ω, Y 〉

]
− 〈ω,∇XY 〉. (13.6.4)

Per i due termini al membro di destra della (13.6.4), notiamo per il primo
che

X
[
〈ω, Y 〉

]
=
∑
µ

Xµ∂µ
∑
ν

ωνY
ν

=
∑
µ,ν

Xµ [(∂µων)Y
ν + ων∂µY

ν ] , (13.6.5)

mentre per il secondo si ottiene

〈ω,∇XY 〉 =

〈∑
µ

ωµdx
µ,
∑
λ,ρ,ν

Xρ
(
∂ρY

λ + Y νΓλρν
)
eλ

〉
=
∑
µ,λ,ρ,ν

[
ωµX

ρ∂ρY
λ〈dxµ, eλ〉+ ωµY

νΓλρνX
ρ〈dxµ, eλ〉

]
=
∑
µ,ρ,ν

[
ωµX

ρ∂ρY
µ + ωµY

νΓµρνX
ρ
]

=
∑
µ

ωµ
∑
ρ

Xρ∂ρY
µ +

∑
µ,ν,ρ

ωµY
νXρΓµρν

=
∑
ν

ων
∑
µ

Xµ∂µY
ν +

∑
λ,ν,µ

ωλY
νXµΓλµν . (13.6.6)

In virtù delle (13.6.4)-(13.6.6), troviamo alfine

〈∇Xω, Y 〉 =
∑
ν,µ

Y νXµ

[
∂µων −

∑
λ

Γλµνωλ

]
=
∑
ν,µ

Y νXµ(∇µω)ν , (13.6.7)

che fornisce la formula desiderata

(∇µω)ν = ∂µων −
∑
λ

Γλµνωλ. (13.6.8)

Dunque in particolare, se ω si riduce a un vettore di base dello spazio
cotangente: ω = dxν , si trova la semplice e fondamentale relazione

∇µdx
ν = −

∑
λ

Γνµλdx
λ. (13.6.9)
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Per derivate covarianti di tensori di tipo (r, s), ci basterà applicare ripetuta-
mente la (13.6.8), come risulterà chiaro più avanti quando avremo studiato
la condizione di Levi-Civita

∇µg = 0

per le connessioni affini.

13.7 Proprietà di trasformazione dei coeffi-

cienti di connessione

Se passiamo a una nuova carta (V, ψ) con coordinate y = ψ(p) e base {fα} ={
∂
∂yα

}
e coefficienti di connessione Γ̃αβγ, abbiamo

∇fαfβ =
∑
λ

Γ̃λαβfλ. (13.7.1)

In virtù della legge di trasformazione

fα =
∑
µ

∂xµ

∂yα
eµ, (13.7.2)

le regole (13.4.4) e (13.4.5) per le connessioni affini conducono alla formula

∇fαfβ =
∑
ν

(
∂2xν

∂yα∂yβ
+
∑
λ,µ

∂xλ

∂yα
∂xµ

∂yβ
Γνλµ

)
eν

=
∑
λ,ν

Γ̃λαβ
∂xν

∂yλ
eν , (13.7.3)

da cui, moltiplicando ambo i membri per la matrice di derivate parziali che
è l’inversa di quella al membro di destra della (13.7.2), otteniamo alfine

Γ̃λαβ =
∑
ρ,µ,ν

∂xρ

∂yα
∂xµ

∂yβ
∂yλ

∂xν
Γνρµ +

∑
ν

∂2xν

∂yα∂yβ
∂yλ

∂xν
. (13.7.4)

Pertanto i coefficienti di connessione non si trasformano come un tensore, a
causa del termine inomogeneo al membro di destra della (13.7.4). In partico-
lare, i Γλαβ possono annullarsi in un sistema di coordinate e invece essere non

nulli in un altro sistema di coordinate. Si dice allora che i Γλαβ sono affinità
tensoriali (Wald 1984). Questa proprietà assicura d’altronde che ∇XY sia
un vettore, e dunque sia indipendente dalle coordinate scelte. Nel seguito,
troveremo utile un teorema, in base al quale possiamo affermare che, se Γλµν e
Gλ

µν sono coefficienti di connessione, la differenza Γλµν−Gλ
µν è la componente

di un tensore di tipo (1, 2).
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13.8 Connessione metrica

Se due vettori X, Y sono soggetti a trasporto parallelo, potremmo voler
richiedere che il loro prodotto interno (lo diremo scalare solo nel caso di
metrica riemanniana) 〈X, Y 〉 = g(X, Y ) resti costante sotto trasporto paral-
lelo. Se allora V è il vettore tangente ad una arbitraria curva lungo la quale
X e Y sono trasportati parallelamente, possiamo scrivere

0 = ∇V [g(X, Y )] =
∑
λ

V λ
[
(∇λg)(X, Y ) + g(∇λX, Y ) + g(X,∇λY )

]
=
∑
λ,µ,ν

V λXµY ν(∇λg)µν , (13.8.1)

per ogni X, Y e per ogni curva γ, da cui segue che ∇ è una connessione
metrica, ovvero

(∇λg)µν = 0. (13.8.2)

Usando le proprietà (13.4.5) e (13.6.9), tale equazione può essere riespressa
nella forma

∂λgµν −
∑
ρ

(
Γρλµgρν + Γρλνgµρ

)
= 0. (13.8.3)

Se vale la (13.8.3), si dice che la connessione ∇ è compatibile con la metri-
ca. Se in tale equazione Eλµν = 0 facciamo permutazioni cicliche di λ, µ, ν,
otteniamo da

−Eλµν + Eµνλ + Eνλµ = 0 (13.8.4)

che, posto

T ρλµ ≡ Γρλµ − Γρµλ, (13.8.5)

Γρ(µν) ≡
1

2

(
Γρµν + Γρνµ

)
, (13.8.6)

si ha

−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ +
∑
ρ

(
T ρλµgρν + T ρλνgρµ

)
−2
∑
ρ

Γρ(µν)gρλ = 0. (13.8.7)

Il tensore T è detto tensore di torsione, e si trova dunque

Γρµν =

{
ρ

µν

}
+

1

2

(
T ρµν + T ρ

µ ν + T ρ
ν µ

)
, (13.8.8)
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ove {
ρ

µν

}
≡ 1

2

∑
λ

(
g−1
)ρλ(∂gλν

∂xµ
+
∂gµλ
∂xν

− ∂gµν
∂xλ

)
(13.8.9)

sono i simboli di Christoffel di seconda specie. La differenza

Γρµν −
{
ρ

µν

}
≡ Cρ

µν (13.8.10)

esprime le componenti del tensore di contorsione. Nel capitolo 28 acquisiremo
una visione più profonda della torsione: essa è definibile in tutte le teorie
relativistiche della gravitazione.
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Capitolo 14

Geometria riemanniana. II

14.1 Tensori di torsione e di curvatura

Introduciamo ora in linguaggio libero da componenti e coordinate il tensore
di torsione

T : χ(M)⊗ χ(M) −→ χ(M) (14.1.1)

e il tensore di curvatura di Riemann

R : χ(M)⊗ χ(M)⊗ χ(M) −→ χ(M) (14.1.2)

mediante le relazioni

T (X, Y ) ≡ ∇XY −∇YX − [X, Y ] = −T (Y,X), (14.1.3)

R(X, Y, Z) ≡ ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = R(X, Y )Z, (14.1.4)

ove
R(X, Y ) ≡ ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ] = −R(Y,X) (14.1.5)

è l’operatore di curvatura.
Dimostriamo ora la natura tensoriale di R(X, Y, Z). All’uopo, abbiamo

bisogno della seguente identità:

[fX, gY ] = fX(gY )− gY (fX) = fX[g]Y + fgXY − gY [f ]X − gfY X
= fX[g]Y − gY [f ]X + fg[X, Y ]. (14.1.6)

Mediante le (13.4.4) e (14.1.6) troviamo che

∇[fX,gY ]hZ = ∇fX[g]Y hZ −∇gY [f ]XhZ +∇fg[X,Y ]hZ

= fX[g]∇Y (hZ)− gY [f ]∇X(hZ) + fg∇[X,Y ](hZ). (14.1.7)

167
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Possiamo dunque svolgere con pazienza il calcolo desiderato:

R(fX, gY )hZ = ∇fX∇gY hZ −∇gY∇fXhZ −∇[fX,gY ]hZ

= f∇X {g∇Y (hZ)} − g∇Y {f∇X(hZ)} − fX[g]∇Y (hZ)

+gY [f ]∇X(hZ)− fg∇[X,Y ]hZ

= fX[g]∇Y (hZ) + fg∇X {Y [h]Z + h∇YZ} − gY [f ]∇X(hZ)

−gf∇Y {X[h]Z + h∇XZ}
−fX[g]∇Y (hZ) + gY [f ]∇X(hZ)− fg[X, Y ][h]Z − fgh∇[X,Y ]Z

= fgh
(
∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
+fgX[Y [h]]Z + fgY [h]∇XZ − gfY [X[h]]Z − gfX[h]∇YZ

−fg[X, Y ][h]Z + fgX[h]∇YZ − gfY [h]∇XZ. (14.1.8)

In due coppie di termini ci sono cancellazioni esatte, e quindi

R(fX, gY )hZ = fghR(X, Y )Z =⇒
R(fX, gY, hZ) = fghR(X, Y, Z), (14.1.9)

che esprime appunto la natura tensoriale della curvatura di Riemann. Per-
tanto, presa una base coordinata per lo spazio tangente, la valutazione di R
su una terna di vettori arbitrari può essere sviluppata secondo la relazione

R(X, Y, Z) =
∑
λ,µ,ν

XλY µZνR(eλ, eµ)eν . (14.1.10)

Anche per la torsione è istruttivo fare un calcolo analogo, ovvero

T (fX, gY ) = ∇fX(gY )−∇gY (fX)− [fX, gY ]

= f∇X(gY )− g∇Y (fX)− fX[g]Y + gY [f ]X − fg[X, Y ]

= f {X[g]Y + g∇XY } − g {Y [f ]X + f∇YX} − fX[g]Y

+gY [f ]X − fg[X, Y ]

= fg
(
∇XY −∇YX − [X, Y ]

)
+ fX[g]Y − gY [f ]X

−fX[g]Y + gY [f ]X

= fgT (X, Y ). (14.1.11)

Quindi, sviluppando X, Y in una base coordinata, si trova

T (X, Y ) = T (
∑
µ

Xµeµ,
∑
ν

Y νeν) =
∑
µ,ν

T (Xµeµ, Y
νeν)

=
∑
µ,ν

XµY νT (eµ, eν). (14.1.12)
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14.2 Parallelismo rispetto ad una superficie

Il concetto di trasporto parallelo, che abbiamo scoperto nel capitolo prece-
dente, fu uno dei fondamentali contributi originali di Tullio Levi-Civita,
dopo che il calcolo differeziale assoluto era stato creato da Gregorio Ricci-
Curbastro (Esposito e Dell’Aglio 2019). Può quindi avere valore pedagogico
una breve digressione in cui delineiamo come Levi-Civita pervenne a tale
concetto.

Levi-Civita rappresenta con y1, y2, y3 le coordinate cartesiane dei punti
dello spazio euclideo tridimensionale, riferiti a tre assi ortogonali. Considera
poi una porzione di superficie σ e suppone che si sia stabilita una corrispon-
denza biunivoca fra i punti di σ e le coppie di valori che si possono attribuire
a due parametri x1, x2 entro un certo aperto C di un piano rappresentativo
degli argomenti x1, x2. Pertanto i punti di σ e con essi le loro coordinate
cartesiane yν sono funzioni ben determinate e finite di x1, x2 in C, e si può
scrivere

yν = yν(x
1, x2), ν = 1, 2, 3, (14.2.1)

ammettendo inoltre che le yν siano di classe Ck in C per un valore oppor-
tuno di k. Nello spazio euclideo con le coordinate yν appena introdotte, una
direzione spiccata da un punto generico P si può pensare individuata me-
diante uno spostamento infinitesimo attribuito a P . Ora supponiamo che
P appartenga a σ, e consideriamo le direzioni spiccate da P e tangenti al-
la superficie. Per individuarle, servono punti P ′ infinitamente prossimi a P
e appartenenti a σ. Dette x1, x2 le coordinate superficiali di P , possiamo
individuare P ′ con le coordinate superficiali

x1 + dx1, x2 + dx2.

Pertanto, ad ogni coppia dx1, dx2 corrisponde una ed una sola direzione tan-
genziale spiccata da P . Viceversa, ad una direzione corrispondono infinite
coppie dx1, dx2, che differiscono per un fattore di proporzionalità positivo,
poiché la lunghezza del segmento PP ′ che si è scelto a individuare la direzione
è a priori arbitraria, purché infinitesima (il punto P ′ essendo infinitamente
vicino a P ). Per rendere biunivoca la corrispondenza si assumono, per in-
dividuare una direzione, al posto dei differenziali dxi, le quantità ad essi
proporzionali

λi =
dxi

ds
, i = 1, 2,

che non mutano moltiplicando dxi per un fattore positivo, poiché allora anche
ds riscala per lo stesso fattore. Le λi sono dette i parametri della direzione, e
si riducono ai coseni direttori nel caso in cui la superficie σ sia piana e x1, x2
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rappresentino coordinate cartesiane ortogonali. I parametri della direzione
non sono indipendenti, poiché obbediscono alla relazione

2∑
i,k=1

aik λ
i λk = 1,

che si ottiene dalla forma (14.2.8) della metrica su σ, e che fa riscontro alla
nota identità del piano euclideo.

Levi-Civita indica con R un generico vettore tangente tracciato da P , e
con dR l’incremento vettoriale di R durante il trasporto parallelo dal punto P
a un punto P1. Tale dR deve essere perpendicolare ad ogni direzione tangente
a σ in P , la quale è determinata da uno spostamento infinitesimo del punto
P con associato vettore δP . La condizione di perpendicolarità è l’annullarsi
del prodotto scalare (dette dYν le componenti di dR e δyν quelle di δP ):

dR · δP = 0 =⇒
3∑

ν=1

dYν δyν = 0. (14.2.2)

Questa è l’equazione simbolica del parallelismo, ma in questa forma non è
ancora espressa in modo intrinseco. Per ottenere una forma intrinseca, Levi-
Civita (1925) fa uso da un lato della definizione (14.2.1), da cui le componenti
di δP sono

δyν =
2∑

k=1

∂yν
∂xk

δxk, (14.2.3)

e dall’altro sa che le Yν sono

Yν =
2∑
i=1

∂yν
∂xi

Ri. (14.2.4)

A questo stadio, Levi-Civita (1925) trova che, posto

τk ≡
2∑
j=1

3∑
ν=1

∂yν
∂xk

d

(
∂yν
∂xj

Rj

)
, (14.2.5)

la (14.2.2) diventa
2∑

k=1

τk δx
k = 0 =⇒ τk = 0, (14.2.6)

essendo le δxk completamente arbitrarie. Dopo opportuni passaggi (Levi-
Civita 1925), la (14.2.6) fornisce le equazioni differenziali del parallelismo
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che sono la desiderata forma intrinseca:

dRi = −
2∑

j,l=1

ΓijlR
jdxl, (14.2.7)

ove i Γijl sono i simboli di Christoffel di seconda specie associati alla metrica
sulla porzione σ di superficie:

2∑
i,k=1

aikdx
i ⊗ dxk =

3∑
ν=1

dyν ⊗ dyν . (14.2.8)

14.2.1 Parallelismo su varietà a n dimensioni

Levi-Civita (1917) estese poi la nozione di parallelismo ad una varietà qualunque,
gettando le basi per la moderna teoria delle connessioni che noi studieremo
nei capitoli 18, 19 e 20 (vedasi postfazione di T. Regge in Levi-Civita (1982)).
In tale ambito, si studia una varietà di Riemann Vn = (Mn, g) con metrica

g =
n∑

i,k=1

gikdx
i ⊗ dxk, (14.2.9)

e si riguarda Vn come immersa in uno spazio euclideo SN di dimensione
N ≤ n(n+1)

2
. Sia C una curva in Vn, di equazioni parametriche xi = xi(s), s

essendo un parametro reale, un arco contato da un’origine arbitraria. L’ipote-
si fondamentale è che, ad ogni punto P ∈ C, corrisponda una direzione (α)
appartenente a Vn. Siano inoltre ξi(s) i parametri di direzione (vedasi com-
menti alla fine di tale paragrafo) che definiscono la (α) entro Vn, e siano αν(s)
i coseni direttori che individuano la (α) nello spazio ambiente SN . Il legame
tra coseni direttori e parametri di direzione è fornito dall’equazione

αν =
n∑
l=1

∂yν
∂xl

ξl, (14.2.10)

le yν essendo coordinate locali su SN .
Il concetto di parallelismo in forma non intrinseca richiede che, indicata

con (f) una generica direzione fissa di SN , l’angolo formato tra le direzioni
(f) ed (α) eguagli l’angolo tra le direzioni (f) e (β), ∀(β) 6= (α). Siano ora
fν i coseni direttori della direzione (f), tramite i quali il coseno dell’angolo
formato dalle direzioni (α) e (f) assume la forma

cos (̂α)(f) =
N∑
ν=1

ανfν . (14.2.11)
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Se il parametro s varia di ds, tale coseno subisce l’incremento

d

(
N∑
ν=1

ανfν

)
= ds

N∑
ν=1

dαν
ds

fν . (14.2.12)

In geometria euclidea, il parallelismo (ordinario) richiede che l’incremento
(14.2.12) deve annullarsi per tutte le direzioni (f), da cui segue che αν deve
essere costante, come funzione di s, per ogni ν = 1, 2, ..., N .

In geometria non euclidea, l’angolo fra le direzioni (α) e (f) si mantiene
invariato per le direzioni (f) appartenenti a Vn, da cui segue che l’incremento
(14.2.12) si annulla solo per le direzioni tangenziali. Tali direzioni sono tutte
e sole quelle compatibili con le equazioni che esprimono l’immersione di Vn
in SN :

yν = yν(x
1, ..., xn) ν = 1, ..., N, (14.2.13)

ovvero tali che
N∑
ν=1

dαν
ds

δyν = 0, (14.2.14)

per ogni variazione δyν conciliabile con le (14.2.13), dalle quali si trova che

δyν =
n∑
k=1

∂yν
∂xk

δxk, (14.2.15)

le δxk essendo completamente arbitrarie. Pertanto la (14.2.14) assume la
forma

N∑
ν=1

dαν
ds

∂yν
∂xk

= 0. (14.2.16)

Questa equazione esprime il parallelismo delle direzioni (α) lungo la curva
C. A questo stadio, si sostituiscono ai coseni direttori αν le loro espressioni
(14.2.10) in funzione dei parametri di direzioni, dalle quali si ottiene

dαν
ds

=
n∑
l=1

∂yν
∂xl

dξl

ds
+

n∑
j,l=1

∂2yν
∂xj∂xl

dxj

ds
ξl. (14.2.17)

Tale formula va a sua volta inserita nella (14.2.16), il che rende necessario
osservare che, essendo possibile riesprimere la metrica (14.2.9) nella forma

g =
N∑
ν=1

dyν ⊗ dyν , (14.2.18)
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si ha

gkl =
N∑
ν=1

∂yν
∂xk

∂yν
∂xl

, (14.2.19)

e dunque un paziente uso della regola di Leibniz conduce alla identità

N∑
ν=1

∂2yν
∂xj∂xl

∂yν
∂xk

=
1

2

(
∂gkl
∂xj

+
∂gjk
∂xl
− ∂gjl
∂xk

)
≡ [jl, k]. (14.2.20)

I simboli [jl, k] sono i simboli di Christoffel di prima specie . Dalle (14.2.16),
(14.2.17) e (14.2.20) otteniamo

n∑
l=1

gkl
dξl

ds
+

n∑
j,l=1

[jl, k]
dxj

ds
ξl = 0. (14.2.21)

Da ultimo, moltiplicando la (14.2.21) per le componenti controvarianti della
metrica g e sommando sugli indici ripetuti, si ottiene

dξi

ds
+
∑
j,l

Γijl
dxj

ds
ξl = 0, (14.2.22)

ove abbiamo fatto uso dei familiari simboli di Christoffel di seconda specie

Γijl =
n∑
k=1

(g−1)ik[jl, k]. (14.2.23)

La (14.2.22) stabilisce come variano i parametri ξi lungo la curva C, se le
direzioni da essi individuate si mantengono parallele. Col linguaggio moderno
del paragrafo 13.5, le ξi sono le componenti di un campo vettoriale lungo la
curva C, e le dxj

ds
sono le componenti del vettore tangente a C.

Il concetto di parallelismo permise di comprendere da dove discende il
ruolo matematico del tensore di Riemann, in quanto, come vedremo nel para-
grafo 14.4, il trasporto parallelo di vettori lungo curve diverse produce alfine
elementi diversi dello stesso spazio tangente in un punto.

14.3 Torsione e curvatura in base coordinata

Terminata la nostra digressione sull’originale concepimento del trasporto pa-
rallelo, possiamo riprendere il nostro cammino principale. Poiché torsione e
curvatura sono tensori, la loro azione su vettori è determinata quando è nota
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la loro azione su vettori di base. Rispetto alla base coordinata {eµ} e alla
base duale {dxµ}, le componeti di torsione e curvatura sono date da

T λµν =
〈
dxλ, T (eµ, eν)

〉
=
〈
dxλ,∇µeν −∇νeµ

〉
=

〈
dxλ,

∑
ρ

(
Γρµνeρ − Γρνµeρ

)〉
=
∑
ρ

〈
dxλ, eρ

〉
Γρµν −

∑
ρ

〈
dxλ, eρ

〉
Γρνµ

= Γλµν − Γλνµ, (14.3.1)

e

Rρ
λµν = 〈dxρ, R(eµ, eν)eλ〉 = 〈dxρ,∇µ∇νeλ −∇ν∇µeλ〉

=

〈
dxρ,∇µ

(∑
σ

Γσνλeσ

)
−∇ν

(∑
σ

Γσµλeσ

)〉
=
∑
σ

〈dxρ, (∂µΓσνλ) eσ〉+
∑
σ,ξ

〈
dxρ,ΓσνλΓ

ξ
µσeξ

〉
−
∑
σ

〈
dxρ,

(
∂νΓ

σ
µλ

)
eσ
〉
−
∑
σ,ξ

〈
dxρ,ΓσµλΓ

ξ
νσeξ

〉
= ∂µΓρνλ − ∂νΓ

ρ
µλ +

∑
σ

(
ΓσνλΓ

ρ
µσ − ΓσµλΓ

ρ
νσ

)
, (14.3.2)

dove nella (14.3.2) abbiamo fatto uso della proprietà

∇µ(fX) = eµ[f ]X + f∇µX, (14.3.3)

dalla quale si ottiene

∇µ (Γσνλeσ) = (∂µΓσνλ) eσ + Γσνλ∇µeσ

= (∂µΓσνλ) eσ + Γσνλ
∑
ξ

Γξµσeξ. (14.3.4)

Da tali formule troviamo che

T λµν = −T λνµ, R
ρ
λµν = −Rρ

λνµ. (14.3.5)

14.4 Significato geometrico della curvatura

Mostriamo ora che il trasporto parallelo non è integrabile, ovvero che, muoven-
dosi lungo due curve diverse γ e γ′ per trasportare parallelamente un vet-
tore in p fino al punto r, si ottengono vettori diversi. Sia V0 ∈ Tp(M) e
trasportiamolo parallelamente lungo la curva γ = pqr come in Fig. 14.1.
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Figura 14.1: Non integrabilità del trasporto parallelo.

Poniamo V0 = U , Vγ = V , Vγ′ = W . Si ha allora dalla (14.2.7)

V µ(q) = Uµ −
∑
ρ,ν

UρΓµνρ(p)ε
ν , (14.4.1)

e successivamente

V µ(r) = V µ(q)−
∑
ρ,ν

V ρ(q)Γµνρ(q)δ
ν

= Uµ −
∑
ρ,ν

UρΓµνρε
ν

−
∑
ρ,ν

[
Uρ −

∑
λ,ζ

UλΓρζλε
ζ

][
Γµνρ(p) +

∑
σ

∂σΓµνρ(p)ε
σ

]
δν

= Uµ −
∑
ρ,ν

UρΓµνρ(p)(ε
ν + δν)

−
∑
ρ,λ,ν

Uρ

[
∂λΓ

µ
νρ(p)−

∑
σ

Γσλρ(p)Γ
µ
νσ(p)

]
ελδν

+O(ε2δ). (14.4.2)

Con procedura analoga, il trasporto parallelo di U lungo la curva γ′ = psr
come in Fig. 14.1 fornisce un altro vettore W ∈ Tr(M) avente componenti

W µ(r) ∼= Uµ −
∑
ρ,ν

UρΓµνρ(p)(δ
ν + εν)

−
∑
ρ,λ,ν

Uρ

[
∂νΓ

µ
λρ(p)−

∑
σ

Γσνρ(p)Γ
µ
λσ(p)

]
ελδν

+O(ε2δ). (14.4.3)
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Dalle (14.4.2) e (14.4.3) ne consegue che

W µ(r)− V µ(r) =
∑
ρ,λ,ν

Uρ
[
∂λΓ

µ
νρ(p)− ∂νΓ

µ
λρ(p)

+
∑
σ

(
Γσνρ(p)Γ

µ
λσ(p)− Γσλρ(p)Γ

µ
νσ(p)

)]
ελδν

=
∑
ρ,λ,ν

UρRµ
ρλνε

λδν . (14.4.4)

Pertanto il tensore di Riemann rende effettivamente conto della non integra-
bilità del trasporto parallelo.

14.5 Interpretazione geometrica della torsione

Sia p ∈M un punto di coordinate xµ, e siano

X =
∑
µ

εµeµ, Y =
∑
µ

δµeµ

vettori infinitesimi in Tp(M). Se questi vettori sono riguardati come piccoli
spostamenti, essi definiscono due punti q e s in prossimità di p:

q = q(xµ + εµ), s = s(xµ + δµ).

Il trasporto parallelo di X lungo la linea ps in Fig. 14.2 fornisce il vettore

Figura 14.2: Interpretazione geometrica della torsione.
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sr1 le cui componenti sono

εµ −
∑
ν,λ

ελΓµνλδ
ν .

Il vettore di spostamento che collega p a r1 è

pr1 = ps+ sr1, (14.5.1)

ed ha componenti

δµ + εµ −
∑
ν,λ

Γµνλε
λδν . (14.5.2)

Con lo stesso metodo, si trova il vettore

pr2 = pq + qr2, (14.5.3)

che ha le componenti

εµ + δµ −
∑
ν,λ

Γµλνε
λδν . (14.5.4)

In generale, i punti r1 e r2 sono diversi, e si trova che

r2r1 = pr2 − pr1, (14.5.5)

con le associate componenti∑
ν,λ

(Γµνλ − Γµλν) ε
λδν =

∑
λ,ν

T µνλε
λδν , (14.5.6)

a meno di termini O(εiδj), (i+ j) ≥ 3. Dunque il tensore di torsione misura
di quanto non riesce a chiudersi il parallelogramma curvilineo formato dai
vettori di spostamento e dai loro trasporti paralleli (Fig. 14.2).

14.6 Tensore di Ricci e la sua traccia

Il tensore di Ricci si ottiene per contrazione dal tensore di Riemann. Esso è
un tensore di tipo (0, 2):

Ric(X, Y ) = R(X, Y ) =
∑
µ

〈dxµ, R(eµ, Y )X〉 . (14.6.1)

Le componenti in base coordinata di tale tensore sono

Rµν = R(eµ, eν) =
∑
λ

Rλ
µλν . (14.6.2)
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Altri autori definiscono il tensore di Ricci contraendo la prima con la quarta
componente del tensore di Riemann.

La traccia del tensore di Ricci è

R =
∑
µ,ν

(
g−1
)µνRµν . (14.6.3)

.

14.7 Connessione di Levi-Civita

Se il tensore di torsione T (X, Y ) si annulla, la connessione affine ∇ è simme-
trica in basi coordinate, ovvero i coefficienti di connessione sono simmetrici:

Γλµν = Γλνµ.

Teorema 14.1. Teorema fondamentale della geometria riemanniana e pseu-
doriemanniana: su una varietà (M, g), esiste un’unica connessione simmetri-
ca compatibile con la metrica g. Questa prende il nome di connessione di
Levi-Civita.

Dimostrazione. Sia ∇ una connessione affine arbitraria avente coefficienti
di connessione

Γ̃ρµν =

{
ρ

µν

}
+Kρ

µν , (14.7.1)

ove
{

ρ
µν

}
sono i simboli di Christoffel di seconda specie, e Kρ

µν sono le

componenti della contorsione:

Kρ
µν =

1

2

(
T ρ
ν µ + T ρ

µ ν + T ρµν
)
. (14.7.2)

Teniamo ora a mente che, se Ψ è un campo tensoriale di tipo (1, 2), allora

Γρµν ≡ Γ̃ρµν + Ψρ
µν (14.7.3)

è anch’esso un coefficiente di connessione, ovvero si trasforma in modo ino-
mogeneo come Γ̃ρµν . Ma allora, scegliendo

Ψρ
µν = −Kρ

µν , (14.7.4)

troviamo

Γρµν = Γ̃ρµν −Kρ
µν =

{
ρ

µν

}
=

1

2

∑
λ

(
g−1
)ρλ(

∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν
)
. (14.7.5)
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Questi coefficienti di connessione sono simmetrici per costruzione, e certa-
mente unici una volta assegnata una metrica. Q.E.D.

Esercizio 14.1. Sia f ∈ C∞(M). Si dimostri allora che, per una generica
connessione affine,

(∇µ∇ν −∇ν∇µ) f =
∑
ρ

T ρµν∇ρf. (14.7.6)

Pertanto, le derivate covarianti di una funzione liscia non commutano se la
torsione non si annulla.

Esercizio 14.2. Si usi la formula (13.6.8) per le componenti della derivata
covariante di un campo di 1-forma per dimostrare che

dω =
∑
µ,ν

(∇µω)νdx
µ ∧ dxν . (14.7.7)

Esercizio 14.3 Sia ω un campo di 1-forma e sia U il corrispondente campo
vettoriale, di componenti

Uµ =
∑
ν

(
g−1
)µν

ων . (14.7.8)

Si dimostri che, per ogni campo vettoriale V su M , si ha

g(∇XU, V ) = 〈∇Xω, V 〉 . (14.7.9)

14.8 Geodetiche

Le geodetiche definite in modo variazionale rispetto alla connessione di Levi-
Civita forniscono un estremo locale della lunghezza di una curva che collega
due punti. Parametrizziamo una curva con la distanza s lungo di essa: xµ =
xµ(s). La lunghezza di un cammino γ che collega i punti p e q è (la formula
che segue vale nel caso riemanniano; nel prossimo capitolo definiremo la
lunghezza d’arco a seconda della segnatura della metrica)

I(γ) =

∫
γ

√∑
µ,ν

gµν
dxµ

ds

dxν

ds
ds. (14.8.1)

Anziché derivare le equazioni di Eulero-Lagrange dalla (14.8.1), consideriamo
un problema lievemente più semplice. Sia

F =
1

2

∑
µ,ν

gµν
dxµ

ds

dxν

ds
, (14.8.2)
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e scriviamo

I(γ) =

∫
γ

L(F )ds. (14.8.3)

Posto x′λ = dxλ

ds
, le equazioni di Eulero-Lagrange per il problema originario

sono
d

ds

(
∂L

∂x′λ

)
− ∂L

∂xλ
= 0. (14.8.4)

Pertanto, F = L2

2
soddisfa

d

ds

(
∂F

∂x′λ

)
− ∂F

∂xλ
= L

[
d

ds

(
∂L

∂x′λ

)
− ∂L

∂xλ

]
+
∂L

∂x′λ
dL

ds
=

∂L

∂x′λ
dL

ds
= 0, (14.8.5)

poiché, ponendo L = 1, la derivata di L rispetto a s si annulla. Ma allora,
poiché F soddisfa le equazioni di Eulero-Lagrange, possiamo scrivere che∑

µ

d

ds

(
gλµx

′µ)− 1

2

∑
µ,ν

∂gµν
∂xλ

x′
µ
x′
ν

=
∑
µ,ν

∂gλµ
∂xν

x′
µ
x′
ν

+
∑
µ

gλµ
d2xµ

ds2
− 1

2

∑
µ,ν

∂gµν
∂xλ

x′
µ
x′
ν

=
∑
µ

gλµ
d2xµ

ds2
+
∑
µ,ν

1

2

(
∂gλµ
∂xν

+
∂gλν
∂xµ

− ∂gµν
∂xλ

)
dxµ

ds

dxν

ds

= 0. (14.8.6)

Se alfine moltiplichiamo per (g−1)
ρλ

e sommiamo su λ, otteniamo l’equazione
delle geodetiche (già incontrata):

d2xρ

ds2
+
∑
µ,ν

Γρµν
dxµ

ds

dxν

ds
= 0. (14.8.7)

In particolare, sulla 2-sfera le (14.8.7) assumono la forma

d2θ

ds2
− sin(θ) cos(θ)

(
dφ

ds

)2

= 0,
d2φ

ds2
+ 2 cot(θ)

dφ

ds

dθ

ds
= 0, (14.8.8)

poiché i coefficienti di connessione non nulli assumono i valori

Γθφφ = − sin(θ) cos(θ), Γφφθ = Γφθφ = cot(θ). (14.8.9)



Capitolo 15

Geometria riemanniana. III

15.1 Distanza in geometria riemanniana

Sia γ : [0, 1] −→ M una curva che appartiene all’insieme Ωpq delle curve
regolari a tratti che collegano i punti p e q, ovvero curve regolari in ogni
sottointervallo chiuso [ti, ti+1]. Si definisce allora la lunghezza d’arco rieman-
niana

LR(γ) =
k−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

√
g(γ′(t), γ′(t)) dt. (15.1.1)

La funzione distanza riemanniana è una applicazione

dR : M ×M −→ [0,∞[ (15.1.2)

definita come l’estremo inferiore di tutte le lunghezze d’arco riemanniane
(Esposito 1992):

dR(p, q) ≡ inf {LR(γ) : γ ∈ Ωpq} . (15.1.3)

Essa possiede le seguenti proprietà:

(i) Simmetria:

dR(p, q) = dR(q, p), ∀ p, q ∈ M. (15.1.4)

(ii) Diseguaglianza triangolare:

dR(p, q) ≤ dR(p, r) + dR(r, q), ∀ p, q, r ∈ M. (15.1.5)

(iii) Distanza nulla solo per punti coincidenti:

dR(p, q) = 0⇐⇒ p = q. (15.1.6)

181



182 CAPITOLO 15. GEOMETRIA RIEMANNIANA. III

(iv) Continuità della funzione distanza: ∀p ∈ M , ∀ε > 0, le palle metriche
(anche dette palle aperte)

B(p, ε) ≡ {q ∈M : dR(p, q) < ε} , (15.1.7)

sono una base per la topologia della varietà M .

15.2 Distanza in geometria lorentziana

Sia Ω̃pq l’insieme di tutte le curve γ : [0, 1] −→ M con vettore tangente
di tipo tempo o luce (ovvero non di tipo spazio, ovvero causali) dirette nel
futuro da p a q, ovvero tali che:

γ(0) = p, γ(1) = q, (15.2.1)

e che sono regolari negli intervalli chiusi [ti, ti+1] ∀i = 0, 1, ..., n − 1. Allora
la lunghezza d’arco lorentziana è definita dalla sommatoria

L(γ) ≡
n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

√
−g(γ′(t), γ′(t)) dt, (15.2.2)

e l’associata funzione distanza lorentziana è una applicazione

dL : M ×M −→ R ∪ {∞} , (15.2.3)

che vale 0 se q non appartiene al futuro causale di p (ovvero l’insieme di tutti
i punti r tali che esiste una curva di tipo tempo o luce diretta nel futuro da
p a r), e invece vale

dL(p, q) ≡ sup
{
Lg(γ) : γ ∈ Ω̃pq

}
(15.2.4)

se q appartiene al futuro causale di p.

15.3 Geodetiche sulla 2-sfera

Ora facciamo un calcolo di geodetiche in geometria riemanniana. Nel caso
della 2-sfera, ottenute le equazioni (14.8.8), possiamo porre θ = θ(φ). Allora

dθ

ds
=
dθ

dφ

dφ

ds
,
d2θ

ds2
=
d2θ

dφ2

(
dφ

ds

)2

+
dθ

dφ

d2φ

ds2
, (15.3.1)
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e sostituendo la seconda di tali formule nella prima delle (14.8.8) si trova(
d2θ

dφ2
− sin(θ) cos(θ)

)(
dφ

ds

)2

+
dθ

dφ

d2φ

ds2
= 0. (15.3.2)

La (15.3.2), assieme alla seconda delle (14.8.8), fornisce

d2θ

dφ2
− 2 cot(θ)

(
dθ

dφ

)2

− sin(θ) cos(θ) = 0. (15.3.3)

Questa è una equazione differenziale non lineare a coefficienti variabili, ma
basta porre

f(θ(φ)) ≡ cot(θ(φ)) (15.3.4)

per trasformarla nell’equazione lineare a coefficienti costanti(
d2

dφ2
+ 1

)
f = 0, (15.3.5)

che è risolta da

f(θ(φ)) = cot(θ(φ)) = A cos(φ) +B sin(φ), (15.3.6)

da cui segue immediatamente l’equazione

A sin(θ) cos(φ) +B sin(θ) sin(φ)− cos(θ) = 0. (15.3.7)

Questa equazione corrisponde a un grande cerchio che giace in un piano il
cui vettore normale è (A,B,−1).

15.4 Geodetiche con la metrica di Poincaré

Nel semipiano superiore del piano euclideo, ossia l’insieme dei punti di coor-
dinate (x, y) aventi y > 0, introduciamo la metrica di Poincaré

g = y−2
(
dx⊗ dx+ dy ⊗ dy

)
. (15.4.1)

Pertanto, ponendo x′ ≡ dx
ds

, y′ ≡ dy
ds

, le equazioni delle geodetiche sono

x′′ − 2

y
x′y′ = 0, (15.4.2)

y′′ − 1

y

(
x′

2
+ 3y′

2
)

= 0. (15.4.3)
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Nella (15.4.2) dividiamo per x′, trovando

x′′

x′
= 2

y′

y
=⇒ d

ds
log

(
x′

y2

)
= 0 =⇒ x′

y2
=

1

R
= costante. (15.4.4)

Scegliamo ora il parametro s cos̀ı che il vettore (x′, y′) abbia lunghezza
unitaria: (

x′

y

)2

+

(
y′

y

)2

= 1 =⇒
( y
R

)2

+

(
y′

y

)2

= 1. (15.4.5)

Da tale formula, ponendo y ≡ R sin(t), troviamo

ds =
dy

y
√

1− y2

R2

=
dt

sin(t)
, (15.4.6)

da cui alfine

x′ =
y2

R
= R sin2(t), (15.4.7)

x =

∫
x′ ds =

∫
R sin(t)dt = −R cos(t) + x0. (15.4.8)

Pertanto stiamo studiando la circonferenza che funge da bordo del cerchio
di raggio R centrato in (x0, 0). Le geodetiche massimamente estese hanno
t ∈]0, π[, e inoltre hanno lunghezza

I =

∫ π−ε

ε

ds

dt
dt =

∫ π−ε

ε

dt

sin(t)

= −1

2
log

(
1 + cos(t)

1− cos(t)

)∣∣∣∣π−ε
ε

, (15.4.9)

che tende all’infinito se ε tende a 0.

15.5 Le coordinate normali geodetiche

Le coordinate normali geodetiche sono coordinate locali su una varietà con
connessione affine definite mediante la mappa esponenziale (cf. paragrafo
10.1)

exp : V ⊂ Tp(M) −→M

e mediante un isomorfismo

E : Rn −→ Tp(M)
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dato da una base qualsivoglia dello spazio tangente nel punto fisso p ∈ M .
Se si impone la struttura aggiuntiva di una metrica riemanniana, allora si
può richiedere in aggiunta che la base definita da E sia ortonormale, e si
parla allora di sistema di coordinate normali di Riemann. Esse esistono su
un intorno normale di un punto p ∈ M . Tale concetto viene definito come
segue.

Definizione 15.1. Un intorno normale U è un sottoinsieme aperto di M tale
che esiste un intorno proprio Ũ dell’origine in Tp(M), e la mappa esponenziale

agisce come un diffeomorfismo tra U e Ũ . Su un intorno normale U di p ∈M ,
la carta (U,ϕ) ha

ϕ ≡ E−1 � exp−1 : U −→ Rn. (15.5.1)

Va sottolineato che l’isomorfismo E (e quindi la carta (U,ϕ)) non è per niente
unico.

Definizione 15.2. Un intorno normale convesso è un intorno normale di
ogni p ∈M .

Nel caso di connessioni affini simmetriche, l’esistenza di tali intorni, che
formano una base per la topologia, è stata dimostrata da Whitehead (1935).
Le coordinate normali posseggono quatro fondamentali proprietà che ora
descriviamo.

(1) Sia V ∈ Tp(M) con componenti V µ in coordinate locali, e sia γV la
geodetica per la quale

γV (0) = p, γ′V (0) = V. (15.5.2)

Allora in coordinate normali si ha

γV (t) = (tV 1, ..., tV n) (15.5.3)

fino a che γV si trova in U . Pertanto, i cammini radiali in coordinate normali
sono esattamente le geodetiche passanti per p.

(2) Il punto p viene identificato con l’origine.

(3) In coordinate normali di Riemann in p, le componenti della metrica
riemanniana sono gµν(p) = δµν .

(4) I simboli di Christoffel di seconda specie si annullano in p, e pertanto

Rρ
λµν(p) = ∂µΓρνλ(p)− ∂νΓ

ρ
µλ(p), (15.5.4)

∇XT = X[T ] =
∑
µ

Xµ∂µ[T ], (15.5.5)
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per ogni campo tensoriale T . Nel caso di segnatura riemanniana della metri-
ca, si ha inoltre

∂gµν
∂xλ

(p) = 0, ∀λ, µ, ν. (15.5.6)

Nell’intorno di p = (0, ..., 0) si ha poi

gµν(x) = δµν −
1

3

∑
σ,τ

Rµσντx
σxτ + O(|x|3), (15.5.7)

Γλµν(x) = −1

3

∑
τ

(
Rλνµτ (0) +Rλµντ (0)

)
xτ + O(|x|2). (15.5.8)

15.6 Tensori di Riemann e Ricci

Esercizio 15.1. Lo studente calcoli i tensori di Riemann e Ricci per la
metrica cosmologica di Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (posto c = 1)

g = −dt⊗ dt+ a2(t)

[
dr ⊗ dr

(1− kr2)
+ r2(dθ ⊗ dθ + sin2(θ)dφ⊗ dφ)

]
, (15.6.1)

e per la metrica di Schwarzschild che descrive uno spaziotempo a simmetria
sferica (posto anche G = 1):

g = −
(

1− 2M

r

)
dt⊗ dt+

dr ⊗ dr(
1− 2M

r

)
+r2

(
dθ ⊗ dθ + sin2(θ)dφ⊗ dφ

)
, (15.6.2)

ove 2M ∈]0, r[, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π[.
Come campo tensoriale di tipo (0, 4), il tensore di Riemann ha componenti

Rρλµν =
∑
σ

gρσR
σ
λµν , (15.6.3)

che hanno le seguenti proprietà di antisimmetria o simmetria:

Rρλµν = −Rρλνµ, Rρλµν = −Rλρµν , Rρλµν = Rµνρλ. (15.6.4)

Se la torsione T si annulla, il tensore di Ricci è simmetrico, e dunque in
componenti

Rµν = Rνµ se T = 0. (15.6.5)
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La prima identità di Bianchi con connessione di Levi-Civita è

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 =⇒
Rρλµν +Rρµνλ +Rρνλµ = 0. (15.6.6)

La seconda identità di Bianchi con connessione di Levi-Civita è

(∇XR)(Y, Z)V + (∇YR)(Z,X)V + (∇ZR)(X, Y )V = 0. (15.6.7)

Da tali identità discende, per contrazione, che il tensore di Einstein, avente
componenti controvarianti

Gµν = Rµν − 1

2

(
g−1
)µνR, (15.6.8)

obbedisce all’identità ∑
µ

(∇µG)µν = 0. (15.6.9)

Se la varietà M è bidimensionale, le componenti del tensore di Riemann sono
(detta K una costante)

Rρλµν = K(gρµgλν − gρνgλµ), (15.6.10)

Dunque il tensore di Ricci è proporzionale alla metrica in tal caso, e la traccia
del tensore di Ricci è pari a 2K. Se la varietà M è m-dimensionale, il tensore

di Riemann ha m2(m2−1)
12

componenti indipendenti.

15.7 Olonomia

Tale concetto sarà studiato più approfonditamente nei capitoli da 18 a 20.
Per il momento possiamo dire che, dato p ∈ (M, g), consideriamo l’insieme
dei cammini chiusi in p:

{γ(t) : t ∈ [0, 1], γ(0) = γ(1) = p} . (15.7.1)

Preso V ∈ Tp(M), ne facciamo il trasporto parallelo lungo γ(t). Dopo un
tragitto lungo γ(t), approdiamo in un nuovo vettore Xγ ∈ Tp(M). Pertan-
to, il cammino chiuso γ(t) e la connessione ∇ inducono una trasformazione
lineare

Pγ : Tp(M) −→ Tp(M). (15.7.2)

Per definizione, il gruppo di olonomia in p è l’insieme H(p) di tutte le
applicazioni nella (15.7.2). Assumiamo che H(p) agisca su Tp(M) dalla
destra:

PγX = Xh, h ∈ H(p). (15.7.3)
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In componenti, questo si scrive

PγX =
∑
µ,ν

Xµh ν
µ eν , (15.7.4)

ove gli eν sono i vettori di base di Tp(M). Sia Pγ′ �Pγ il trasporto parallello
effettuato dapprima lungo γ e poi lungo γ′. Posto

Pσ ≡ Pγ′ � Pγ, (15.7.5)

il cammino chiuso σ che ne risulta è

σ(t) = γ(2t) se t ∈
[
0,

1

2

]
, γ′(2t− 1) se t ∈

[
1

2
, 1

]
. (15.7.6)

Nel gruppo di olonomia, l’elemento unità è la mappa costante γp(t) = p, con
t ∈ [0, 1]. L’inversa della trasformazione Pγ è la trasformazione Pγ−1 , ove
γ−1(t) = γ(1 − t). Il gruppo di olonomia H(p) è contenuto propriamente
nel gruppo lineare generale GL(m,R), e GL(m,R) è il massimo gruppo di
olonomia possibile. In particolare, se (M, g) è parallelizzabile, ovvero se
esistono m campi vettoriali linearmente indipendenti ovunque su M , allora
H(p) può essere reso banale.

Se la connessione∇ è compatibile con la metrica, essa preserva la lunghez-
za dei vettori, ossia

g|p (Pγ(X), Pγ(X)) = g|p (X,X), X ∈ Tp(M). (15.7.7)

Pertanto H(p) è sottogruppo di SO(m) se (M, g) è orientabile e riemanniana,
oppure H(p) è sottogruppo di SO(m − 1, 1) se la metrica g ha segnatura
lorentziana.

15.8 Olonomia della connessione di Levi-Civita

su S2

Dallo studio delle geodetiche su S2, già conosciamo i coefficienti di connes-
sione. Consideriamo ora il vettore

X = Xθeθ +Xφeφ. (15.8.1)

Dall’equazione per il trasporto parallelo del capitolo 13:

dXµ

dt
+
∑
ν,λ

Γµνλ
dxν

dt
Xλ = 0, (15.8.2)
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abbiamo nel nostro caso

∂

∂φ
Xθ − sin(θ0) cos(θ0)Xφ = 0, (15.8.3)

∂

∂φ
Xφ + cot(θ0)Xθ = 0. (15.8.4)

Se deriviamo la (15.8.3) rispetto a φ e poi usiamo la (15.8.4), troviamo
l’equazione differenziale

d2Xθ

dφ2
− sin(θ0) cos(θ0)

dXφ

dφ
=
d2Xθ

dφ2
+ cos2(θ0)Xθ = 0, (15.8.5)

la cui soluzione generale è

Xθ = A cos(C0φ) +B sin(C0φ), C0 = cos(θ0). (15.8.6)

Quindi, ponendo Xθ(φ = 0) = 1, troviamo

Xθ = cos(C0φ), Xφ = −sin(C0φ)

sin(θ0)
. (15.8.7)

Dopo il trasporto parallelo lungo la 1-sfera θ = θφ, φ ∈ [0, 2π], perveniamo
al campo vettoriale

X(φ = 2π) = cos(2πC0)eθ −
sin(2πC0)

sin(θ0)
eφ. (15.8.8)

Ora il vettore originario è ruotato di Θ = 2π cos(θ0) ∈ [−2π, 2π[, e il gruppo
di olonomia in p ∈ S2 è SO(2). Altri casi notevoli sono

(i) S6 : H(p) = SO(6).

(ii) S3 × S3 : H(p) = SO(3)× SO(3).

(iii) S2 × S2 × S2 : H(p) = SO(2)× SO(2)× SO(2).

(iv) T 6 : H(p) è banale poiché il tensore di curvatura di Riemann si annulla
in tal caso.

15.9 Isometrie

Sulla varietà (M, g), un diffeomorfismo f da M in M è una isometria se
preserva la metrica:

f ∗gf(p) = gp. (15.9.1)
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Questo significa richiedere che

g(f∗X, f∗Y )|f(p) = g(X, Y )|p , ∀X, Y ∈ Tp(M). (15.9.2)

Se indichiamo con xµ le coordinate di p, e con yα le coordinate di f(p),
l’espressione in componenti della (15.9.2) diventa∑

α,β

∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
gαβ(f(p)) = gµν(p). (15.9.3)

Le isometrie formano gruppo, e poiché preservano la lunghezza dei vettori,
possono essere riguardate come moti rigidi. Ad esempio, in Rn, il gruppo
euclideo

En ≡ {F : x→ Ax+ T, A ∈ SO(n), T ∈ Rn} (15.9.4)

è il gruppo delle isometrie.

15.10 Trasformazioni conformi e riscalaggi di

Weyl

Sulla varietà (M, g), un diffeomorfismo f : M −→ M è una trasformazione
conforme se preserva la metrica a meno di un fattore di scala, ovvero

f ∗gf(p) = e2σgp, σ ∈ C∞(M). (15.10.1)

Pertanto deve aversi

g(f∗X, f∗Y )|f(p) = e2σ g(X, Y )|p , ∀X, Y ∈ Tp(M), (15.10.2)

la cui espressione in componenti (cf. (15.9.3)) è∑
α,β

∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
gαβ(f(p)) = e2σ(p)gµν(p). (15.10.3)

Il gruppo conforme Conf(M) è l’insieme di tutte le trasformazioni conformi
su (M, g).

Notiamo subito che le trasformazioni conformi preservano gli angoli. In-
fatti, detto θ l’angolo fra i vettori X e Y di Tp(M), si ha

cos(θ) =
gp(X, Y )√

gp(X,X)gp(Y, Y )
, (15.10.4)
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e d’altro canto, detto θ′ l’angolo fra f∗X e f∗Y , si ha

cos(θ′) =
e2σgp(X, Y )√

e2σgp(X,X)e2σgp(Y, Y )
=

gp(X, Y )√
gp(X,X)gp(Y, Y )

= cos(θ), (15.10.5)

ove, come sappiamo, gp(X, Y ) =
∑

µ,ν gµνX
µY ν .

Date invece due metriche g e h su M , si dice che h è collegata conforme-
mente a g se

h|p = e2σ(p) g|p =⇒ hµν(p) = e2σ(p)gµν(p). (15.10.6)

Pertanto si ottiene una ralazione di equivalenza fra metriche su M , e la classe
di equivalenza che ne risulta è la struttura conforme. La trasformazione

g −→ e2σ g (15.10.7)

è un riscalaggio di Weyl. L’insieme di tutti i riscalaggi di Weyl di (M, g)
viene indicato con Weyl(M).

Ad esempio, se z è una variabile complessa e w = f(z) è una funzione
olomorfa di z, allora, posto z ≡ x+iy, w ≡ u(x, y)+iv(x, y), l’applicazione f :
(x, y) −→ (u, v) è conforme poiché, usando le condizioni di Cauchy-Riemann

ux = vy, uy = −vx, (15.10.8)

si trova

du⊗ du+ dv ⊗ dv =

(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

)
⊗
(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

)
+

(
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy

)
⊗
(
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy

)
=

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
]

(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy). (15.10.9)
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Capitolo 16

Geometria riemanniana. IV

16.1 Riscalaggi di Weyl per vari tensori

Consideriamo un riscalaggio di Weyl che fa passare dalla metrica g alla me-
trica g = e2σ(p)g. Siano ∇ la derivata covariante rispetto a g e ∇ la derivata
covariante rispetto a g, e si definisca

K(X, Y ) ≡ ∇XY −∇XY. (16.1.1)

Sia U il campo vettoriale che corrisponde al campo di 1-forma dσ:

Z[σ] = 〈dσ, Z〉 = g(U,Z). (16.1.2)

Allora

K(X, Y ) = X[σ]Y + Y [σ]X − g(X, Y )U, (16.1.3)

e sfruttando le condizioni

∇Xg = 0, ∇Xg = 0, T (X, Y ) = 0, (16.1.4)

si trova (Nakahara 2003)

g(K(X, Y ), Z) = X[σ]g(Y, Z) + Y [σ]g(X,Z)− Z[σ]g(X, Y ). (16.1.5)

Dalla (16.1.3) si ottiene, in componenti,

K(eµ, eν) = ∇µeν −∇µeν =
∑
λ

(
Γ
λ

µν − Γλµν

)
eλ

= eµ[σ]eν + eν [σ]eµ − g(eµ, eν)
∑
ρ,λ

(
g−1
)ρλ

(∂ρσ)eλ, (16.1.6)

193
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da cui, a sua volta,

Γ
λ

µν = Γλµν + δλν∂µσ + δλµ∂νσ − gµν
∑
ρ

(
g−1
)ρλ

∂ρσ. (16.1.7)

Si può poi definire il campo tensoriale di tipo (1, 1)

B ≡ −X[σ]U +∇XU +
1

2
U [σ]X, (16.1.8)

in termini del quale le componenti del tensore di Riemann sono

R
ρ

λµν = Rρ
λµν − gνλB

ρ
µ + gµλB

ρ
ν +

∑
σ

gσλ
(
Bσ
µδ

ρ
ν −Bσ

ν δ
ρ
µ

)
, (16.1.9)

ove le componenti di

B =
∑
µ,ρ

Bρ
µ

∂

∂xρ
⊗ dxµ (16.1.10)

sono (posto σ,λ ≡ ∂λσ)

Bρ
µ = −σ,µ

∑
λ

(
g−1
)ρλ

σ,λ +
∑
λ

(
g−1
)ρλ(

∂µσ,λ −
∑
τ

Γτµλσ,τ

)
+

1

2

∑
λ,τ

(
g−1
)λτ

σ,λσ,τδ
ρ
µ. (16.1.11)

Pertanto, dopo una applicazione diligente di tali formule, si trovano le seguen-
ti relazioni per il tensore di Ricci e per la sua traccia (m essendo la dimensione
di M):

Rµν = Rµν − gµν
∑
λ

Bλ
λ − (m− 2)Bµν , (16.1.12)

e2σR = R− 2(m− 1)
∑
λ

Bλ
λ . (16.1.13)

Se ∀p ∈ (M, g) esiste una carta (U,ϕ) contenente p tale che gµν = e2σδµν ,
allora si dice che (M, g) è conformemente piatta.

Esercizio 16.1. Si studi se il tensore avente componenti

Cρλµν = Rρλµν −
1

(m− 2)

(
Rρµgλν −Rλµgρν +Rλνgρµ −Rρνgλµ

)
+

R
(m− 2)(m− 1)

(
gρµgλν − gρνgλµ

)
(16.1.14)

è indipendente da σ sotto riscalaggi di Weyl.
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16.2 Esempi di piattezza conforme

Ogni varietà di Riemann bidimensionale (M, g) è conformemente piatta. Se
originariamente, in coordinate locali, la metrica si scrive nella forma

g = gxxdx⊗ dx+ gxy(dx⊗ dy + dy ⊗ dx) + gyydy ⊗ dy, (16.2.1)

allora, posto

γ ≡ gxxgyy − (gxy)
2, (16.2.2)

si può riscrivere g nella forma

g =

(
√
gxxdx+

gxy + i
√
γ

√
gxx

dy

)
⊗
(
√
gxxdx+

gxy − i
√
γ

√
gxx

dy

)
. (16.2.3)

Dalla teoria delle equazioni differenziali sappiamo che esiste un fattore inte-
grante λ a valori complessi tale che

λ

(
√
gxxdx+

gxy + i
√
γ

√
gxx

dy

)
= du+ idv, (16.2.4)

λ

(
√
gxxdx+

gxy − i
√
γ

√
gxx

dy

)
= du− idv, (16.2.5)

da cui alfine

g =
1

|λ|2
(du⊗ du+ dv ⊗ dv), (16.2.6)

e ponendo 1
|λ|2 ≡ e2σ, otteniamo il sistema di coordinate desiderato. Le (u, v)

sono dette coordinate isoterme.
Sulla 2-sfera con metrica g = dθ ⊗ dθ + sin2(θ)dφ⊗ dφ, notando che

d

dθ
log

∣∣∣∣tan
θ

2

∣∣∣∣ =
1

sin(θ)
, (16.2.7)

l’applicazione f : (θ, φ) −→ (u, v) definita da

u = log

∣∣∣∣tan
θ

2

∣∣∣∣ , v = φ, (16.2.8)

fornisce una metrica conformemente piatta, poiché

g = sin2(θ)

(
dθ ⊗ dθ
sin2(θ)

+ dφ⊗ dφ
)

= sin2(θ)(du⊗ du+ dv ⊗ dv). (16.2.9)
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16.3 Campi vettoriali di Killing

Sia (M, g) una varietà di Riemann, e X un campo vettoriale su M . Dato ε
infinitesimo, se un campo vettoriale di spostamento εX genera una isometria,
si dice che X è un campo vettoriale di Killing. Le coordinate xµ di p ∈ M
cambiano allora per effetto dello spostamento xµ −→ xµ + εXµ(p). Se la
applicazione f che compie tale spostamento è una isometria, essa soddisfa la
condizione (cf. (15.9.3))∑

ρ,λ

∂

∂xµ
(xρ + εXρ)

∂

∂xν
(xλ + εXλ)gρλ(x+ εX) = gµν(x), (16.3.1)

da cui consegue l’equazione∑
ρ

[
Xρ∂ρgµν + (∂µX

ρ)gρν + (∂νX
ρ)gµρ

]
= 0, (16.3.2)

ovvero (
LXg

)
µν

= 0. (16.3.3)

Detto φt : M −→ M un gruppo ad un parametro di trasformazioni che
genera il campo di Killing X, l’equazione LXg = 0 significa che la geometria
locale non cambia nello spostarsi lungo φt. Dunque i campi vettoriali di
Killing rappresentano la direzione di simmetria di una varietà. Detta ∇ la
connessione di Levi-Civita, si ha inoltre

(LXg)µν = 0 =⇒ (∇µX)ν + (∇νX)µ = 0 =⇒
∂µXν + ∂νXµ − 2

∑
ρ

ΓρµνXρ = 0. (16.3.4)

Nello spaziotempo di Minkowski, la (16.3.4) diventa

∂µXν + ∂νXµ = 0. (16.3.5)

La (16.3.5) comporta che Xµ è al più lineare nelle xλ. Le soluzioni costanti

Xµ
i = δµi , i = 0, 1, 2, 3 (16.3.6)

corrispondono a traslazioni spaziotemporali. Quando poi cerchiamo soluzioni
nella forma Xµ =

∑
ν aµνx

ν , la (16.3.5) implica l’antisimmetria dei coef-
ficienti, ovvero aµν = −aνµ. Esistono invero 6 = 3 + 3 soluzioni di tale
forma:
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(i) Tre rotazioni spaziali:

X(j)0 = 0, X(j)m =
∑
n

εjmnx
n, (16.3.7)

ove j,m, n vanno da 1 a 3.

(ii) Tre boost di Lorentz lungo l’asse xk:

X(k)0 = xk, X(k)m = −δkmx0, (16.3.8)

ove k,m vanno da 1 a 3. Nello spaziotempo di Minkowski in dimensione
m, ove la metrica ha segnatura (m− 2), esistono m(m+1)

2
campi di Killing, m

generatori delle traslazioni, (m−1) generatori dei boost, (m−1)(m−2)
2

generatori
delle rotazioni spaziali.

Gli spazi massimamente simmetrici sono gli spazi col massimo numero di
campi vettoriali di Killing linearmente indipendenti, ovvero m(m+1)

2
. Se X e

Y sono campi vettoriali di Killing, valgono le proprietà:

(1) aX + bY è un campo di Killing ∀ a, b ∈ R.

(2) La parentesi di Lie [X, Y ] è anch’essa un campo di Killing.

Dimostrazione. La (1) discende immediatamente dalla linearità della deriva-
ta covariante. La (2) discende dalla formula

L[X,Y ]g = LXLY g − LYLXg = LX0− LY 0 = 0, (16.3.9)

poiché per ipotesi LXg = 0 e LY g = 0. Dunque i campi di Killing formano
un’algebra di Lie delle operazioni di simmetria sulla varietà (M, g).

Notiamo ora che la (16.3.2) è un caso particolare del calcolo di derivata di
Lie di un generico campo tensoriale T di tipo (0, 2), che quindi qui di seguito
riportiamo a fini pedagogici (cf. la (6.5.24)). A tal proposito, cominciamo
con l’osservare che, dalla (6.5.18), si ottiene la derivata di Lie dei vettori di
base dello spazio cotangente nella forma

LXdx
ν =

∑
µ

(∂µX
ν)dxµ. (16.3.10)
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Pertanto troviamo

LXT = LX
∑
µ,ν

Tµνdx
µ ⊗ dxν

=
∑
µ,ν

[(LXTµν)dx
µ ⊗ dxν + Tµν(LXdx

µ)⊗ dxν + Tµνdx
µ ⊗ LXdxν ]

=
∑
µ,ν

[
X[Tµν ]dx

µ ⊗ dxν + Tµν
∑
λ

(∂λX
µ)dxλ ⊗ dxν

+ Tµνdx
µ ⊗

∑
λ

(∂λX
ν)dxλ

]

=
∑
λ,µ,ν

Xλ∂Tµν
∂xλ

dxµ ⊗ dxν +
∑
ρ,µ,ν

Tρν(∂µX
ρ)dxµ ⊗ dxν

+
∑
ρ,µ,ν

Tµρ(∂νX
ρ)dxµ ⊗ dxν

=
∑
µ,ν

(LXT )µνdx
µ ⊗ dxν . (16.3.11)

ovvero

(LXT )µν =
∑
λ

[
Xλ∂Tµν

∂xλ
+ Tλν(∂µX

λ) + Tµλ(∂νX
λ)

]
. (16.3.12)

16.4 Campi di Killing sulla 2-sfera

Su una 2-sfera di raggio unitario, le Eq. (16.3.4) per le componenti di un
campo di Killing diventano

∂Xθ

∂θ
= 0 =⇒ Xθ = f(φ), (16.4.1)

∂Xφ

∂φ
= − sin(θ) cos(θ)f(φ) =⇒

Xφ = − sin(θ) cos(θ)

∫
f(φ)dφ+ g(θ), (16.4.2)

∂Xφ

∂θ
+
∂Xθ

∂φ
− 2 cot(θ)Xφ = 0. (16.4.3)

Osserviamo ora che, posto F (φ) ≡
∫
f(φ)dφ, la (16.4.2) fornisce

∂Xφ

∂θ
= (sin2(θ)− cos2(θ))F (φ) +

dg

dθ
, (16.4.4)
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mentre dalla (16.4.1) si ottiene

∂Xθ

∂φ
=
df

dφ
. (16.4.5)

Dalle (16.4.3)-(16.4.5) perveniamo all’equazione

F (φ)(sin2(θ)− cos2(θ)) +
dg

dθ
+
df

dφ

+2 cot θ(sin(θ) cos(θ)F (φ)− g(θ)) = 0. (16.4.6)

Tale equazione si riesprime nella forma

dg

dθ
− 2 cot(θ)g(θ) = − df

dφ
− F (φ), (16.4.7)

e dunque si risolve per separazione di variabili, ponendo

dg

dθ
− 2 cot(θ)g(θ) = C, (16.4.8)

df

dφ
+ F (φ) = −C. (16.4.9)

La (16.4.8) implica che

d

dθ

(
g(θ)

sin2(θ)

)
=

C

sin2(θ)
, (16.4.10)

e tale equazione, detta C1 una costante d’integrazione, viene risolta da

g(θ) = (C1 − C cot(θ)) sin2(θ). (16.4.11)

Derivando ora l’equazione (16.4.9) rispetto a φ, troviamo che

Xθ(φ) = f(φ) = A sin(φ) +B cos(φ), (16.4.12)

F (φ) =

∫
f(φ)dφ = −A cos(φ) +B sin(φ)− C. (16.4.13)

Allora dalla (16.4.2) si trova

Xφ = (A cos(φ)−B sin(φ)) sin(θ) cos(θ) + C1 sin2(θ). (16.4.14)

Finora abbiamo calcolato le componenti del campo di 1-forma associato al
campo di Killing. Usando la metrica della 2-sfera, otteniamo alfine il campo
di Killing

X = Xθ ∂

∂θ
+Xφ ∂

∂φ

= A

(
sin(φ)

∂

∂θ
+ cos(φ) cot(θ)

∂

∂φ

)
+ B

(
cos(φ)

∂

∂θ
− sin(φ) cot(θ)

∂

∂φ

)
+ C1

∂

∂φ
. (16.4.15)
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16.5 Campi di Killing conformi

Sia (M, g) una varietà di Riemann e X un campo vettoriale liscio su M .
Se uno spostamento infinitesimo dato da εXµ genera una trasformazione
conforme, si dice che X è un campo di Killing conforme. Dunque si richiede
che, sotto lo spostamento xµ → xµ + εXµ, si abbia (cf. (15.10.3))∑

ρ,λ

∂

∂xµ
(xρ + εXρ)

∂

∂xν
(xλ + εXλ)gρλ(x+ εX) = e2σgµν(x). (16.5.1)

Osservando che σ deve essere proporzionale a ε, poniamo

σ =
εψ

2
, (16.5.2)

ove ψ ∈ C∞(M). Alla luce della (16.5.1), le componenti della derivata di Lie
della metrica lungo il campo X devono essere proporzionali alle componenti
della metrica, ovvero

(LXg)µν =
∑
ρ

[Xρ∂ρgµν + (∂µX
ρ)gρν + (∂νX

ρ)gµρ]

= ψgµν , (16.5.3)

da cui, moltiplicando ambo i membri per le componenti controvarianti della
metrica e poi sommando su tutti i valori di µ e ν si trova il valore di ψ, ossia

ψ =
1

m

(∑
ρ,µ,ν

Xρ
(
g−1
)µν

∂ρgµν + 2
∑
µ

∂µX
µ

)
. (16.5.4)

Per i campi di Killing conformi, valgono le seguenti proprietà:

(i) Una combinazione lineare di campi di Killing conformi è ancora un campo
di Killing conforme. In formule, se

(LXg)µν = ϕgµν , (LY g)µν = ψgµν , (16.5.5)

allora
(LaX+bY g)µν = (aϕ+ bψ)gµν , ∀a, b ∈ R. (16.5.6)

(ii) Se X e Y sono dei Killing conformi, anche la loro parentesi di Lie lo è,
ossia esiste una funzione liscia ϕ per la quale(

L[X,Y ]g
)
µν

=
(
X[ϕ]− Y [ϕ]

)
gµν . (16.5.7)
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Nello spazio euclideo m-dimensionale (Rm, δ), con coordinate locali xµ, il
campo vettoriale

D ≡
∑
µ

xµ
∂

∂xµ
(16.5.8)

è un Killing conforme. Infatti

(LDδ)µν =
∑
ρ

[(∂µx
ρ)δρν + (∂νx

ρ)δµρ] = 2δµν . (16.5.9)

16.6 Basi non coordinate

Sappiamo finora che, nella base coordinata, lo spazio tangente Tp(M) è
spazzato dai vettori {eµ} =

{
∂
∂xµ

}
, e lo spazio cotangente dalle 1-forme

di base {dxµ}. Se ora si munisce M di una metrica, ci possono essere scelte
alternative, ovvero si possono considerare le combinazioni lineari

êa =
∑
µ

e µa
∂

∂xµ
, {e µa } ∈ GL(m,R), det {e µa } > 0. (16.6.1)

In questa formula {êa} è un frame, ossia un sistema di vettori di base ottenuto
per rotazione, mediante GL(m,R), della base originaria {eµ}, con la richie-
sta che l’orientazione resti preservata. La metrica svolge un ruolo perché si
richiede che gli {êa} siano ortonormali rispetto a g:

g(êa, êb) =
∑
µ,ν

e µa e
ν
b gµν = γab, (16.6.2)

ove γab = δab se g ha segnatura riemanniana, mentre γab = ηab se g ha
segnatura lorentziana. La (16.6.2) può essere invertita a dare

gµν =
∑
a,b

eaµe
b
νγab. (16.6.3)

Si ha inoltre ∑
a

eaµ e
ν
a = δ νµ , (16.6.4)

∑
µ

eaµ e
µ
b = δab. (16.6.5)

Poiché un vettore è indipendente dalla base scelta, possiamo scrivere che

V =
∑
µ

V µeµ =
∑
a

V aêa =
∑
a,µ

V ae µa eµ, (16.6.6)
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da cui ricaviamo le componenti di V nelle due basi:

V µ =
∑
a

V ae µa , V
a =

∑
µ

eaµV
µ. (16.6.7)

La base duale delle 1-forme viene definita come

θ̂a =
∑
µ

eaµdx
µ, (16.6.8)

e obbedisce alla condizione 〈
θ̂a, êb

〉
= δab. (16.6.9)

In termini delle 1-forme θ̂a, la metrica assume la forma

g =
∑
µ,ν

gµνdx
µ ⊗ dxν =

∑
µ,ν

∑
a,b

eaµe
b
νγabdx

µ ⊗ dxν

=
∑
a,b

γabθ̂
a ⊗ θ̂b. (16.6.10)

La base {êa} di vettori e la base
{
θ̂a
}

di 1-forme sono dette basi non coordi-

nate. In quattro dimensioni, gli {êa} sono i vettori di tetrade. L’idea risale a
É. Cartan, che concep̀ı per primo il repère mobile (Cartan 1946). La scuola
tedesca ignorava questo, e chiamò gli e µa le vierbeins (oppure vielbeins in più
dimensioni). Le parentesi di Lie dei vettori di base non coordinata sono non
nulle, poiché si trova

[êa, êb]|p =
∑
c

C c
ab êc|p , (16.6.11)

ove

C c
ab =

∑
µ,ν

ecν

[
e µa e

ν
b ,µ − e

µ
b e

ν
a ,µ

]
. (16.6.12)

Poiché V µ =
∑

a V
ae µa , si possono definire le matrici γ di Dirac in spazi

curvi al seguente modo:

(γµ)ij =
∑
a

e µa (γa)ij , (16.6.13)

avendo denotato con γa le familiari matrici di Dirac nello spaziotempo di
Minkowski.
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16.7 Equazioni di struttura di Cartan

I coefficienti di connessione rispetto alla base non coordinata sono definiti
mediante la relazione

∇aêb = ∇êa êb =
∑
c

Γcabêc. (16.7.1)

Tenendo presente la (16.6.1) e le proprietà (13.4.4) e (13.4.5) delle derivate
covarianti, la (16.7.1) diventa

∑
µ,ν

e µa

(
∂µe

ν
b +

∑
ρ

e ρb Γνµρ

)
eρ =

∑
c,ρ

Γcabe
ρ
c eρ. (16.7.2)

Pertanto si ottiene

Γcab =
∑
µ,ν

ecνe
µ
a

(
∂µe

ν
b +

∑
λ

e λb Γνµλ

)
=
∑
µ,ν

ecνe
µ
a ∇µe

ν
b . (16.7.3)

Il tensore di torsione definito nella (14.1.3) ha quindi componenti, nella
base non coordinata, espresse da

T abc =
〈
θ̂a, T (êb, êc)

〉
=
〈
θ̂a,∇bêc −∇cêb − [êb, êc]

〉
= Γabc − Γacb − C a

bc . (16.7.4)

Inoltre, il tensore di curvatura di Riemann definito nella (14.1.4) ha le seguen-
ti componenti in base non coordinata:

Ra
bcd =

〈
θ̂a,∇c∇dêb −∇d∇cêb −∇[êc,êd]êb

〉
=

〈
θ̂a,∇c

(∑
f

Γfdbêf

)
−∇d

(∑
f

Γfcbêf

)
−
∑
f

C f
cd ∇f êb

〉
= êc [Γadb]− êd [Γacb]

+
∑
f

(
ΓfdbΓ

a
cf − ΓfcbΓ

a
df − C

f
cd Γafb

)
. (16.7.5)

Definiamo ora una 1-forma a valori matrice {ωab}, detta la 1-forma di
connessione:

ωab =
∑
c,µ

Γacbe
c
µdx

µ =
∑
c

Γacbθ̂
c. (16.7.6)
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La 1-forma ωab soddisfa le equazioni di struttura di Cartan

dθ̂a +
∑
b

ωab ∧ θ̂b = T a, (16.7.7)

dωab +
∑
c

ωac ∧ ωcb = Ra
b, (16.7.8)

ove T a è la 2-forma di torsione

T a ≡
∑
b,c

1

2
T abcθ̂

b ∧ θ̂c, (16.7.9)

e Ra
b è la 2-forma di curvatura

Ra
b ≡

∑
c,d

1

2
Ra

bcdθ̂
c ∧ θ̂d. (16.7.10)

Per dimostrare la (16.7.7), valutiamone il membro di sinistra sui vettori di
base, e usiamo l’identità (10.2.12). Dunque troviamo che

dθ̂a(êc, êd) +
[
〈ωab, êc〉

〈
θ̂b, êd

〉
−
〈
θ̂b, êc

〉
〈ωab, êd〉

]
=
{
êc

[〈
θ̂a, êd

〉]
− êd

[〈
θ̂a, êc

〉]
−
〈
θ̂a, [êc, êd]

〉}
+ 〈ωad, êc〉 − 〈ωac, êd〉
= −C a

cd + Γacd − Γadc = T acd. (16.7.11)

Se ora valutiamo il membro di destra della (16.7.7) su êc, êd e usiamo la
definizione (16.7.9) della 2-forma di torsione, troviamo

1

2

∑
b,f

T abf

[〈
θ̂b, êc

〉〈
θ̂f , êd

〉
−
〈
θ̂f , êc

〉〈
θ̂b, êd

〉]
= T acd. (16.7.12)

Dall’accordo delle (16.7.11) e (16.7.12) segue che la (16.7.7) è dimostra-
ta. Analoghe valutazioni permettono di verificare la seconda equazione di
struttura di Cartan, ovvero la (16.7.8).

Tenendo a mente le (16.7.7) e (16.7.8), come pure le (6.7.4)-(6.7.6), an-
diamo ora a dimostrare le identità di Bianchi. Invero, mediante derivata
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esterna della (16.7.7) si ottiene

dT a = d2θ̂a +
∑
b

(
dωab ∧ θ̂b − dθ̂b ∧ ωab

)
= 0 +

∑
b

(
Ra

b −
∑
c

ωac ∧ ωcb

)
∧ θ̂b

−
∑
b

(
T b −

∑
c

ωbc ∧ θ̂c
)
∧ ωab

=
∑
b

(
Ra

b ∧ θ̂b − T b ∧ ωab
)

+
∑
b,c

(
−ωac ∧ ωcb ∧ θ̂b + ωbc ∧ θ̂c ∧ ωab

)
=
∑
b

(
−ωab ∧ T b +Ra

b ∧ θ̂b
)
−
∑
b,c

(
ωac ∧ ωcb ∧ θ̂b + ωbc ∧ ωab ∧ θ̂c

)
=
∑
b

(
−ωab ∧ T b +Ra

b ∧ θ̂b
)

+
∑
b,c

(
−ωac ∧ ωcb ∧ θ̂b + ωab ∧ ωbc ∧ θ̂c

)
, (16.7.13)

da cui segue la prima identità di Bianchi:

dT a +
∑
b

ωab ∧ T b =
∑
b

Ra
b ∧ θ̂b. (16.7.14)

Inoltre, la derivata esterna della (16.7.8) ci mostra che

dRa
b = d2ωab +

∑
c

(dωac ∧ ωcb − dωcb ∧ ωac)

= 0 +
∑
c

(
Ra

c −
∑
d

ωad ∧ ωdc

)
∧ ωcb

−
∑
c

(
Rc

b −
∑
d

ωcd ∧ ωdb

)
∧ ωac

=
∑
c

(Ra
c ∧ ωcb − ωac ∧Rc

b)

+
∑
c,d

(
−ωad ∧ ωdc ∧ ωcb + ωac ∧ ωcd ∧ ωdb

)
, (16.7.15)
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da cui segue la seconda identità di Bianchi:

dRa
b +
∑
c

(ωac ∧Rc
b −Ra

c ∧ ωcb) = 0. (16.7.16)



Capitolo 17

Geometria riemanniana. V

17.1 Connessione di Levi-Civita in base non

coordinata

Sia ∇ la connessione di Levi-Civita sulla varietà (M, g), per la quale dunque
vale la condizione ∇Xg = 0 di compatibilità con la metrica, e la proprie-
tà T (X, Y ) = 0 di torsione nulla. Dal capitolo precedente conosciamo il
legame (16.7.3) tra i coefficienti di connessione Γλµν in base coordinata e i
coefficienti di connessione Γabc in base non coordinata. Sia (M, g) una varietà
riemanniana, e definiamo il coefficiente di rotazione di Ricci mediante

Γabc ≡
∑
d

δadΓ
d
bc. (17.1.1)

Allora la condizione ∇Xg = 0 conduce alla seguente successione di passaggi
(facendo uso di ∇µg = 0 che discende da ∇Xg = 0):

∑
λ

edλe
λ
c = δ dc =⇒ ∇µδ

d
c = 0 =

∑
λ

[(
∇µe

d
λ

)
e λc + edλ∇µe

λ
c

]
=⇒

∑
λ

edλ∇µe
λ
c = −

∑
λ

e λc ∇µe
d
λ

=⇒ Γabc =
∑
d,λ,µ

δade
d
λe

µ
b ∇µe

λ
c

= −
∑
d,λ,µ

δade
λ
c e

µ
b ∇µe

d
λ. (17.1.2)

207
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Osserviamo ora che∑
λ,d

e λc ∇µ

(
δade

d
λ

)
=
∑
λ

e λc ∇µeaλ =
∑
λ,ρ

(
g−1
)λρ

ecρ∇µeaλ

=
∑
λ,ρ

ecρ∇µ

(
g−1
)λρ

eaλ =
∑
ρ

ecρ∇µe
ρ
a =

∑
λ

ecλ∇µe
λ
a

=
∑
d,λ

δcde
d
λ∇µe

λ
a . (17.1.3)

Dalle (17.1.2) e (17.1.3) troviamo alfine che

Γabc = −
∑
d,λ,µ

δcde
d
λe

µ
b ∇µe

λ
a = −Γcba. (17.1.4)

In termini della 1-forma di connessione ωab =
∑

c δacω
c
b, la condizione (17.1.4)

diventa
ωab = −ωba. (17.1.5)

La condizione di torsione nulla T a = 0 comporta la simmetria dei coefficienti
di connessione, ovvero Γλµν = Γλνµ. Consideriamo ora la relazione di com-
mutazione (16.6.11). Se qui facciamo uso della condizione di torsione nulla,
troviamo ∑

c

C c
ab êc = ∇aêb −∇bêa =

∑
c

(Γcab − Γcba) êc

=⇒ C c
ab = Γcab − Γcba, (17.1.6)

essendo gli êc una base. Sostituendo questa relazione nella formula per le
componenti della curvatura di Riemann, esprimiamo queste ultime unica-
mente in termini dei Γabc, ovvero

Ra
bcd = êc [Γadb]− êd [Γacb] +

∑
f

(
ΓfdbΓ

a
cf − ΓfcbΓ

a
df

)
−
∑
f

(
Γfcd − Γfdc

)
Γafb. (17.1.7)

17.2 Esempio di calcolo in base non coordi-

nata

Con riferimento alla metrica (15.6.2) dello spaziotempo di Schwarzschild, se
definiamo le 1-forme

θ̂0 ≡
√

1− 2M

r
dt, θ̂1 ≡ dr√

1− 2M
r

, (17.2.1)
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θ̂2 ≡ r dθ, θ̂3 ≡ r sin(θ) dφ, (17.2.2)

ove r > 2M , θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π[, troviamo che tale metrica assume la
forma

g = −θ̂0 ⊗ θ̂0 +
3∑

k=1

θ̂k ⊗ θ̂k. (17.2.3)

La condizione metrica implica che ωaa = 0, ∀a = 0, 1, 2, 3, e la condizione di

torsione nulla fornisce le equazioni (posto f(r) ≡
√

1− 2M
r

)

d[f(r)dt] +
∑
b

ω0
b ∧ θ̂b = 0, (17.2.4)

d

[
dr

f(r)

]
+
∑
b

ω1
b ∧ θ̂b = 0, (17.2.5)

d(r dθ) +
∑
b

ω2
b ∧ θ̂b = 0, (17.2.6)

d(r sin(θ) dφ) +
∑
b

ω3
b ∧ θ̂b = 0. (17.2.7)

Le componenti non nulle della 1-forma di connessione sono dunque (si ram-
menti che usiamo qui unità G = c = 1)

ω0
1 = ω1

0 =
M

r2
dt, (17.2.8)

ω2
1 = −ω1

2 = f(r)dθ, (17.2.9)

ω3
1 = −ω1

3 = f(r) sin(θ)dφ, (17.2.10)

ω3
2 = −ω2

3 = cos(θ)dφ. (17.2.11)

Le componenti della 2-forma di curvatura le troviamo dall’equazione di strut-
tura (16.7.8), ovvero (Nakahara 2003)

R0
1 = R1

0 =
2M

r3
θ̂0 ∧ θ̂1, R0

2 = R2
0 = −M

r3
θ̂0 ∧ θ̂2, (17.2.12)

R0
3 = R3

0 = −M
r3
θ̂0 ∧ θ̂3, R1

2 = −R2
1 = −M

r3
θ̂1 ∧ θ̂2, (17.2.13)

R1
3 = −R3

1 = −M
r3
θ̂1 ∧ θ̂3, R2

3 = −R3
2 =

2M

r3
θ̂2 ∧ θ̂3. (17.2.14)
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17.3 Digressione sulle derivate di campi ten-

soriali

A proposito di derivate covarianti (cf. paragrafo 13.6) di campi tensoriali T
di tipo (0, 2), di cui la metrica è solo un caso particolare, osserviamo che,
facendo uso della (13.6.9), si trova

∇µT = ∇µ

∑
α,β

(
Tαβdx

α ⊗ dxβ
)

=
∑
α,β

[
(∇µTαβ)dxα ⊗ dxβ + Tαβ(∇µdx

α)⊗ dxβ + Tαβdx
α ⊗∇µdx

β
]

=
∑
α,β

[
∂Tαβ
∂xµ

dxα ⊗ dxβ − Tαβ
∑
λ

Γαµλdx
λ ⊗ dxβ − Tαβdxα ⊗

∑
λ

Γβµλdx
λ

]

=
∑
α,β

[
∂Tαβ
∂xµ

−
∑
λ

(
ΓλµαTλβ + ΓλµβTαλ

)]
dxα ⊗ dxβ

=
∑
α,β

(∇µT )αβdx
α ⊗ dxβ. (17.3.1)

Al rischio di ripeterci, le derivate covarianti senza uso di parentesi ton-
da hanno invece un altro significato (di sovente dimenticato o ignorato in
letteratura):

∇µTαβ = ∇ ∂
∂xµ
Tαβ =

∂Tαβ
∂xµ

, (17.3.2)

poiché Tαβ sono i valori assunti dalle componenti di T nel punto di coordinate
xµ, e dunque si deve usare la proprietà ∇Xf = X[f ] già incontrata dalla
(13.4.5) in poi.

17.4 Forme di volume

Nel paragrafo 7.5 abbiamo definito l’elemento di volume come una m-forma
su una varietà orientabile M a m dimensioni. Se ora M viene munita di una
metrica g, esiste un elemento di volume naturale che è invariante per trasfor-
mazioni di coordinate. Posto γ ≡ det(gµν), l’elemento di volume invariante
è

ΩM ≡
√
|γ|dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxm, (17.4.1)

le xµ essendo le coordinate della carta (U,ϕ). La m-forma è invero invariante
per cambiamenti di coordinate. Se yλ denotano le coordinate in un’altra carta
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(V, ψ), con U ∩ V 6= ∅, l’elemento di volume invariante è ivi

ΩM ≡

√√√√∣∣∣∣∣det
∑
µ,ν

(
∂xµ

∂yρ
∂xν

∂yλ
gµν

)∣∣∣∣∣ dy1 ∧ ... ∧ dym. (17.4.2)

Se xµ e yρ definiscono la stessa orientazione, il det∂x
µ

∂yρ
è positivo su U ∩ V , il

che implica l’invarianza di ΩM per cambio di coordinate, poiché allora

dyλ =
∑
µ

∂yλ

∂xµ
dxµ, (17.4.3)

da cui segue che

ΩM =

∣∣∣∣det

(
∂xµ

∂yρ

)∣∣∣∣√|γ| det

(
∂yλ

∂xν

)
dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxm

= ±
√
|γ| dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxm. (17.4.4)

Nella base (16.6.8) di 1-forme non coordinate, l’elemento di volume invariante
si scrive nella forma

ΩM = |e|dx1 ∧ ... ∧ dxm = θ̂1 ∧ ... ∧ θ̂m, (17.4.5)

ove e ≡ det eaµ. Grazie a ΩM , l’integrale di una funzione liscia su M è∫
M

fΩM ≡
∫
M

f
√
|γ| dx1dx2...dxm. (17.4.6)

17.5 La mappa ? di Hodge

Cominciamo col definire il tensore totalmente antisimmetrico la cui compo-
nente εµ1...µm assume valore 1 se (µ1...µm) è una permutazione pari di (1...m),
valore −1 se (µ1...µm) è una permutazione dispari di (1...m), e altrimenti vale
0. La forma controvariante di tale tensore ha allora componenti

εµ1...µm =
∑

{ν1...νm}

(
g−1
)µ1ν1 ... (g−1

)µmνm
εν1...νm . (17.5.1)

La mappa ? di Hodge, che studieremo più approfonditamente nel capitolo
31, è una applicazione

? : Ωr(M) −→ Ωm−r(M) (17.5.2)
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la cui azione su un elemento di base di Ωr(M) è definita da

? (dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr)

=

√
|γ|

(m− r)!
∑
{ν}

εµ1...µrνr+1...νm
dxνr+1 ∧ ... ∧ dxνm . (17.5.3)

In particolare, ?1 è l’elemento di volume invariante di cui parlavamo poc’anzi:

?1 =

√
|γ|
m!

∑
{µ}

εµ1...µmdx
µ1 ∧ ... ∧ dxµm

=
√
|γ| dx1 ∧ ... ∧ dxm = ΩM . (17.5.4)

Nello spazio euclideo
(
R3,
∑3

µ,ν=1 δµνdx
µ⊗dxν

)
, queste definizioni forniscono

?dx1 = dx2 ∧ dx3, ?dx2 = dx3 ∧ dx1, ?dx3 = dx1 ∧ dx2, (17.5.5)

?(dx1 ∧ dx2) = dx3, ?(dx2 ∧ dx3) = dx1, ?(dx3 ∧ dx1) = dx2, (17.5.6)

?(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = 1, (17.5.7)

?f(x) = f(x)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3. (17.5.8)

Data una r-forma ω ∈ Ωr(M):

ω =
∑
{µ}

1

r!
ωµ1...µrdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµr , (17.5.9)

si ha

?ω =

√
|γ|

r!(m− r)!
∑
{µ}{ν}

ωµ1...µrε
µ1...µr

νr+1...νmdx
νr+1 ∧ ... ∧ dxνm . (17.5.10)

Nella base di 1-forme non coordinata (16.6.8), lo ? di Hodge agisce come
segue:

?
(
θ̂a1 ∧ ... ∧ θ̂ar

)
=
∑
{β}

1

(m− r)!
εa1...arβr+1...βmθ̂

βr+1 ∧ ... ∧ θ̂βm , (17.5.11)

ove il tensore antisimmetrico ε si definisce in analogia a quanto fatto prima,
ma con riferimento a permutazioni pari o dispari (α1...αm) di (1...m). Ad
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esempio, dato il campo tensoriale di tipo (0, 2) nella (7.2.2), le componenti
del suo ? di Hodge sono

(?F )µν =
1

2

∑
ρ,σ

ε ρσ
µν Fρσ. (17.5.12)

Data inoltre la 3-forma

G =
∑
λ,µ,ν

1

3!
Gλµνdx

λ ∧ dxµ ∧ dxν , (17.5.13)

il suo ? di Hodge è una 1-forma avente componenti

(?G)λ =
1

6

∑
µ,ν,ρ

ε µνρλ Gµνρ. (17.5.14)

In basi non coordinate, gli indici di ε si alzano con (δ−1)
ab

nel caso riemanni-

ano, e con (η−1)
ab

nel caso lorentziano. Applicando due volte lo ? di Hodge
ad una r-forma ω, si ottiene una forma differenziale proporzionale a ω, ovvero

? ? ω = h(m, r)ω, h(m, r) = σ(−1)r(m−r), (17.5.15)

ove σ = 1 se (M, g) è riemanniana, e σ = −1 se (M, g) è lorentziana.
Una 2-forma F può essere scritta come somma delle sue parti autoduale

(F+) e antiautoduale (F−1), ove F+ e F− sono definite, nel caso lorentziano,
dalle condizioni

?F+ = iF+, ?F− = −iF−, (17.5.16)

dalle quali si ricava

F+ =
1

2
(F − i ? F ), F− =

1

2
(F + i ? F ). (17.5.17)

Nel caso riemanniano, si ha invece

?F+ = F+, ?F− = −F−. (17.5.18)

Notiamo che, nello spaziotempo di Minkowski, dato il vettore di com-
ponenti V µ = (1, 0, 0, 0), si hanno (Ward e Wells 1990) le componenti delle
1-forme di campo elettrico (E) e magnetico (B):

Eµ =
∑
λ

V λFµλ, Bµ =
∑
λ

V λ(?F )µλ. (17.5.19)
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Da tali formule segue che∑
µ

V µEµ =
∑
µ,λ

V µV λFµλ =
∑
µ,λ

V (µ V λ)F[µλ] = 0, (17.5.20)

∑
µ

V µBµ =
∑
µ,λ

V µV λ(?F )µλ =
∑
µ,λ

V (µ V λ)(?F )[µλ] = 0. (17.5.21)

Pertanto le 1-forme
∑

µEµdx
µ e
∑

µBµdx
µ vivono in un iperpiano ortogonale

a V µ (Ward e Wells 1990).
Supposte assegnate le r-forme ω e η come nella (17.5.9), il prodotto

esterno ω ∧ ?η è una m-forma

ω ∧ ?η =
∑
{µ}

1

r!
ωµ1...µrη

µ1...µr
√
|γ| dx1 ∧ ... ∧ dxm

= η ∧ ?ω. (17.5.22)

In base non coordinata, esso diventa

ω ∧ ?η =
∑
{a}

1

r!
ωa1...arη

a1...ar θ̂1 ∧ ... ∧ θ̂m, (17.5.23)

e basandosi su di esso si può definire il prodotto interno

(ω, η) ≡
∫
M

ω ∧ ?η

=
1

r!

∫
M

∑
{µ}

ωµ1...µrη
µ1...µr

√
|γ| dx1...dxm

= (η, ω). (17.5.24)

Un’altra applicazione importante è la mappa aggiunta della derivata e-
sterna:

d† : Ωr(M) −→ Ωr−1(M), (17.5.25)

definita mediante la relazione

d† ≡ u(m, r) ? d?, u(m, r) = ρ(−1)m(r+1), (17.5.26)

ove ρ = −1 se (M, g) è riemanniana, ρ = 1 se (M, g) è lorentziana. Nel
capitolo 32 studieremo più in dettaglio la teoria di Hodge, e arriveremo a
dimostrare il teorema di Hodge sulla forma assunta da ogni p-forma liscia
sulla varietà (M, g).



Capitolo 18

Fibrati principali e vettoriali. I

18.1 Concetto di spazio fibrato

Le teorie di gauge delle interazioni fondamentali nascono da una opportuna
formulazione di richieste di invarianza o covarianza, e dunque rendono neces-
sario coniugare lo studio dello spaziotempo (M, g) con lo studio dell’azione di
gruppi di Lie su varietà differenziabili. Su tali varietà si ha una teoria delle
connessioni e della curvatura che è poi collegata alla teoria di connessioni
e curvatura su (M, g), che viene detto spazio di base. Il collegamento fra
la varietà sovrastante e (M, g) è fornito da fibre che andremo a definire,
congiuntamente ad applicazioni di proiezione dallo spazio sovrastante sullo
spazio di base. Si ha pertanto a che fare con varietà differenziabili che, in
generale, solo localmente sono varietà prodotto. Le nostre fonti principali
sono il materiale in Nakahara (2003), Vitale (2020).

Uno spazio fibrato è per noi una quintupla

(E,M, π, F,G), (18.1.1)

ove E è lo spazio totale, M lo spazio di base, π : E −→M una applicazione
di proiezione surgettiva di E su M : π(E) = M , F viene detta fibra e G
prende il nome di gruppo di struttura. Considerando un ricoprimento aperto
di M mediante una famiglia di insiemi Ui, esistono dei diffeomorfismi

ϕi : Ui × F −→ E, (18.1.2)

le cui mappe inverse sono trivializzazioni locali del fibrato. Se Ui e Uj hanno
intersezione non vuota, si definisce

ϕ−1
i � ϕj ≡ tij. (18.1.3)
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Tali applicazioni tij : F −→ F sono dette funzioni di transizione. Esse
formano gruppo, in quanto

tij(p)tjk(p) = tik(p), (18.1.4)

(tij(p)tjk(p))tkl(p) = tij(p)(tjk(p)tkl(p)), (18.1.5)

tii = elemento identico, (18.1.6)

t−1
ij (p) = tji(p). (18.1.7)

Dato u ∈ E, si ha π(u) = p ∈ Ui ∩ Uj. Le mappe inverse ϕ−1
i e ϕ−1

j sono en-
trambe definite su π−1(Ui∩Uj). Assegniamo ad u due diverse trivializzazioni

ϕ−1
i (u) = (p, fi(p)), ϕ

−1
j (u) = (p, fj(p)), (18.1.8)

ove le fi sono applicazioni da F in F che sono le coordinate di fibra, e ove il
legame fra esse viene fornito dalle funzioni di transizione:

fi(p) = tij(p)fj(p). (18.1.9)

A livello più profondo, le funzioni di transizione sono una rappresentazione
sulla fibra del gruppo di struttura G. Se le funzioni di transizione pos-
sono essere scelte tutte uguali all’identità su F (ossia se esse forniscono una
rappresentazione banale del gruppo G), allora

fi(p) = fj(p), ∀i, j. (18.1.10)

In tale caso particolare, il fibrato ha globalmente la struttura di spazio
prodotto E = M × F .

Le sezioni del fibrato sono applicazioni

si : Ui −→ E (18.1.11)

tali che la loro composizione con la mappa di proiezione fornisce l’identità
sullo spazio di base:

π � si = id|M . (18.1.12)

Posto Fp ≡ π−1(p), si ha
si(p) ∈ Fp ⊂ E, (18.1.13)

si(p) = u ∈ E : π(u) = p, (18.1.14)

ϕ−1
i (si(p)) = (p, s̃i(p)). (18.1.15)

La coordinata di fibra di si(p), ovvero la s̃i(p), è un vettore valutato in p se
si è un campo vettoriale.
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Consideriamo ora il caso in cui la fibra F è (isomorfa ad) uno spazio
vettoriale. Siano (Ui, ψi) e (Uj, ψj) carte su M , con Ui∩Uj 6= ∅. Consideriamo
l’applicazione

ψi � ψ−1
j : ψj(Ui ∩ Uj) −→ ψi(Ui ∩ Uj). (18.1.16)

Alle ψi e ψj possiamo associare i loro push forward ψi∗ e ψj∗ tali che

ψi∗V =
∑
µ

V µ(x)
∂

∂xµ
, (18.1.17)

ψj∗V =
∑
µ

Ṽ µ(y)
∂

∂yµ
, (18.1.18)

(
ψi � ψ−1

j

)
∗

∑
µ

Ṽ µ(y)
∂

∂yµ
=
∑
µ,ν

Ṽ µ(y)
∂xν

∂yµ
∂

∂xν

=
∑
ν

V ν(x)
∂

∂xν
, (18.1.19)

ove abbiamo posto

Ṽ ν(y) ≡
∑
µ

∂yν

∂xµ
V µ(x). (18.1.20)

Uno sguardo in avanti. Come vedremo, la derivata covariante può essere
definita come derivata di sezioni di un fibrato vettoriale. Detto Γ(E) lo spazio
delle sezioni del fibrato E, esso è un modulo sinistro sull’anello delle funzioni
su M . Una volta assegnate le rappresentazioni locali (18.1.15), si definisce la
derivata covariante per s̃i(p) e si considera in particolare un fibrato vettoriale
E su M . Le s̃i(p) sono allora vettori su M , e sono esempi di spazio totale lo
spazio

E = T (M) =
⋃
p∈M

p× Tp(M)

oppure

E = T ∗(M) =
⋃
p∈M

p× T ∗p (M).

Per definire la derivata di un campo vettoriale occorre una regola di trasporto
di un campo originariamente valutato in un certo punto, V (p) ∈ Tp(M), in

un altro punto Ṽ (q) ∈ Tq(M). Questa regola è il trasporto parallelo che noi
abbiamo finora definito e studiato nelle lezioni sulla geometria riemanniana.

Le interazioni fondamentali, inclusa la gravitazione, sono descritte da
1-forme di gauge con la associata 2-forma di curvatura. I campi di materia
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sono sezioni di fibrati vettoriali (questa è una descrizione geometrica, che non
dipende dalle carte su M), mentre i potenziali di gauge e le 2-forme di cur-
vatura sono finora descritti solo localmente. Nei prossimi capitoli cercheremo
di capire cosa sono questi concetti da un punto di vista geometrico intrinseco.

18.2 Fibrati principali. I

Le 1-forme di connessione sono definite su fibrati principali. Un fibrato prin-
cipale è detto anche G-bundle, ove G è un gruppo di Lie. Si scrive allora
P (M,G), ove P è una varietà differenziabile e M è la varietà di base. La
fibra del fibrato è proprio il gruppo G. L’applicazione di proiezione associa
ad un elemento u di P un punto p di M :

π : u ∈ P −→ p ∈M =⇒ π(u) = p. (18.2.1)

Indichiamo inoltre con Gp, essendo F = G, l’immagine inversa di u tramite
π:

π−1(u) = Gp. (18.2.2)

Indicando ancora con Ui gli elementi di un ricoprimento della varietà di base
M , abbiamo i diffeomorfismi

ϕi : Ui ×G→ π−1(Ui) ⊂ P, (18.2.3)

le cui mappe inverse forniscono una trivializzazione locale del fibrato, e
scriviamo (cf. (18.1.8))

ϕ−1
i (u) = (p, gi). (18.2.4)

La gi è la coordinata di fibra. Il gruppo G agisce sempre a sinistra sulla fibra,
ossia (cf. (18.1.9))

gi = tij(p)gj. (18.2.5)

Le tji(p) sono le funzioni di transizione, e sono a valori nel gruppo di strut-
tura. Notiamo anche che, mentre π è una applicazione da P a M , il suo
pushforward π∗ mappa campi vettoriali su P in campi vettoriali su M . Un
campo vettoriale Z ∈ χ(P ) è proiettabile su un campo vettoriale Y ∈ χ(M)
se e solo se (Mele e Laudato 2015)

π∗(LY f) = LZ(π∗f), ∀f ∈ C∞(M). (18.2.6)

Abbiamo quindi la quintupla

(P,M, π,G, F = G), (18.2.7)
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col gruppo di struttura che agisce a sinistra sulla fibra. Inoltre esiste una
azione destra del gruppo su P che non dipende dalle trivializzazioni:

P ×G −→ P, (u, a) −→ ua. (18.2.8)

Dalla (18.2.4) possiamo allora scrivere che

u = ϕi(p, gi), ua = ϕi(p, gia) = ϕi(p, gi)a. (18.2.9)

L’azione destra del gruppo G è una azione libera e transitiva, ovvero

R : (a, g) −→ Rag (18.2.10)

è libera e transitiva, ossia, dati u1, u2 tali che

π(u1) = π(u2) = p, (18.2.11)

allora (azione transitiva)

∃a ∈ G : u2 = u1a, (18.2.12)

e inoltre (azione libera)
ua = u =⇒ a = e. (18.2.13)

Nei fibrati vettoriali, dato il punto p ∈ Ui∩Uj, e la sezione si ∈ Γ(E,M),
si ha

ϕ−1
i (si(p)) = (p, s̃i(p)), s̃i(p) = tij(p)s̃j(p), (18.2.14)

ma non si ottiene si in termini di sj. Per i fibrati principali, invece, usando
l’azione destra del gruppo che non dipende dalla trivializzazione, si ottiene
la relazione

σi(p) = σj(p)tji(p). (18.2.15)

Andiamo ora a dimostrare la (18.2.15). A tal fine, consideriamo p ∈ Ui ∩Uj,
e un certo u per il quale

ϕ−1
i (u) = (p, e). (18.2.16)

Dette σi e σj due sezioni definite su Ui ∩ Uj, si ha, a partire dalla (18.2.16),

ϕi � ϕ−1
i (u) = u = σi(p) = ϕi(p, e) = ϕj(p, gj)

= ϕj(p, tji(p)e) = ϕj(p, etji(p)) = ϕj(p, e)tji(p)

= σj(p)tji(p), (18.2.17)

che appunto coincide con la (18.2.15). Q.E.D.
Questa relazione può essere estesa a due qualsivoglia sezioni locali poiché,

posto
σi(p) = σjtji = σktki, (18.2.18)

componendo ambo i membri con la funzione di transizione tik si trova

σktki � tik = σjtji � tik =⇒ σk = σjtjk. (18.2.19)
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18.3 Fibrati principali. II

A costo di introdurre lievi ripetizioni del paragrafo 18.2, possiamo dire quanto
segue. Un fibrato principale P (M,G) su M , con gruppo di struttura G, è un
fibrato ζ = (P,M, π,G) tale che (Mele e Laudato 2015):

(1) Detti ϕi i diffeomorfismi (18.2.3) che realizzano la trivializzazione locale
(18.2.4), ove u ∈ π−1(Ui), p = π(u), allora si ha, ∀h ∈ G,

ϕ−1
i,p (Rh(u)) = ϕ−1

i,p (uh) = ϕ−1
i,p (u)h = (p, gi)h = Rh(p, gi). (18.3.1)

(2) Il gruppo di Lie G agisce liberamente su P dalla destra, ovvero esiste una
funzione liscia Rg tale che

Rg : P ×G −→ P, Rg : (u, g) −→ Rg(u) = ug, (18.3.2)

e per la quale Rg(u) 6= u a meno che g = e.

(3) M è lo spazio quoziente P/G rispetto all’azione Rg di G su P , ossia le
fibre π−1(p), al variare di p ∈M , sono le orbite di Rg.

L’azione destra del gruppo G su P è indipendente dalla trivializzazione
locale. Se p ∈ Ui ∩ Uj, allora

uh = ϕj(p, gjh) = ϕj(p, tji(p)gih) = ϕi(p, gih), (18.3.3)

dunque la moltiplicazione a destra è definita senza riferimento alla specifica
trivializzazione locale, e pertanto vale quanto detto al punto (2) per la fun-
zione liscia Rg. Inoltre, l’azione è anche libera poiché, se u = ϕi(p, gi), si
ha

ϕi(p, gih) = ϕi(p, gi)h = uh. (18.3.4)

Quindi, se uh = u per qualche u ∈ P , allora

ϕi(p, gih) = uh = u = ϕi(p, gi). (18.3.5)

Ma l’applicazione ϕi è biunivoca, dunque l’eguaglianza delle immagini tramite
ϕi implica che gih = gi, ovvero deve aversi h = e ∈ G. Inoltre, l’azione destra
di G su π−1(p) è transitiva, ossia ∀u1, u2 esiste un elemento g ∈ G tale che
u1 = u2g. Questo implica che, se π(u) = p, possiamo costruire tutta la fibra
come

π−1(p) ≡ {ug| g ∈ G} . (18.3.6)

Pertanto le fibre sono diffeomorfe al gruppo di struttura, e scriviamo

π−1(p) ∼= G, p ∈M. (18.3.7)
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Da qui si è indotti a considerare l’altra possibile definizione (Mele e Laudato
2015):

Un fibrato ζ = (P,M, π, F ) con gruppo di struttura G è detto un fibrato
principale su M con gruppo di struttura G se la fibra F è un gruppo di Lie, e
G è il gruppo di Lie dei diffeomorfismi W di F tali che (Marathe e Martucci
1989)

W (f1f2) = W (f1)f2, f1, f2 ∈ F. (18.3.8)

Per approfondimenti di geometria differenziale suggeriamo, in ordine crono-
logico diretto, la vasta messe di teoria ed esempi in Kobayashi e Nomizu
(1963), Spivak (1979), Dubrovin et al. (1988), Donaldson e Kronheimer
(1990), Nacinovich (2015), Nacinovich (2019), D’Andrea (2020).

18.4 Esempi

Nel fibrato tangente T (M) definito dopo la (18.1.20), la fibra F è Tp(M) ∼=
Rn, e il gruppo di struttura è G = GL(n,R). Per ottenere le funzioni di
transizione tij basta considerare due espressioni equivalenti per il vettore
tangente in p ∈ Ui ∩ Uj, ovvero (usando indici latini racchiusi da parentesi
tonde per indicare in quale intorno si svolge il calcolo)

Xp =
n∑
µ=1

Xµ
(i)

∂

∂xµ(i)
=

n∑
ν=1

Xν
(j)

∂

∂xν(j)
, (18.4.1)

dalle quali si ricava che (cf. Nash e Sen 1983)

Xµ
(i) =

n∑
ν=1

∂xµ(i)
∂xν(j)

Xν
(j) =⇒ tij =

∂xµ(i)
∂xν(j)

, (18.4.2)

che è una matrice n× n.
Nel fibrato cotangente T ∗(M), la fibra F è T ∗p (M) ∼= Rn, e il gruppo di

struttura è G = GL(n,R). Per ottenere le funzioni di transizione τij basta
considerare due espressioni equivalenti per la 1-forma in p ∈ Ui ∩ Uj, ovvero

ωp =
n∑
µ=1

ω(i)
µ dx

µ
(i) =

n∑
ν=1

ω(j)
ν dxν(j), (18.4.3)

dalle quali si ottiene

τij =
∂xµ(j)
∂xν(i)

=
(
t−1
ij

)T
. (18.4.4)
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Nel fibrato dei frame, la fibra F consiste di tutte le basi ordinate di Tp(M),
e risulta dunque isomorfa a GL(n,R), poiché sappiamo dalla (16.6.1) che le
basi ordinate si ottengono agendo mediante GL(n,R) su una base assegnata.
Anche il gruppo G di struttura consiste del gruppo lineare generale GL(n,R),
pertanto siamo in presenza di un fibrato principale, e le funzioni di transizione
coincidono con le tij della (18.4.2).



Capitolo 19

Fibrati principali e vettoriali. II

19.1 Ripasso di concetti, e il fibrato delle basi

Nel capitolo 18 abbiamo definito i fibrati principali. Dunque sappiamo che
in tale ambito consideriamo uno spazio totale P , uno spazio di base M , una
proiezione π di P su M , una fibra F che è un gruppo di Lie ed è diffeomorfa
al gruppo di struttura G. Il gruppo G agisce su P con azione destra, e agisce
anche mediante l’usuale azione sinistra sulla fibra. L’azione sinistra dipende
dalla trivializzazione locale, mentre le fibre sono le orbite dell’azione destra.
Questa azione destra, dati u ∈ P e a ∈ G, opera come segue:

(u, a) −→ ua ≡ Ra(u), (19.1.1)

ed è libera e transitiva.
L’azione sinistra collega diverse coordinate di fibra tra loro. Usando le

mappe di trivializzazione locale, sappiamo che

ϕ−1
i (u) = (p, gi(p)), ϕ

−1
j (u) = (p, gj(p)), (19.1.2)

e facendo uso delle funzioni di transizione tij ∈ G, l’azione sinistra si espleta
mediante la relazione

gi(p) = tij(p)gj(p). (19.1.3)

Le sezioni locali del fibrato sono applicazioni

σi : Ui ⊂M −→ π−1(Ui) ⊂ P. (19.1.4)

Abbiamo dimostrato che σi(p) = σj(p)tji(p), da cui deduciamo che, se una
sezione è globale su M , allora il fibrato possiede globalmente la struttura di
prodotto: P = M ×G.
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Esempi di fibrati principali sono la fibrazione di Hopf, alla quale dedi-
chiamo il capitolo 22, e il frame bundle F (M). Come sappiamo dal paragrafo
18.4, F (M) è un fibrato su una varietà M con fibra data da una collezione
di basi su M . Tali basi sono i punti della fibra, e sono in corrispondenza
biunivoca con gli elementi del gruppo lineare generale GL(n,R) (cf. capitolo
16). Se consideriamo una particolare base f su M , ogni altra base f si ottiene
agendo su f mediante un elemento h ∈ GL(n,R). Quindi F (M) è un fibrato
principale su M con fibra GL(n,R). Una sezione locale opera associando ad
un punto p di M una base su M in p:

σi : p ∈M −→ {e1(p), ..., en(p)} . (19.1.5)

Se la sezione σi è globale, ossia σi = σj ∀i, j dell’atlante, allora possiamo
assegnare su M una base globale, ossia M è parallelizzabile .

19.2 Fibrati vettoriali e fibrati associati

Assegnato un fibrato principale (P,M, π,G), possiamo costruire fibrati vetto-
riali che diciamo associati a P . Per prima cosa, andiamo a definire il concetto
di fibrato vettoriale, che finora avevamo solo menzionato.

Definizione 19.1. Un fibrato ζ ≡ (E,M, π, F,G) viene detto fibrato vetto-
riale con fibra tipica F , se F è uno spazio di Banach a dimensione finita e G
è il gruppo di Lie dei diffeomorfismi lineari di F (Mele e Laudato 2015). In
particolare, se F è uno spazio vettoriale reale e k = dim(F ), G = GL(k,R),
allora ζ viene detto un fibrato vettoriale di rango k. Questa definizione fa
prendere forma compiuta all’idea di avere un fibrato la cui fibra è uno spazio
vettoriale.

Sia ora P (M,G) un fibrato principale, e siano ρ l’azione di G su F , ψ
l’azione di G sulla varietà prodotto P × F :

ψ : (u, f) −→ (ug, ρ(g−1)f), u ∈ P, f ∈ F, g ∈ G. (19.2.1)

L’azione ψ è libera.

Definizione 19.2. Il fibrato associato E(M,F, ρ, P ) è una classe di equiva-
lenza i cui elementi [u, f ] sono dati dalla identificazione

(u, f) ∼ (ug, ρ(g−1)f). (19.2.2)

Pertanto, se consideriamo la proiezione data dalla mappa

O : P × F −→ E, (19.2.3)



19.2. FIBRATI VETTORIALI E FIBRATI ASSOCIATI 225

otteniamo il diagramma commutativo in Fig. 19.1 (si dicono commutativi
tutti i diagrammi che esprimono modi equivalenti per approdare ad una
struttura B a partire da una assegnata struttura A):

Figura 19.1: L’azione delle proiezioni π1, π,O, πE.

ove la proiezione πE : E −→M è definita da

[u, f ] −→ π(u), (19.2.4)

la proiezione π1 : P × F −→ P è la proiezione sul primo fattore, ossia è
definita da

(u, f) −→ u. (19.2.5)

In particolare, se F è uno spazio vettoriale, e ρ è una rappresentazione del
gruppo di Lie G, allora possiamo riguardare ρ come una applicazione

ρ : G −→ Aut(V ), (19.2.6)

dove Aut(V ) consiste di trasformazioni lineari su uno spazio vettoriale V . In
generale, la richiesta che ρ sia una rappresentazione del gruppo G comporta
che, ∀g, h ∈ G, si abbia

ρ(Φ(g, h)) = ϕ(ρ(g), ρ(h)), (19.2.7)

avendo indicato con Φ la legge di composizione per gli elementi del gruppo G,
e con ϕ la legge di composizione tra le immagini degli elementi di G tramite
ρ.

Nei fibrati vettoriali associati, la trivializzazione locale viene fornita dalle
applicazioni

ϕi : Ui × V −→ π−1
E (Ui), (19.2.8)
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e la funzione di transizione di E è data da ρ(tij), ove tij è la funzione di
transizione di P .

I fibrati associati permettono di studiare le proprietà delle particelle
elementari, associate a rappresentazioni unitarie irriducibili del gruppo di
Poincaré (Wigner 1939, e cf. capitolo 12). In fisica teorica sono anche di
interesse le rappresentazioni unitarie proiettive di un gruppo G, per le quali,
detta ω(g, h) una funzione di fase a valori in U(1), si ha

ρ(Φ(g, h)) = ω(g, h)ϕ(ρ(g), ρ(h)). (19.2.9)

Supposto assegnato un fibrato principale dato dal fibrato F (M) delle
basi, sono suoi fibrati associati il fibrato tangente T (M), il fibrato cotangente
T ∗(M), e il fibrato dei campi tensoriali su M .

Se viene invece assegnato un fibrato E con gruppo di strutturaG e fibra F ,
si costruisce il fibrato principale (P,M,G) sostituendo alla fibra F il gruppo
G, e considerando prima

P̃ =
⋃
i

Ui ×G, (19.2.10)

e poi definendo

P ≡ P̃ / ∼, (19.2.11)

dove stavolta la relazione di equivalenza stabilisce che

(p, gi) ∼ (p′, gj) se p′ = p e gi = tij(p)gj. (19.2.12)

Se le sezioni sono vettori di Lorentz, allora il gruppo di struttura è il
gruppo di Lorentz, e il fibrato principale di interesse è

(P,M,G) = (L(M),M, SO(1, n− 1)),

L(M) indicando lo spazio dei Lorentz frame.

Se la fibra F ammette una rappresentazione spinoriale del gruppo di
Lorentz, si ottengono il fibrato degli spinori di Weyl (W ) se

F = C2 =⇒ E = (W,M, π,C2, SL(2,C)), (19.2.13)

oppure il fibrato degli spinori di Dirac (D) se

F = C4 =⇒ E = (D,M, π,C4, SL(2,C)× SL(2,C)). (19.2.14)
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19.3 Campi vettoriali verticali

Denotando come prima con u un elemento del fibrato principale P (M,G), e
con Gp la fibra in p = π(u), si definisce spazio verticale lo spazio di tutti i
vettori v, appartenenti allo spazio tangente a P in u, e che sono tangenti alla
fibra Gp in u. In formule, scriviamo

Vu(P ) ≡ {v ∈ Tu(P ) : v tangente a Gp in u} . (19.3.1)

Per costruire lo spazio verticale, consideriamo un elemento A dell’algebra di
Lie L(G), e avvaliamoci dell’azione destra sul fibrato (per dettagli vedasi il
paragrafo 19.4) per definire una curva su P passante per u a t = 0:

RetAu = u etA. (19.3.2)

La curva in esame è dunque

γu : t ∈ R −→ γu(t) = u etA ∈ P. (19.3.3)

Poiché Rg agisce sulla fibra, si osserva che

π(ug) = π(u) ∀g ∈ G =⇒ π(uetA) = π(u) = p ∈M ∀t ∈ R, (19.3.4)

e quindi la curva costruita è tutta contenuta nella fibra Gp. Denotiamo con
A#
p ∈ Tu(P ) il vettore tangente alla curva γu. Questo è, per costruzione, un

vettore verticale. Detta f una arbitraria funzione liscia da P in R, si ha

A#
p f(u) ≡ d

dt
f(γu(t))|t=0 =

d

dt
f(uetA)

∣∣
t=0

. (19.3.5)

In altri termini, il vettore A#
p è tangente a P in u = π−1(p) = Gp, dunque

appartiene a Vu(P ), e in tal modo possiamo, al variare di u, definire un vettore
in ogni punto di P , e alfine otteniamo un campo vettoriale che prende il nome
di campo vettoriale fondamentale generato da A ∈ L(G).

19.4 Digressione sull’azione destra

Qui ci pare opportuno aprire una breve parentesi sull’azione destra su un
fibrato principale, seguendo Nacinovich (2015). Assegnato un fibrato princi-
pale P (M,G), consideriamo le applicazioni

lu : g ∈ G −→ lu(g) ≡ ug ∈ P, ∀u ∈ P, (19.4.1)

Ra : u ∈ P −→ Ra(u) ≡ ua ∈ P, ∀a ∈ G. (19.4.2)
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Detta La la traslazione a sinistra sul gruppo G, otteniamo dalla (19.4.1) che

lu(La(g)) = lu(ag) = u(ag) = (ua)g = lua(g), (19.4.3)

mentre dalla (19.4.2) otteniamo

Ra(lu(g)) = lu(g)a = uga = (ua)(a−1ga)

= (ua)ad(a−1)(g) = lua � ad(a−1)(g). (19.4.4)

La sintesi delle (19.4.3) e (19.4.4) consiste delle leggi di composizione

lu � La = lua, (19.4.5)

Ra � lu = lua � ad(a−1). (19.4.6)

Per i campi vettoriali su P , esistono due spazi di particolare interesse,
relativamente al concetto di verticalità, ovvero:

(i) La distribuzione verticale

ν(P ) ≡ {X ∈ χ(P ) : dπ(u)(Xu) = 0, ∀u ∈ P} . (19.4.7)

(ii) Il fibrato verticale

V P ≡
⋃
u∈P

{Xu : X ∈ ν(P )} = ker(dπ) ⊂ T (P ). (19.4.8)

La proiezione π : P −→M definisce una foliazione globale della distribuzione
verticale.

Ogni campo vettoriale X ∈ L(G) definisce un gruppo ad un parametro
di diffeomorfismi di P :

t ∈ R −→ RetX ∈ C∞(P, P ). (19.4.9)

Il generatore infinitesimo X? di tale gruppo è il campo vettoriale fonda-
mentale associato a X. Se si considera il differenziale nell’identità della
applicazione lu definita nella (19.4.1):

λu : L(G) −→ Tu(P ), (19.4.10)

si può dire che, ∀X ∈ L(G), il generatore infinitesimo X? ∈ ν(P ), e inoltre

X?
u = λu(X), ∀u ∈ P. (19.4.11)

Per dimostrarlo, si comincia con l’osservare che le curve integrali

t −→ u etX

di X? sono verticali, e dunque X? è verticale. Inoltre si trova

X?
u =

[
d

dt
u etX

]
t=0

=

[
d

dt
lu(e

tX)

]
t=0

= dlu(e)(X) = λu(X). (19.4.12)
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19.5 Spazio orizzontale di un fibrato princi-

pale

Torniamo ora alla trattazione lievemente semplificata del paragrafo 19.3 e
alla notazione usata fino ad allora. Sappiamo che A#

p è un vettore tangente
alla fibra Gp, e che al variare di p otteniamo un campo vettoriale su M .
Otteniamo dunque

A# : p ∈M −→ A#
p ∈ Vu(P ), (19.5.1)

ovvero l’applicazione # opera come segue:

# : A ∈ L(G) −→ A# ∈ Vu(P ). (19.5.2)

L’applicazione # fornisce un isomorfismo di algebre:[
A#, B#

]
Vu(P )

= [A,B]#L(G), (19.5.3)

ossia Vu(P ) è un’algebra di Lie isomorfa all’algebra di Lie del gruppo G.
Per definizione, lo spazio orizzontale Hu(P ) è il complemento di Vu(P )

in Tu(P ). Si noti che, a questo stadio, Hu non è univocamente determinato.
Ad esempio, scelto nel piano euclideo R2 il sottospazio vettoriale unidimen-
sionale asse y, per descrivere un vettore v di R2 è possibile scegliere diversi
complementi. In altri termini, v è esprimibile in più di un modo come som-
ma di due vettori. Vedremo che Hu(P ) viene univocamente determinato solo
quando si introduce un nuovo concetto, ossia la connessione, che ora andiamo
a definire e studiare.

19.6 Connessione su fibrati principali

Una connessione su un fibrato principale P (M,G) è una separazione unica,
detta anche distribuzione (da non confondere con lo stesso termine usato in
analisi funzionale) dello spazio tangente Tu(P ) in parte verticale Vu(P ) e
parte orizzontale Hu(P ) tale che

(i) Lo spazio tangente viene decomposto in somma diretta dei sottospazi
orizzontale e verticale:

Tu(P ) = Hu(P )⊕ Vu(P ). (19.6.1)

(ii) Ogni campo vettoriale sul fibrato si decompone in somma delle parti
orizzontale e verticale:

X : P −→ T (P ), X = XH +XV . (19.6.2)
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(iii) Considerati gli associati vettori XH
u ∈ Hu(P ), si ha

Hug(P ) = Rg∗ Hu(P ), ∀u ∈ P, g ∈ G. (19.6.3)

La connessione può anche essere concepita come una 1-forma su P , de-
notata con ω, a valori nell’algebra di Lie del gruppo G, ovvero ω ∈ L(G) ⊗
T ∗(P ). Essa possiede tre proprietà che la definiscono:

ω(A#) = A, (19.6.4)

Hu(P ) ≡ {Xu ∈ Tu(P ) : ω(Xu) = 0} , (19.6.5)

R∗gω = Adg−1ω. (19.6.6)

Per verificare la (19.6.6) osserviamo che, assegnato Xu ∈ Tu(P ), si ottiene
dalla (5.10.2) (

R∗gωug
)

(Xu) = ωug

(
Rg∗Xu

)
= g−1ωu(Xu)g. (19.6.7)

Inoltre, dalla (19.6.5) otteniamo

Hug(P ) = {Yug ∈ Tug(P ) : ω(Yug) = 0} , (19.6.8)

e d’altro canto, se Xu ∈ Hu(P ), abbiamo

ω(Rg∗Xu) = R∗gω(Xu) = g−1ω(Xug)g = 0

=⇒ Rg∗Xu ∈ Hug(P ). (19.6.9)

Dalle (19.6.8) e (19.6.9) troviamo dunque accordo con la (19.6.3).
La 1-forma appena introdotta prende il nome di connessione di Ehres-

mann, e in coordinate locali

ω ∈ L(G)⊗ Ω1(P ). (19.6.10)

Se indichiamo come al solito con σi le sezioni locali

σi : Ui −→ π−1(Ui), (19.6.11)

il loro pullback σ∗i associa a 1-forme su P delle 1-forme su M , e dunque
scriviamo che

σ∗i : Ω1(π−1(Ui)) −→ Ω1(Ui). (19.6.12)

Questa proprietà ha un ruolo cruciale nella fisica teorica delle interazioni
fondamentali.

Definiamo
Ai ≡ σ∗i ω, (19.6.13)
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che appartiene a L(G)⊗Ω1(Ui). Alla 1-forma di Ehresmann associamo sem-
pre una Ai locale. Viceversa, data Ai nel prodotto tensore dell’algebra di Lie
di G con lo spazio dei campi di 1-forma sull’aperto Ui, possiamo costruire

ωi ∈ L(G)⊗ Ω1(π−1(Ui)). (19.6.14)

Ci proponiamo di dimostrare che

ωi = g−1
i π∗Aigi + g−1

i dgi, (19.6.15)

ovvero che tale ωi è consistente con la definizione (19.6.13). A tal fine, consid-
eriamo Xp ∈ Tp(M), u = σi(p), (p, e) = ϕi(u). Dunque otteniamo (tenendo
conto del fatto che gi = e in σi(p))

σ∗i ωi(Xp) = ωi|σi(p) (σi∗Xp)

=
(
g−1
i π∗Aigi

)∣∣∣
σi(p)

(σi∗Xp) +
(
g−1
i dgi

)∣∣∣
σi(p)

(σi∗Xp)

= π∗Ai(σi∗Xp) + dgi(σi∗Xp)

= Ai(π∗σi∗Xp) + dgi(σi∗Xp)

= Ai
(

(πσi)∗Xp) + dgi(σi∗Xp)

= Ai(Xp) + 0, (19.6.16)

ove nel primo termine abbiamo tenuto conto che (πσi)∗ eguaglia la mappa
identica sull’aperto Ui, e nell’ottenere l’addendo nullo abbiamo osservato che
gi = e lungo la direzione di σi∗Xp. Alla luce della (19.6.16), la (19.6.13)
risulta invero verificata. A questo stadio, dobbiamo verificare ancora che ωi
sia una connessione, ovvero che per essa valgano le (19.6.4) e (19.6.6). A tal
fine, cominciamo con l’osservare che

ωi(A
#) = g−1

i π∗Aigi(A#) + g−1
i dgi(A

#)

= g−1
i Aigi(π∗A#) + g−1

i dgi(A
#)

= 0 + g−1
i (u)

d

dt
(uetA)

∣∣∣∣
t=0

= g−1
i (u)gi(u)A = A, (19.6.17)

dove ci siamo avvalsi del fatto che A# è un campo vettoriale verticale per
porre a zero π∗A

#. Inoltre, troviamo che

R∗h
(
g−1
i π∗Aigi

)
uh

(X) =
(
g−1
i π∗Aigi

)
uh

(Rh∗X)

= (g−1
i )uhAi(π∗Rh∗X)(gi)uh

= h−1g−1
i π∗Aigih. (19.6.18)
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Inoltre, per il secondo termine nella (19.6.15), si ottiene

R∗h
(
g−1
i dgi

)
= (gih)−1d(gih) = h−1g−1

i dgih. (19.6.19)

Pertanto ωi è una 1-forma di connessione sullo spazio totale P del fibrato
principale. Se cambiamo carte otteniamo un’altra 1-forma ωj:

ωj = g−1
j π∗Ajgj + g−1

j dgj. (19.6.20)

Ma possiamo dire che ωi = ωj nell’intersezione delle carte? Ovviamente
desideriamo proprio questo, il che è garantito se Ai,Aj sono legate da una
trasformazione non omogenea che è proprio la trasformazione di 1-forme di
connessione che si incontra nello studio delle teorie di gauge:

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij. (19.6.21)

Dopo aver verificato questa proprietà, concludiamo che le 1-forme di gauge
e connessioni affini sono le Ai, ossia i rappresentativi locali su M di 1-forme
di connessione su fibrati principali con appropriato gruppo di Lie.

Vale inoltre il seguente Lemma:

Dato il vettore Xp ∈ Tp(M), ove il punto p ∈ Ui ∩ Uj, e date le sezioni locali
σi, σj tali che

σi∗Xp ∈ Tσi(p)(P ), σj∗Xp ∈ Tσj(p)(P ), (19.6.22)

allora si ha che

σj∗Xp = Rtij∗(σi∗Xp)+

[
(t−1
ij dtij)(Xp)

]#

, (19.6.23)

dove il significato del secondo termine nella (19.6.23) è il seguente:

tij : p −→ tij(p) ∈ G =⇒ t−1
ij dtij ∈ L(G)⊗ Ω1(M). (19.6.24)

Quindi tale espressione, valutata su M al variare di p:

(t−1
ij dtij)(X) = A ∈ L(G) =⇒ A# ∈ Vu(P ), (19.6.25)

fornisce un elemento dell’algebra di Lie di G di cui ha senso effettuare l’oper-
azione #, che restituisce un campo verticale su P . Una volta stabilito questo
Lemma, possiamo trovare la legge di trasformazione delle Ai.



Capitolo 20

Fibrati principali e vettoriali.
III

20.1 Forme di connessione su fibrati princi-

pali

Nel capitolo precedente, avevamo a che fare con i seguenti dati geometrici:

Un fibrato principale (P,M,G) sulla varietà M , un campo di 1-forma globale
ω ∈ L(G) ⊗ Ω1(P ), e un campo di 1-forma locale Ai ∈ L(G) ⊗ Ω1(Ui)
che si ottiene tramite pullback di ω usando le sezioni locali, ossia Ai =
σ∗i ω. A partire da Ai si può definire una 1-forma ωi su π−1(Ui). Abbiamo
poi dimostrato che la ωi nella (19.6.15) soddisfa la condizione di pullback
(19.6.13) e gli assiomi di connessione.

Abbiamo indi affermato che vale la (19.6.21), e ora andiamo a dimostrarlo.
A tal fine, si usa il seguente Lemma:

Dato il campo vettoriale X ∈ χ(M), assieme a σj∗X, campo su π−1(Uj),
e σi∗X, campo su π−1(Ui), nell’intersezione Ui ∩ Uj degli aperti vale la
(19.6.23). Per ottenere la dimostrazione desiderata, valutiamo ora ω su σj∗X
e rammentiamo la definizione (5.10.2). Dunque troviamo

ω(σj∗X) = ω(Rtij∗(σi∗X)) + ω
(

[t−1
ij dtij(X)]#

)
=⇒ σ∗jω(X) = R∗tijω(σi∗X) + t−1

ij dtij(X)

=⇒ Aj(X) = t−1
ij σ

∗
i ω tij(X) + t−1

ij dtij(X)

= t−1
ij Aitij(X) + t−1

ij dtij(X). (20.1.1)

Q.E.D.

233
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Date Ai e Aj, possiamo costruire ωi e ωj secondo la (19.6.15). Quindi
troviamo

ωj = g−1
j π∗

[
t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij

]
gj + g−1

j dgj

= g−1
j t−1

ij π
∗Aitijgj + g−1

j t−1
ij (dtij)gj + g−1

j dgj. (20.1.2)

In tale formula ci serve riesprimere (dtij)gj, e lo facciamo attraverso la
seguente catena logica:

gi = tijgj =⇒ gig
−1
j = tij

dgi = (dtij)gj + tijdgj

=⇒ (dtij)gj = dgi − tijdgj = dgi − gig−1
j dgj

=⇒ g−1
i (dtij)gj + g−1

j dgj = g−1
i

[
dgi − gig−1

j dgj

]
+ g−1

j dgj

= g−1
i dgi. (20.1.3)

Dalle (20.1.2) e (20.1.3) si ottiene la desiderata relazione

ωj = g−1
i π∗Aigi + g−1

i dgi = ωi. (20.1.4)

20.2 Lift orizzontale

Il lift orizzontale di una curva sullo spazio di base M equivale a introdurre il
trasporto parallelo. Per definirlo, consideriamo la curva sullo spazio di base
M

γ : [0, 1] −→M,

e sia
γ̃ : [0, 1] −→ P

una curva sullo spazio totale P . Si dice che γ̃ è il lift orizzontale di γ se
valgono le due seguenti condizioni:

(i) La proiezione del fibrato la trasforma nella curva sullo spazio di base:

π � γ̃ = γ, (20.2.1)

(ii) I vettori tangenti a γ̃, ossia ˙̃γ(t), sono orizzontali, e dunque scriviamo

˙̃γ ∈ Hγ̃(t)P. (20.2.2)

Desideriamo ora dimostrare che, per costruzione, γ̃ è specificata in modo
univoco dalla scelta della connessione.
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Figura 20.1: Lift orizzontale di una curva sullo spazio di base.

Dimostrazione. Sia γ su M contenuta in una sola carta (Ui, ψ), e sia
σi : Ui −→ π−1(Ui) la relativa sezione locale. Siano inoltre u0 e u1 (Fig.
20.1) elementi di P , e supponiamo che γ̃ esista. Poiché valgono le (18.1.12)
e (20.2.1), si ha

γ̃(t) = σi(γ(t)) gi(γ(t)). (20.2.3)

Scegliamo gi(γ(0)) = e, e quindi

σi(γ(0)) = u0γ̃(0). (20.2.4)

La curva γ̃t può essere riguardata come una applicazione da M in P :

γ̃t : p ∈ γ(t) −→ u ∈ P. (20.2.5)

Pertanto, il suo pushforward è l’applicazione

γ̃t∗ : X(γ(t)) −→ X̃(γ̃(t)), (20.2.6)

da cui segue che, se X è tangente a γ(t) in γ(0), allora X̃ è tangente a γ̃(t)

in u0 = γ̃(0). Se ω(X̃) = 0, questo annullamento è condizione necessaria e

sufficiente affinché X̃ sia orizzontale. Tenendo presenti le (5.11.2), (19.6.23)
e (20.2.3), possiamo scrivere che

γ̃∗X = X̃ = Rgi∗(σi∗X)+
[
g−1
i dgi(X)

]#

, (20.2.7)

e dunque troviamo

0 = ω(X̃) = ω
(
Rgi∗(σi∗X) + [g−1

i dgi(X)]#
)

= g−1
i ω(σi∗X)gi + g−1

i

d

dt
gi(t)

∣∣∣∣
t=0

. (20.2.8)
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Agendo mediante gi da sinistra, questa equazione diventa

ω(σi∗X)gi(t) = − d

dt
gi(t)

∣∣∣∣
t=0

, (20.2.9)

ovvero ancora

Ai(X)gi(t) = − d

dt
gi(t)

∣∣∣∣
t=0

. (20.2.10)

Questa è una equazione differenziale ordinaria per gi, una volta nota la con-
nessione Ai, con gi(0) = e. La soluzione per gi(γ(t)) è l’esponenziale ordinato
lungo il cammino che va da γ(0) a γ(t):

gi(γ(t)) = Pexp

[
−
∫ γ(t)

γ(0)

∑
µ

Aiµ(γ(t))dxµ

]
, (20.2.11)

e in tale formula si ha

xµ = xµ(γ(t)), Aiµ =
∑
α

A α
i µ Tα, (20.2.12)

dove Tα sono i generatori dell’algebra di Lie, ovvero la base di L(G). Alla
luce delle (19.6.13), (20.2.3) e (20.2.11), concludiamo che il lift orizzontale γ̃
è univocamente determinato da ω.

Q.E.D.

L’applicazione ρ : u0 = γ̃(0) −→ u1 = γ̃(1) è la mappa di trasporto parallelo.
Cosa accade sullo spazio totale P a seguito del lift orizzontale, se γ su M
è una curva chiusa, ossia se γ(0) = γ(1)? Ebbene, in generale γ̃(0) 6= γ̃(1).
Con riferimento alla Fig. 20.2, sia γ = α ∪ β una curva sullo spazio di base
M , e sia α(0) = β(0) = p0, α(1) = β(1) = p1. Possiamo scegliere, per il lift

orizzontale, α̃(0) = β̃(0) = u0, ma in generale α̃(1) 6= β̃(1). L’olonomia della

connessione è responsabile della differenza tra α̃(1) e β̃(1) (cf. Nacinovich
2015).

20.3 Derivata covariante su fibrati principali

Dal capitolo 6 abbiamo il concetto di derivata esterna: d : Ωr(M) −→
Ωr+1(M), ove le r-forme sono applicazioni

η : T (M) ∧ ... ∧ T (M) −→ R.

Nel caso dei fibrati principali abbiamo bisogno di r-forme a valori vettoriali
φ ∈ Ωr(P )⊗ V , ovvero

φ : T (P ) ∧ ... ∧ T (P ) −→ V, (20.3.1)



20.4. CURVATURA SU FIBRATI PRINCIPALI 237

Figura 20.2: Il lift orizzontale di una curva chiusa non riesce a chiudersi.

ove V è uno spazio vettoriale di dimensione k. L’espressione più generale di
φ è

φ =
k∑

α=1

φα ⊗ eα, (20.3.2)

ove {eα} è una base di V , e φα ∈ Ωr(P ).
Nel capitolo 19 abbiamo appreso che una connessione ω su un fibrato

principale P (M,G) separa lo spazio tangente Tu(P ) nella somma diretta
Hu(P ) ⊕ Vu(P ), e dunque un vettore Xu ∈ Tu(P ) viene decomposto nella
forma (cf. (19.6.2))

Xu = XH
u +XV

u , X
H
u ∈ Hu(P ), XV

u ∈ Vu(P ). (20.3.3)

Definizione 20.1. Siano φ ∈ Ωr(P )⊗V e X1, ..., Xr+1 ∈ Tu(P ). La derivata
covariante di φ è definita dalla relazione

Dφ(X1, ..., Xr+1) ≡ dPφ(XH
1 , ..., X

H
r+1), (20.3.4)

ove
dPφ = dP

∑
α

φα ⊗ eα. (20.3.5)

20.4 Curvatura su fibrati principali

La 2-forma di curvatura Ω è la derivata covariante della 1-forma di connes-
sione ω:

Ω ≡ Dω ∈ Ω2(P )⊗ L(G). (20.4.1)
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Tale 2-forma di curvatura soddisfa la relazione

R∗aΩ = a−1 Ω a, a ∈ G. (20.4.2)

Per dimostrarlo, notiamo dapprima che

(Ra∗X)H = Ra∗(X
H), (20.4.3)

poiché Ra∗ preserva i sottospazi orizzontali. Inoltre, la derivata esterna sul
fibrato commuta con il pullback di Ra:

dp R∗a = R∗a dP . (20.4.4)

Pertanto, dalla definizione (20.4.1) si ottiene

R∗aΩ(X, Y ) = Ω(Ra∗X,Ra∗Y ) = dPω((Ra∗X)H , (Ra∗Y )H)

= dPω(Ra∗X
H ,Ra∗Y

H) = R∗adPω(XH , Y H)

= dPR∗aω(XH , Y H) = dP (a−1 ω a)(XH , Y H)

= a−1dPω(XH , Y H)a = a−1Ω(X, Y )a, (20.4.5)

dove abbiamo osservato che a è un elemento costante e dunque dPa = 0.
Consideriamo ora una p-forma ζ =

∑
α ζ

α ⊗ Tα a valori in L(G), e una
q-forma η =

∑
α η

α ⊗ Tα anch’essa a valori in L(G), ove ζα ∈ Ωp(P ), ηα ∈
Ωq(P ), e {Tα} è una base di L(G). Definiamo il commutatore di ζ e η
mediante la formula

[ζ, η] = ζ ∧ η − (−1)pqη ∧ ζ
=
∑
α,β

[
TαTβζ

α ∧ ηβ − (−1)pqTβTαη
β ∧ ζα

]
=
∑
α,β

[Tα, Tβ]⊗ ζα ∧ ηβ =
∑
α,β,γ

f γ
αβ Tγ ⊗ ζ

α ∧ ηβ. (20.4.6)

In particolare, se poniamo η = ζ nella (20.4.6) nell’ipotesi che p e q siano
dispari, otteniamo

[ζ, ζ] = 2ζ ∧ ζ =
∑
α,β,γ

f γ
αβ Tγ ⊗ ζ

α ∧ ζβ. (20.4.7)

Lemma 20.1. Siano X ∈ Hu(P ) e Y ∈ Vu(P ) (qui e a seguire rinunciamo
al pedice u per X e Y ). Allora [X, Y ] ∈ Hu(P ).

Dimostrazione. Sia Y un campo vettoriale generato da g(t), allora abbiamo

LYX = [Y,X] = lim
t→0

1

t
(Rg(t)∗X −X). (20.4.8)



20.4. CURVATURA SU FIBRATI PRINCIPALI 239

Poiché una connessione soddisfa Rg∗Hu(P ) = Hug(P ), il vettore Rg(t)∗X è
orizzontale, e pertanto lo è anche la parentesi di Lie [Y,X].

Q.E.D.

Teorema 20.1. Siano X, Y ∈ Tu(P ). Allora la 2-forma di curvatura Ω e la
1-forma di connessione ω soddisfano l’equazione di struttura di Cartan

Ω(X, Y ) = dPω(X, Y ) + [ω(X), ω(Y )], (20.4.9)

che viene anche scritta come

Ω = dPω + ω ∧ ω. (20.4.10)

Dimostrazione. Consideriamo separatamente i seguenti tre casi.

(i) Siano X, Y ∈ Hu(P ). Questo implica che ω(X) = ω(Y ) = 0, e dalla
definizione (20.4.1) otteniamo allora

Ω(X, Y ) = dPω(XH , Y H) = dPω(X, Y ), (20.4.11)

poiché X = XH e Y = Y H .

(ii) Sia X ∈ Hu(P ) e Y ∈ Vu(P ). Poiché Y H = 0, abbiamo Ω(X, Y ) = 0, e
inoltre ω(X) = 0. Pertanto abbiamo bisogno di dimostrare che dPω(X, Y ) =
0. Dalla identità (10.2.8) otteniamo che

dPω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ])

= X(ω(Y ))− ω([X, Y ]). (20.4.12)

Inoltre si ha

Y ∈ Vu(P ) =⇒ ∃V ∈ L(G) : Y = V #

=⇒ ω(Y ) = V costante =⇒ X(ω(Y )) = X[V ] = 0. (20.4.13)

Inoltre dal Lemma 20.1, che assicura che [X, Y ] ∈ Hu(P ), troviamo ω([X, Y ]) =
0, e quindi dalla (20.4.12) troviamo alfine che dPω(X, Y ) = 0 + 0 = 0.

(iii) Se invece X, Y ∈ Vu(P ), la 2-forma Ω(X, Y ) = 0. Inoltre, avvalendoci
ancora della (10.2.8), stavolta troviamo

dPω(X, Y ) = −ω([X, Y ]). (20.4.14)

Osserviamo ora che X e Y sono chiusi sotto l’azione della parentesi di Lie,
ovvero anche [X, Y ] ∈ Vu(P ), e pertanto esiste un elemento A ∈ L(G) tale
che

ω([X, Y ]) = A, (20.4.15)
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ove A è tale che A# = [X, Y ]. Poniamo ora B# = X e C# = Y , da cui

[ω(X), ω(Y )] = [B,C] = A, (20.4.16)

poiché [B,C]# = [B#, C#]. Abbiamo pertanto dimostrato che

0 = dPω(X, Y ) + ω([X, Y ]) = dPω(X, Y ) + [ω(X), ω(Y )]. (20.4.17)

In virtù della linearità e antisimmetria di Ω, questi tre casi sono sufficienti
a dimostrare le (20.4.9) e (20.4.10) per tutti i possibili vettori. Al fine di
ricavare la (20.4.10) dalla (20.4.9), notiamo che

[ω, ω](X, Y ) =
∑
α,β

[Tα, Tβ]ωα ∧ ωβ(X, Y )

=
∑
α,β

[Tα, Tβ]
[
ωα(X)ωβ(Y )− ωβ(X)ωα(Y )

]
= [ω(X), ω(Y )]− [ω(Y ), ω(X)] = 2[ω(X), ω(Y )]

=⇒ Ω(X, Y ) =

(
dPω +

1

2
[ω, ω]

)
(X, Y )

= (dPω + ω ∧ ω) (X, Y ). (20.4.18)

20.5 Significato geometrico della curvatura

Dai capitoli di geometria riemanniana sappiamo che il tensore di curvatura
di Riemann esprime la noncommutatività del trasporto parallelo di vettori.
Esiste una interpretazione simile della curvatura su fibrati principali. Mo-
striamo dapprima che la 2-forma di curvatura Ω(X, Y ) fornisce la componente
verticale della parentesi di Lie [X, Y ] di vettori orizzontali X, Y ∈ Hu(P ).
Invero, segue dalla (10.2.8) e dall’annullarsi di ω(X) e ω(Y ) che

dPω(X, Y ) = −ω([X, Y ]). (20.5.1)

Inoltre, poiché XH = X, Y H = Y , abbiamo

Ω(X, Y ) = dPω(X, Y ) + 0 = −ω([X, Y ]). (20.5.2)

Consideriamo un sistema di coordinate {xµ} su una carta (U, ψ). Siano

V ≡ ∂

∂x1
, W ≡ ∂

∂x2
. (20.5.3)

Prendiamo un parallelogramma infinitesimo γ i cui spigoli siano

O ≡ {0, 0, ..., 0} , P ≡ {ε, 0, ..., 0} ,
Q ≡ {ε, δ, 0, ..., 0} , R ≡ {0, δ, 0, ..., 0} . (20.5.4)
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Consideriamo poi il sollevamento orizzontale γ̃ di γ. Siano X, Y ∈ Tu(P )
tali che

π∗X = εV, π∗Y = δW,

=⇒ π∗([X, Y ]H) = εδ[V,W ] = εδ

[
∂

∂x1
,
∂

∂x2

]
= 0. (20.5.5)

Pertanto la parentesi di Lie [X, Y ] è un vettore verticale, e scopriamo che il
sollevamento orizzontale di una curva chiusa γ non riesce a chiudersi. Questa
mancanza di chiusura è proporzionale al vettore verticale [X, Y ] che collega
il punto iniziale al punto finale sulla stessa fibra. La curvatura misura la
distanza −A data dal membro di destra della (20.5.2), ove A ∈ L(G) è tale
che [X, Y ] = A#.

Poiché la discrepanza tra punto iniziale e punto finale del sollevamen-
to orizzontale di una curva chiusa è semplicemente l’olonomia, ci possiamo
aspettare che il gruppo di olonomia sia espresso in termini della curvatu-
ra. Infatti un teorema, dovuto a Ambrose e Singer (1958), assicura che, se
P (M,G) è un G-fibrato su una varietà connessa M , l’algebra di Lie del grup-
po di olonomia Φu0 di un punto u0 ∈ P coincide con la sottoalgebra di L(G)
spazzata da elementi della forma Ωu(X, Y ), X, Y ∈ Hu(P ), ove u ∈ P è un
punto sullo stesso sollevamento orizzontale di u0.

20.6 Forma locale della curvatura

La forma locale F della curvatura Ω è definita da

F ≡ σ∗Ω, (20.6.1)

ove σ è una sezione locale definita su una carta dello spazio di base M
(si confronti con la (19.6.13)). La 2-forma F viene espressa mediante il
potenziale di gauge secondo la formula

F = dA+A ∧A, (20.6.2)

ove d è la derivata esterna su M . L’azione di F sui vettori di T (M) è data
da

F(X, Y ) = dA(X, Y ) + [A(X),A(Y )]. (20.6.3)

Per dimostrare la (20.6.3) notiamo che A = σ∗ω, che σ∗dPω = dσ∗ω e che
σ∗(ζ∧η) = σ∗ζ∧σ∗η. Dall’equazione di struttura di Cartan troviamo dunque

F = σ∗(dPω + ω ∧ ω) = dσ∗ω + σ∗ω ∧ σ∗ω = dA+A ∧A. (20.6.4)
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Come passo successivo, troviamo l’espressione in componenti di F in una
carta con coordinate xµ = ϕ(p). Sia A =

∑
µAµdxµ il potenziale di gauge.

Se scriviamo

F =
∑
µ,ν

1

2
Fµνdxµ ∧ dxν , (20.6.5)

un calcolo diretto fornisce

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ]. (20.6.6)

La F è anche detta 2-forma di curvatura ed è identificata con la field strength
di un campo di Yang-Mills che si introduce per studiare le interazioni forti.
Conveniamo di chiamare con Ω la curvatura e con F la field strength. Poiché
Aµ e Fµν sono funzioni a valori nell’algebra di Lie L(G), esse possono essere
sviluppate in termini della base {Tα} di L(G) come

Aµ =
∑
α

A α
µ Tα, Fµν =

∑
α

F α
µν Tα. (20.6.7)

I vettori di base soddisfano le usuali relazioni di commutazione già usate nella
(20.4.6). Otteniamo allora la formula ben nota in letteratura:

F α
µν = ∂µA α

ν − ∂νA α
µ +

∑
β,γ

f α
βγ A β

µ A γ
ν . (20.6.8)

Teorema 20.2. Siano (Ui, ψi) e (Uj, ψj) carte a intersezione non vuota su
M , con rispettive field strength Fi e Fj. Su Ui ∩ Uj, si ha la condizione di
compatibilità

Fj = t−1
ij Fi tij, (20.6.9)

ove tij è la funzione di transizione nella intersezione delle carte.

Dimostrazione. Consideriamo i corrispettivi potenziali di gauge Ai e Aj,
dai quali otteniamo le field strength

Fi = dAi +Ai ∧ Ai, Fj = dAj +Aj ∧ Aj. (20.6.10)

Se ora sostituiamo la legge di trasformazione (19.6.21) dei potenziali di gauge
nella formula per la field strength Fj, troviamo che

Fj =
[
− t−1

ij dtij ∧ t−1
ij Aitij + t−1

ij dAitij − t−1
ij Ai ∧ dtij

−t−1
ij dtijt

−1
ij ∧ dtij

]
+
[
t−1
ij Ai ∧ Aitij + t−1

ij Ai ∧ dtij + t−1
ij dtijt

−1
ij ∧ Aitij

+t−1
ij dtij ∧ t−1

ij dtij

]
= t−1

ij (dAi +Ai ∧ Ai)tij = t−1
ij Fi tij, (20.6.11)
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ove si è fatto uso dell’identità dt−1
ij = −t−1

ij dtij t
−1
ij .

Q.E.D.

20.7 Identità di Bianchi

Poiché la 1-forma ω e la 2-forma Ω sono a valori nell’algebra di Lie L(G), le
sviluppiamo in termini della base {Tα} di L(G):

ω =
∑
α

ωαTα, Ω =
∑
α

ΩαTα. (20.7.1)

Allora la (20.4.10) diventa

Ωα = dPω
α +

∑
β,γ

f α
βγ ωβ ∧ ωγ. (20.7.2)

La derivata esterna della (20.7.2) fornisce

dPΩα = 0 +
∑
β,γ

f α
βγ

[
dPω

β ∧ ωγ − ωβ ∧ dPωγ
]
. (20.7.3)

Tenendo presente che ω(X) = 0 per un vettore orizzontale, troviamo

DΩ(X, Y, Z) = dPΩ(XH , Y H , ZH) = 0, (20.7.4)

ove X, Y, Z ∈ Tu(P ). Abbiamo dunque dimostrato l’identità di Bianchi
(20.7.4). In fisica teorica è utile anche la forma locale dell’identità di Bianchi.
Operando con σ∗ sulla (20.7.3) troviamo che

σ∗dPΩ = d σ∗Ω = dF . (20.7.5)

Nel membro di sinistra di tale equazione si ha

σ∗(dPω ∧ ω − ω ∧ dPω) = dσ∗ω ∧ σ∗ω − σ∗ω ∧ dσ∗ω
= dA ∧A−A ∧ dA = F ∧A−A ∧ F . (20.7.6)

In virtù delle (20.7.5) e (20.7.6) otteniamo

DF ≡ dF +A ∧ F − F ∧A = dF + [A,F ] = 0, (20.7.7)

ove l’azione di D su una p-forma su M a valori in L(G) è definita da

Dη ≡ dη + [A, η]. (20.7.8)

Nel caso particolare dell’elettrodinamica, si ha G = U(1) =⇒ DF = dF .
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20.8 Derivata covariante di sezioni

Adesso facciamo uso della Definizione 19.2 di fibrato vettoriale associato a
un fibrato principale (P,M,G). Dunque consideriamo E(M,F, ρ, P ), ove,
per u ∈ P e ξ elemento dello spazio vettoriale F , imponiamo la regola di
identificazione (19.2.2), qui scritta nella forma

u′ = ug, ξ′ = ρ(g−1)ξ =⇒ (u, ξ) ∼ (u′, ξ′), (20.8.1)

ove ρ è la rappresentazione del gruppo G su F , e [(u, ξ)] ∈ E. Su una carta
(Ui, ϕi) sullo spazio di base M possiamo definire una sezione locale

si : Ui −→ π−1
E (Ui), (20.8.2)

che rappresenta un campo fisico. In coordinate, scriviamo che

si(p) = [(u, ξp)] = [(σi(p), ξ(p))]. (20.8.3)

Ci proponiamo di definire la derivata covariante della sezione si, e con la
nostra notazione la coppia (σi(p), ξ(p)) è un rappresentativo di si(p).

Lungo una curva γ su M , si ha

si(γ(t)) = [(σi(γ(t)), ξ(γ(t)))]. (20.8.4)

Se X è un vettore tangente alla curva γ, la derivata covariante della sezione
si lungo X viene espressa da

∇Xsi(γ(t))|γ(0) =

[(
σi(0),

d

dt
ξ(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

)]
. (20.8.5)

Localmente, il lift di γ è espresso mediante la (20.2.3), dalla quale otteniamo

σi = γ̃ g−1
i . (20.8.6)

Sostituendo la (20.8.6) nella (20.8.4), otteniamo

si(γ(t)) =
[
(γ̃(t)g−1

i (t), ξ(γ(t)))
]

=
[
(γ̃(t), g−1

i ξ(γ(t)))
]
. (20.8.7)

Notiamo ora che

d

dt
(g−1
i ξ(γ(t)))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(g−1
i (t))ξ

∣∣∣∣
t=0

+

(
g−1
i (t)

dξ

dt

)
t=0

= −g−1
i

(
d

dt
gi

)
g−1
i ξ

∣∣∣∣
t=0

+ g−1
i (0)

dξ

dt

∣∣∣∣
t=0

= g−1
i (0)Ai(X)gi(0)g−1

i (0)ξ(γ(0)) + g−1
i (0)

dξ

dt

∣∣∣∣
t=0

, (20.8.8)
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dove nell’ultima riga abbiamo fatto uso della (20.2.10). In virtù delle (20.8.5),
(20.8.7) e (20.8.8) troviamo

∇Xsi(γ(t))|γ(0) =

[(
σi(0),Ai(X)ξi(γ(0)) +

dξi
dt

)]
. (20.8.9)

In particolare, la derivata covariante della sezione si lungo il vettore di base
eµ vale dunque

∇µsi =
[
(σi(0),Aiµξi + ∂µξi)

]
. (20.8.10)

Se utilizzassimo un’altra trivializzazione, troveremmo

sj = [(σj(p), tjiξi)] = [(σjtji, ξi)] = [(σi, ξi)], (20.8.11)

e dunque le derivate covarianti delle sezioni coinciderebbero nell’intersezione
delle carte.

Nel caso di connessione affine, ecco come agisce Ai:

Aµξ =
∑
α,γ

A γ
µα ξ

αeγ =
∑
α,γ

Γ γ
µα ξ

αeγ, (20.8.12)

poiché Aµξ è da intendersi come

ρ(Aµ)ξ = ρ

(∑
α

A α
µ Tα

)
=
∑
α

A α
µ ρ(Tα)ξ, (20.8.13)

dove ρ è la rappresentazione dell’algebra di Lie di G sulla fibra F a cui ξ
appartiene. Pertanto

(Aµξ)β =
∑
α,γ

A α
µ [ρ(Tα)]βγξ

γ =
∑
γ

[Aµ]βγξ
γ, (20.8.14)

ove [Aµ]βγ sono i coefficienti di connessione, le Γ nel caso della connessione
affine, e la loro forma esplicita dipende dal tipo di rappresentazione, ossia
dalla natura di ξ. Ad esempio, se ξ è uno spinore e A è proprio la connes-
sione affine, allora il gruppo G è il gruppo di Lorentz e la sua algebra, in
rappresentazione spinoriale, è data dalle

Σαβ =
i

4
[γα, γβ]. (20.8.15)

In tal caso, la connessione affine prende il nome di connessione di spin.
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20.9 Fibrato U(1) sullo spaziotempo

Consideriamo un fibrato principale sullo spaziotempo con gruppo U(1). Sia
Aj la forma di connessione locale nella carta (Uj, ϕj), e Ak la forma di
connessione locale nella carta (Uk, ϕk). Le funzioni di transizione

tjk : Uj ∩ Uk −→ U(1) (20.9.1)

sono
tjk = eiΛ(p), Λ(p) ∈ R. (20.9.2)

Pertanto, la (19.6.21) per il fibrato U(1) dell’elettrodinamica assume la forma

Aj(p) = Ai(p) + idΛ(p), (20.9.3)

ovvero, in componenti,

(Aj)µ = (Ai)µ + i∂µΛ. (20.9.4)

Ponendo poi (Nakahara 2003) Aµ = iAµ, si può riscrivere la (20.9.4) nella
forma usualmente adottata dai manuali:

(Aj)µ = (Ai)µ + ∂µΛ. (20.9.5)

Nel linguaggio della fisica, diciamo allora che una trasformazione di gauge
cambia il potenziale elettromagnetico di una grandezza data dal gradiente di
una funzione Λ che sia almeno di classe C1. A questo stadio, non ci sono
altre restrizioni su Λ.



Capitolo 21

Cintura di Möbius

21.1 Come si genera la cintura di Möbius

La cintura di Möbius viene studiata nella teoria delle superfici immerse nello
spazio euclideo tridimensionale, nella teoria delle varietà non orientabili e
nella teoria degli spazi fibrati, dunque è rilevante per la nostra presentazione
dei fondamenti della teoria classica dei campi.

Considerato il rettangolo ABA′B′ in Fig. 21.1, si ottiene la cintura usuale
portando a coincidere A col vertice A′ e B col vertice B′. In tal caso i lati
AB e A′B′ vengono congiunti. La cintura di Möbius è invece attorcigliata:

Figura 21.1: Rettangolo a partire dal quale si può generare la cintura usuale
oppure quella di Möbius.

si unisce A a B′, B ad A′, e M viene su M ′ se AM = B′M ′. Si può definire
tale cintura come una superficie bidimensionale di classe C∞ immersa in R3.
Si prende per cerchio medio della cintura (Schwarz 1967) l’insieme Γ definito
dalle equazioni

x2 + y2 = a2, z = 0, (21.1.1)

e di equazioni parametriche

x = a cosϕ, y = a sinϕ, z = 0. (21.1.2)
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Sia m(ϕ) = m (Fig. 21.2) il punto corrispondente al parametro ϕ di tale
cerchio; si definisce sulla cintura una fibra, segmento aperto di lunghezza
l < a, perpendicolare al cerchio medio, mediante la formula

Figura 21.2: I punti m, M , O.

M(ϕ, ρ) = m(ϕ)− ρ sin
ϕ

2
~u+ ρ cos

ϕ

2
~e3, (21.1.3)

ove ρ ∈] − l, l[, ~u è il vettore unitario dell’asse ~Om, mentre ~e3 è il vettore

unitario dell’asse z. Nel seguito scriveremo ~Om = a~u. Quando ϕ = 0,
il segmento di lunghezza l < a è verticale; quando ϕ aumenta, esso gira
attorno alla tangente al cerchio medio di un angolo pari a ϕ

2
. Quando m

torna alla sua posizione iniziale, con ϕ = 2π, il segmento è tornato anch’esso
alla sua posizione iniziale, ma si è rigirato.

21.2 Rappresentazione parametrica

La rappresentazione parametrica della cintura di Möbius è dunque (Schwarz
1967)

x =
(
a− ρ sin

ϕ

2

)
cosϕ, (21.2.1)

y =
(
a− ρ sin

ϕ

2

)
sinϕ, (21.2.2)

z = ρ cos
ϕ

2
. (21.2.3)

Da queste formule riconosciamo che, sotto le trasformazioni

ϕ −→ ϕ+ 2π, ρ −→ −ρ, (21.2.4)
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si ricade nello stesso punto della cintura. Questa è dunque una rappresen-
tazione parametrica impropria (ovvero non è iniettiva); ma, localmente, è
una rappresentazione parametrica vera (Schwarz 1967).

Se si fa variare la coppia (ϕ, ρ) in un rettangolo aperto Aϕ0 di R2, definito
da

ϕ ∈]ϕ0 − π, ϕ0 + π[, ρ ∈]− l, l[, (21.2.5)

le (21.2.1)-(21.2.3) definiscono un omeomorfismo Φ, di classe C∞, di Aϕ0 su
un aperto della cintura. Basta dimostrare che la applicazione derivata di Φ in
qualsivoglia punto di Aϕ0 sia di rango 2, da cui segue che la rappresentazione
parametrica Φ è vera localmente. Invero

∂ ~M

∂ρ
= − sin

ϕ

2
~u+ cos

ϕ

2
~e3, (21.2.6)

da cui segue che tale derivata, diretta lungo il segmento mobile ~M , si mantiene
non nulla, poiché le sue componenti su due assi rettangolari non si possono
annullare simultaneamente. Inoltre si ha

∂ ~M

∂ϕ
=
dm

du

d~u

dϕ
− ρ

2
cos

ϕ

2
~u− ρ

2
sin

ϕ

2
~e3, (21.2.7)

da cui segue che il vettore ∂ ~M
∂ϕ

è perpendicolare a ∂ ~M
∂ρ

, poiché i vettori d~u
dϕ

, ~u

e ~e3 sono a due a due ortogonali. Inoltre, anche per il vettore ∂ ~M
∂ϕ

possiamo
dire che esso non è mai nullo, poiché le sue componenti su ~u ed ~e3 non sono
mai simultaneamente nulle.

Pertanto i vettori ∂ ~M
∂ρ

e ∂ ~M
∂ϕ

sono indipendenti. Dunque la rappresen-
tazione parametrica Φ è vera, e la cintura di Möbius è una superficie bidi-
mensionale di classe C∞ in R3. Un teorema importante, che non dimostrere-
mo, assicura che la cintura di Möbius non è una varietà orientabile (Schwarz
1967).

Nelle equazioni (21.2.1)-(21.2.3), dopo aver posto

u = a− ρ sin
ϕ

2
, γ = cot

ϕ

2
, (21.2.8)

si trova che

γ =
(y + z)

(a− x)
. (21.2.9)

La sostituzione di tale espressione nel sistema fornisce l’equazione di terzo
grado in y

y3 + 2zy2 + (z2 + x2 − a2)y + 2xz(x− a) = 0. (21.2.10)

Per una analisi originale di tale equazione e di vari altri aspetti della cintura
di Möbius, consigliamo al lettore l’analisi di Giovinetti (2023).
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21.3 Fibrato per la cintura di Möbius

La cintura di Möbius può essere studiata col linguaggio degli spazi fibrati.
Diremo allora che lo spazio totale E è la cintura di Möbius, lo spazio di baseX
è la 1-sfera S1, la fibra F è un segmento di linea. La fibra campione sul punto
x ∈ S1 sia π−1(x), la fibra campione sul punto y ∈ S1 sia π−1(y). Possiamo
allora riferirci alla Fig. 21.3, dove le linee tratteggiate indicano l’azione della
proiezione. Il gruppo di struttura è G = {e, g}, ove l’elemento g agisce su F
riflettendo il segmento di linea attorno al suo punto di mezzo. Il ricoprimento
{Uα} consiste di due archi aperti U1 e U2 di S1, ove U1∩U2 = A∪B, ove A e
B sono archi aperti disgiunti. Le funzioni di transizione sono omeomorfismi
della fibra, e sono date da (Nash e Sen 1983)

t11(x) = t22(x) = e, (21.3.1)

t12(x) = t−1
21 (x) = e se x ∈ A, g se x ∈ B. (21.3.2)

Come mostrato in Fig. 21.4, le regioni A∩F vengono incollate senza attor-
cigliamento. Questo corrisponde alla classe di equivalenza [(x, f)] che ha un
solo elemento (x, f) se x ∈ A, ovvero t12(x) = e se x ∈ A. Al contrario, le
regioni B ∩ F vengono incollate con attorcigliamento. In tal caso t12(x) = g
se x ∈ B, e la classe di equivalenza [(x, f)] ha due elementi se x ∈ B, ovvero
(x, f) e (x, gf). Poiché la relazione di equivalenza identifica (x, f) e (x, gf),
bisogna incollare le regioni B ∩ F con attorcigliamento.
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Figura 21.3: Fibra e proiezione per la cintura di Möbius.
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Figura 21.4: Le regioni A ∩ F e B ∩ F .



Capitolo 22

Fibrazione di Hopf

22.1 Fibrazione di Hopf di S3 su S2

I fibrati di Hopf sono fibrati in sfere in quanto lo spazio totale, lo spazio
di base e la fibra sono sfere di dimensione opportuna: S3 spazio fibrato su
S2 con fibra S1, oppure S7 spazio fibrato su S4 con fibra S3, oppure S15

fibrato su S8 con fibra S7. In questo capitolo studiamo la prima fibrazione,
in cui le fibre sono 1-sfere in S3, che alfine diventano 1-sfere in R3 con l’ausilio
della proiezione stereografica (Berger 2009, capitolo quarto; Mantovani 2019).
Seguendo Lyons (2003), ci riferiremo alle fibre come cerchi.

La fibrazione di Hopf h : S3 −→ S2 è l’applicazione definita da (Lyons
2003)

h(a, b, c, d) ≡
(
a2 + b2 − c2 − d2, 2(ad+ bc), 2(bd− ac)

)
. (22.1.1)

Si verifica immediatamente che

(a2 + b2 − c2 − d2)2 + 4(ad+ bc)2 + 4(bd− ac)2

= (a2 + b2 + c2 + d2)2 = 1, (22.1.2)

e quindi l’immagine di h è invero contenuta in S2.
Sappiamo bene che una rotazione attorno all’origine in R3 può essere

specificata assegnando un vettore per l’asse di rotazione, ed un angolo di
rotazione attorno a quell’asse. Converremo che la rotazione sia antioraria
per angoli positivi. La specificazione di una rotazione mediante un vettore
che funge da asse e un angolo è lungi dall’essere unica. Ad esempio, la
rotazione determinata dal vettore ~v e dall’angolo θ è la stessa della rotazione
determinata dalla coppia (k~v, θ + 2nπ), ove k > 0 e n ∈ Z. La coppia
(−~v,−θ) determina anch’essa la stessa rotazione. Cionondimeno, vediamo
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che quattro numeri reali bastano a specificare una rotazione: tre coordinate
per un vettore ed un numero reale per assegnare l’angolo. Questo è molto
di meno dei nove elementi di una matrice ortogonale 3× 3. È l’approccio in
termini di quadruple di numeri reali che risulta essere di utilità pratica.

22.2 Richiami sui quaternioni

Hamilton tentò per anni di formare un’algebra di rotazioni in R3 usando
terne ordinate di numeri reali, fino a che si rese conto che poteva raggiungere
il suo scopo usando invece quaterne. Ecco in sintesi cosa scopr̀ı Hamilton:
sia come insieme, sia come spazio vettoriale, l’insieme H dei quaternioni è
identico a R4. I tre distinti vettori coordinati sono denotati rispettivamente
con

i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0), k = (0, 0, 0, 1). (22.2.1)

Il vettore (a, b, c, d) viene scritto dunque come nella (8.5.11):

(a, b, c, d) = a+ bi+ cj + dk. (22.2.2)

Se lo riguardiamo come quaternione, diciamo che a è la parte reale, b è la
parte i, c è la parte j, d è la parte k. L’insieme H dei quaternioni è dunque
la coppia (R4,Φ), dove Φ è una legge di composizione interna che soddisfa le
(8.5.7)-(8.5.10).

Il coniugato di un quaternione r = (a, b, c, d) viene denotato mediante

r = a− bi− cj − dk, (22.2.3)

come nella (8.5.12). La lunghezza o norma di un quaternione, è la sua
lunghezza come vettore di R4:

‖r‖ =
√
a2 + b2 + c2 + d2 =

√
rr. (22.2.4)

Comunque presi due quaternioni r e s, la norma del loro prodotto è il prodotto
delle loro norme:

‖rs‖ = ‖r‖ ‖s‖ . (22.2.5)

Dunque il prodotto di due quaternioni di lunghezza 1 fornisce ancora un
quaternione di lunghezza 1. Dal capitolo 8 sappiamo anche che l’inverso di
un quaternione è dato dalla (8.5.15), e che la 3-sfera consiste dei quaternioni
di norma 1.
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22.3 Quaternioni puri e rotazioni

Ecco come un quaternione r determina una applicazione lineare Rr : R3 −→
R3. Ad un punto p = (x, y, z) di R3 associamo un quaternione

p̂ = xi+ yj + zk. (22.3.1)

Poiché la sua parte reale Re(p̂) è nulla, si suol dire che p̂ è un quater-
nione puro. Si trova allora che anche Re(rp̂r−1) = 0, e dunque rp̂r−1 è
un quaternione puro, da cui segue che

∃(x′, y′, z′) : rp̂r−1 = x′i+ y′j + z′k = punto di R3. (22.3.2)

Si definisce ora l’applicazione Rr tale che

Rr(x, y, z) = rp̂r−1 = (x′, y′, z′) = x′i+ y′j + z′k. (22.3.3)

L’applicazione Rr è lineare, e inoltre Rkr = Rr, ∀k. Per ogni r 6= 0, esiste
l’inversa

(Rr)
−1 = R(r−1). (22.3.4)

Notiamo che, se r = ±1, Rr è l’applicazione identica su R3. Se invece
r 6= ±1, Rr è una rotazione attorno all’asse determinato dal vettore (b, c, d),
con angolo di rotazione (vedasi poco oltre)

θ = 2arcsin
√
b2 + c2 + d2. (22.3.5)

L’applicazione Rr ha altre due proprietà:

(i) Rr preserva la norma dei quaternioni puri, ovvero

‖Rr(p̂)‖ = ‖p̂‖ , ∀p̂ = xi+ yj + zk. (22.3.6)

Questo segue dalla (22.2.5).

(ii) Rr ha autovettore (b, c, d) con autovalore 1.
Quanto all’angolo di rotazione di cui sopra, scegliamo un vettore w per-

pendicolare all’autovettore (b, c, d). Se almeno uno fra b e c è 6= 0, possiamo
usare w = ci− bj. Se invece b = c = 0, possiamo assumere w = i. L’angolo
di rotazione è l’angolo θ fra i vettori w e Rrw:

cos θ =
w ·Rrw

‖w‖2 = a2 − b2 − c2 − d2 = 2a2 − 1. (22.3.7)

Da tale formula, sfruttando l’identità

cos θ = 2 cos2 θ

2
− 1,
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troviamo alfine a = cos θ
2
.

Osserviamo anche come ∀ r, s ∈ S3 si abbia

Rr �Rs = Rrs, (22.3.8)

da cui segue che la composizione di rotazioni può essere ottenuta mediante
moltiplicazione di quaternioni. Dal capitolo 8 sappiamo che S3 è un gruppo
topologico. D’altronde le rotazioni in R3, con l’operazione di composizione,
formano anch’esse un gruppo, ovvero SO(3). L’applicazione

ϕ : S3 −→ SO(3), r −→ Rr = rp̂r−1, (22.3.9)

è un omomorfismo tra gruppi. Per ogni R ∈ SO(3), ∃ r ∈ S3 : R = Rr =
rp̂r−1. Dunque l’applicazione ϕ è surgettiva, ovvero

ϕ(S3) = SO(3). (22.3.10)

Ogni rotazione Rr ha precisamente due preimmagini in S3:

ϕ−1(Rr) = {r,−r} . (22.3.11)

22.4 Fibrazione di Hopf tramite quaternioni

Vediamo ora come si può riformulare l’applicazione di Hopf in termini di
quaternioni. Per prima cosa, fissiamo un punto distinto P0 = (1, 0, 0) su S2.
Un qualsivoglia altro punto di S2 andrebbe altrettanto bene, ma con questo le
formule risultanti sono particolarmente semplici. Assegnato (a, b, c, d) ∈ S3,
sia r = a+ bi+ cj + dk l’associato quaternione di norma 1. Il quaternione r
definisce allora una rotazione Rr di R3 data da Rr = rp̂r−1. La fibrazione di
Hopf mappa questo quaternione nell’immagine del punto distinto P0 sotto la
rotazione, ovvero

r −→ Rr(P0) = rP0r
−1 = r(1, 0, 0)r−1 = r(1, 0, 0)r. (22.4.1)

Le formule (22.1.1) e (22.4.1) per la fibrazione di Hopf sono equivalenti.
Il quaternione unitario r sposta (1, 0, 0) in P mediante Rr (Fig. 22.1), e
d’altronde la mappa di Hopf porta r in P . Considerato il punto (1, 0, 0) di
S2, si può verificare che i punti dell’insieme

C ≡ {(cos t, sin t, 0, 0)| t ∈ R} = h−1((1, 0, 0)) (22.4.2)

in S3 corrispondono tutti a (1, 0, 0) mediante la mappa di Hopf h. Infatti,
C è l’insieme completo dei punti che corrispondono a (1, 0, 0) mediante h,
ovvero C è l’insieme preimmagine h−1(1, 0, 0).
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Figura 22.1: Il quaternione unitario porta (1, 0, 0) in P mediante Rr. La
mappa di Hopf porta r in P .

Quanto trovato è una proprietà tipica: ∀P ∈ S2, la preimmagine h−1(P ) è
un cerchio in S3, ed è la fibra di h su P . Studiamo ora la configurazione di tali
fibre in S3. Usando la proiezione stereografica (paragrafo 3.7), otterremo una
decomposizione di R3 in una unione di cerchi disgiunti e di una linea retta.
Ovvero, usando cerchi disgiunti ed una singola linea retta, si può riempire
R3 in modo tale che ogni coppia di cerchi sia collegata, e tale che la retta
passi per l’interno di ogni cerchio. È la natura collegata dei cerchi che rende
il problema non banale. Se non si richiedesse il collegamento, si potrebbe
operare come mostrato in Fig. 22.2. Cominciamo col chiederci come trovare
rotazioni che trasportino un dato punto A in un dato punto B. Dati A e B su
S2 che non sono antipodali, l’asse di una qualsivoglia rotazione che trasporta
A in B deve passare attraverso il grande cerchio C che divide in due l’arco
AB (Fig. 22.3). Lungo il grande cerchio C vi sono due assi di rotazione
per i quali l’angolo di rotazione viene facilmente calcolato. Quando l’asse
di rotazione passa attraverso il punto medio M di AB, l’angolo di rotazione
θ = π. Sia questa la rotazione R1 mostrata in Fig. 22.4. Quando invece
l’asse di rotazione è perpendicolare ai vettori ~v = ~OA e ~w = ~OB, l’angolo di
rotazione è ± l’angolo fra ~v e ~w, ed è dato da cos(θ) = ~v · ~w. Questa rotazione
la chiamiamo R2 e viene mostrata in Fig. 22.5. Se h : r ∈ S3 −→ P ∈ S2,
allora sappiamo che Rr : (1, 0, 0) =⇒ P , e possiamo trovare asse e angolo
di rotazione per due rotazioni che mappano (1, 0, 0) in P . Una volta che
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Figura 22.2: Un possibile modo di riempire R3 con cerchi disgiunti e una
retta.

abbiamo assi e angoli di rotazione per le rotazioni R1 e R2, possiamo trovare
i quaternioni tali che Rr1 = R1, Rr2 = R2. Per il punto P = (p1, p2, p3) ∈ S2,
si ha

R1 = r1(p1, p2, p3)r−1
1 =⇒ r1 =

1√
2(1 + p1)

((1 + p1)i+ p2j + p3k), (22.4.3)
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Figura 22.3: L’asse di una qualsivoglia rotazione che porta A in B deve
passare attraverso il grande cerchio C che biseca AB.

Figura 22.4: La rotazione R1 che porta A in B.

R2 = r2(p1, p2, p3)r−1
2 =⇒ r2 =

√
(1 + p1)

2

(
1− p3j

(1 + p1)
+

p2k

(1 + p1)

)
.

(22.4.4)
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Figura 22.5: La rotazione R2 che porta A in B.

La fibra h−1(P ) è data come un cerchio in R4 definito parametricamente da
una delle due seguenti formule:

h−1(P ) =
{
r1e

it
}
, t ∈ [0, 2π], (22.4.5)

h−1(P ) =
{
r2e

it
}
, t ∈ [0, 2π]. (22.4.6)

22.5 Geometria delle fibre

Studiamo ora un metodo che consente di visualizzare quel che accade con la
fibrazione di Hopf h : S3 −→ S2, ovvero mostrare disegni delle fibre. Questo
si ottiene sfruttando la proiezione stereografica del paragrafo 3.7. Questa
fornisce una mappa di proiezione

S3/(1, 0, 0, 0) −→ R3, (22.5.1)

data da

(w, x, y, z) −→
(

x

(1− w)
,

y

(1− w)
,

z

(1− w)

)
. (22.5.2)
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Il punto (1, 0, 0, 0) di S3 dal quale proiettiamo viene scelto in modo arbitrario,
ma rende le formule semplici. Il potere reale della proiezione stereografica è
questo: ci consente di vedere tutta S3 (tranne un punto) nel familiare spazio
tridimensionale R3 (Lyons 2003). Questo è rimarchevole perché S3 è una
varietà con curvatura immersa in R4.

Dall’analisi precedente sappiamo che le fibre della mappa di Hopf sono
cerchi in S3. La proiezione stereografica mappa questi cerchi in cerchi in
R3. Sia s la proiezione stereografica data nelle equazioni (22.5.1) e (22.5.2).
Allora

s� h−1((1, 0, 0)) = asse x, (22.5.3)

s� h−1((−1, 0, 0)) = cerchio di raggio 1 nel piano (y, z), (22.5.4)

e, per ogni altro punto P = (p1, p2, p3) di S2, la composizine di s con la fibra
h−1(P ) fornisce un cerchio in R3 che interseca il piano (y, z) esattamente in
due punti A e B (Fig. 22.6) l’uno dentro e l’altro fuori del cerchio unitario

Figura 22.6: Una generica fibra di Hopf proiettata. A e B denotano le
intersezioni della fibra col piano (y, z).

nel piano (y, z). Dunque s� h−1(P ) è collegato al cerchio unitario nel piano
(y, z).

Per dimostrare la natura collegata di due cerchi qualsivoglia C e D che
sono proiezioni di fibre, esibiamo una applicazione continua iniettiva (Lyons
2003) ψ : R3 −→ R2 che mappa C nel cerchio unitario nel piano (y, z), e
mappa D in qualche altra fibra proiettata che è un cerchio. Per costruire
ψ, sia P ∈ C, e sia r = s−1(P ); definiamo l’applicazione f : R4 −→ R4

mediante
f(x) = k r−1 x, (22.5.5)
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che usa la moltiplicazione fra quaternioni. Allora

ψ ≡ s� f � s−1. (22.5.6)

Il disegno pertinente è riportato in Fig. 22.7.

Figura 22.7: Proiezioni stereografiche di fibre di Hopf. Due qualsivoglia fibre
proiettate sono cerchi collegati, ad eccezione di s � h−1(1, 0, 0), che è una
linea.

Per lo studio di esempi più avanzati di fibrazioni di Hopf, suggeriamo al
lettore l’elenco in Trautman (1984).



Capitolo 23

Principi variazionali e
simmetrie. I

23.1 Eulero-Lagrange, forma locale

Come il lettore sa dal primo corso di meccanica classica, le equazioni del
moto in dinamica classica possono essere formulate in ambito lagrangiano o,
invece, hamiltoniano. In questo capitolo ci proponiamo una più estesa analisi,
pur mantenendoci ad un livello introduttivo. Il postulato fondamentale su
cui ci basiamo richiede che ogni sistema dinamico isolato si possa studiare
mediante un funzionale d’azione, con l’associato principio variazionale. Per
approfondimenti del calcolo delle variazioni, suggeriamo gli ottimi libri di
Tonelli (1923), Carbone e De Arcangelis (2001), Angrisani et al. (2019), e
l’articolo di Mingione (2006). Per quel che concerne la dinamica classica,
il lettore apprenderà molto da Sudarshan e Mukunda (1974), Marmo et al.
(1985), José e Saletan (1998), Carinena et al. (2015).

Ammettiamo d’ora innanzi di trattare sistemi fisici per i quali è definita
una funzione lagrangiana che sia una funzione liscia sul fibrato tangente dello
spazio delle configurazioni: L ∈ F(TQ). In coordinate locali q, q̇ possiamo
scrivere

L(q, q̇) = T − U, (23.1.1)

dove T è l’energia cinetica e U l’energia potenziale. È possibile formulare la
dinamica classica a partire da un funzionale d’azione S[C], dove l’applicazione

C : I = [t1, t2] ⊂ R −→ Q (23.1.2)

è un cammino, ovvero una curva, sullo spazio delle configurazioni. In coordi-
nate locali, descriviamo C mediante una n-pla di coordinate qi(t), e C ′ median-

263
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te una n-pla di coordinate q′i(t′). Tali curve hanno estremi non coincidenti
in generale.

Il funzionale d’azione

S : C −→ S[C] =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t)dt (23.1.3)

dipende dall’intero cammino, ed è un funzionale che, alla curva C, associa
un numero reale, ovvero il valore dell’integrale al membro di destra della
(23.1.3). La variazione di S è, per definizione, la differenza

δS = S[C ′]− S[C] =

∫ t′2

t′1

L(q′, q̇′, t)dt−
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt. (23.1.4)

Per i prossimi calcoli, ci sarà utile definire anche altri incrementi. Dunque
poniamo

4t1 = t′1 − t1, 4t2 = t′2 − t2, (23.1.5)

δq(ta) = q′(ta)− q(ta), a = 1, 2 (23.1.6)

e consideriamo anche l’incremento

4q(ta) = q′(t′a)− q(ta) = q′(ta +4ta)− q(ta)
= q′(ta) + q̇′(ta)4 ta − q(ta) = δq(ta) + q̇′(ta)4 ta. (23.1.7)

In tale formula, la derivata temporale di q′ può essere riespressa come segue:

q̇′ =
dq′

dt
=

d

dt
(q(t) + δq(t)) = q̇(t) +

d

dt
δq(t). (23.1.8)

Tale formula, sostituita nella (23.1.7), fornisce

4q(ta) = δq(ta) +

(
q̇(ta) +

d

dt
δq(t)

∣∣∣∣
t=ta

)
4 ta

∼= δq(ta) + q̇(ta)4 ta. (23.1.9)
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Quindi, assumendo che t′1 ≤ t1 < t2 < t′2, troviamo

δS =

∫ t1

t′1

L′dt+

∫ t2

t1

L′dt+

∫ t′2

t2

L′dt−
∫ t2

t1

Ldt

=

∫ t2

t1

(L′ − L)dt+

∫ t′2

t2

L′dt−
∫ t′1

t1

L′dt

=

∫ t2

t1

[
L(q, q̇, t) +

∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇
δq̇ − L(q, q̇, t)

]
+ L4 t2 − L4 t1

=

∫ t2

t1

[
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇

d

dt
δq

]
dt+

[
L4 t

]t2
t1

=

∫ t2

t1

∑
i

[
∂L
∂qi

δqi +
d

dt

(
∂L
∂q̇i

δqi
)
− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
δqi
]
dt

+
[
L4 t

]t2
t1

=

∫ t2

t1

∑
i

[
∂L
∂qi
− d

dt

∂L
∂q̇i

]
δqi dt+

[∑
i

∂L
∂q̇i

δqi + L4 t

]t2
t1

= ′′ ′′ +

[∑
i

∂L
∂q̇i

(
4 qi − q̇i4 t

)
+ L4 t

]t2
t1

= ′′ ′′ +

[∑
i

∂L
∂q̇i
4 qi(t) +

(
L −

∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i

)
4 t

]t2
t1

. (23.1.10)

Se i cammini C e C ′ hanno gli stessi estremi spaziotemporali, allora4q(ta) =
0, 4ta = 0, e la variazione dell’azione si riduce a

δS =

∫ t2

t1

∑
i

[
∂L
∂qi
− d

dt

∂L
∂q̇i

]
δqi(t) dt. (23.1.11)

Le derivate funzionali dell’azione rispetto alle qj sono dunque eguali a

δS

δqj(t̄)
=

∫ t2

t1

∑
i

[Eulero− Lagrange]i
δqi(t)

δqj(t̄)
dt

=

∫ t2

t1

∑
i

[Eulero− Lagrange]iδ
i
jδ(t− t̄)dt. (23.1.12)

Tali derivate funzionali si annullano se e solo se 4q(ta) = 0, 4ta = 0, e sono
soddisfatte le equazioni di Eulero-Lagrange

d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0. (23.1.13)
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Ne concludiamo che le traiettorie del moto sono quelle lungo le quali l’azione
è stazionaria, e sono soluzioni delle equazioni di Eulero-Lagrange. Questo è
il principio d’azione di Hamilton.

Se invece gli estremi sono liberi, il principio variazionale afferma quanto
segue (Sudarshan e Mukunda 1974):

La curva C è una traiettoria del moto, ovvero soddisfa le equazioni di Eulero-
Lagrange (23.1.13), se e solo se le variazioni dell’azione intorno alle traiettorie
producono solo contributi agli estremi:

δS =

[∑
i

∂L
∂q̇i
4 qi +

(
L −

∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i

)
4 t

]t2
t1

, (23.1.14)

ovvero δS dipende solo dalle variazioni fra t1 e t2 di un certo funzionale
espresso dal termine in parentesi quadra nella (23.1.14).

23.2 Schwinger-Weiss e Noether

Nella teoria hamiltoniana, si definiscono i momenti canonici

pi ≡
∂L
∂q̇i

(23.2.1)

con la associata funzione hamiltoniana

H ≡
∑
i

piq̇
i − L. (23.2.2)

La variazione (23.1.14) del funzionale d’azione si riscrive allora nella forma
adatta al principio di Schwinger e Weiss (Weiss 1938, Sudarshan e Mukunda
1974):

δS =

[∑
i

pi4 qi −H4 t

]t2
t1

. (23.2.3)

Quindi tale principio variazionale ci dice che il funzionale d’azione può variare
al più per un termine valutato agli estremi dell’intervallo di integrazione
temporale, in cui i momenti canonici e l’hamiltoniana svolgono un ruolo
chiave secondo la (23.2.3). L’hamiltoniana H è proprio l’energia EL del
sistema. Indicando con Γ il campo vettoriale d

dt
, si trova che

LΓH =
d

dt
H =

∑
i

(ṗiq̇
i + piq̈

i)− dL
dt

=
∑
i

(ṗiq̇
i + piq̈

i)− ∂L
∂t
−
∑
i

∂L
∂qi

q̇i −
∑
i

∂L
∂q̇i

q̈i = −∂L
∂t
.(23.2.4)
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Pertanto, se la lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo, l’hamil-
toniana è una costante del moto.

Dal principio di Schwinger-Weiss otteniamo anche il teorema di Noether:

Se la trasformazione dalla curva C alla curva C ′, espressa dalla relazione

q(t) −→ q′(t) = q(t) + δq(t),

è una simmetria della dinamica, ovvero δS = 0 lungo le traiettorie, allora

F (t) =
∑
i

pi4 qi −H4 t (23.2.5)

è una costante del moto.

La dimostrazione discende immediatamente dalla (23.2.3), dalla quale rica-
viamo che

δS = 0 =⇒ F (t2)− F (t1) = 0 =⇒ F (t) = costante. (23.2.6)

Se si opera la trasformazione

qi(t) −→ q′
i
(t) = qi(t) + δqi(t), (23.2.7)

questa è un diffeomorfismo infinitesimo a t fissato. Dalla (23.1.7) ricaviamo
dunque che 4qi = δqi, e pertanto la costante del moto (23.2.5) si riduce a
F (t) =

∑
i piδq

i. Ad esempio, se le trasformazioni delle qi sono traslazioni,
ovvero

q′
j

= qj + εj =⇒ δqj = εj, (23.2.8)

la costante del moto assume la forma F (t) =
∑

j pjε
j, ove εj è un parametro

e pj è la quantità conservata. Quindi il teorema di Noether implica che, se δqi

è una trasformazione infinitesima che è una simmetria per l’azione S, ovvero
δS = 0, allora sotto traslazioni

F (t) = costante =
∑
i

piδq
i =

∑
i

piε
i =

∑
i

εiQ
i, (23.2.9)

ove
Qi ≡

∑
j

δijpj. (23.2.10)

Sotto rotazioni, si trova

F (t) =
∑
k

Qkεk, (23.2.11)

dove stavolta le quantità conservate sono

Qk ≡
∑
i,j

εkijpiq
j. (23.2.12)
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23.3 Forma intrinseca di Eulero-Lagrange

Studiamo ora come si scrivono le equazioni di Eulero-Lagrange in forma
intrinseca. Finora sappiamo che, se la lagrangiana non dipende esplicita-
mente dal tempo, valgono in coordinate locali le equazioni (23.1.13). Ora le
moltiplichiamo per dqi, sommiamo su i e definiamo

θL =
∑
i

∂L
∂q̇i

dqi. (23.3.1)

Questa è la 1-forma di Cartan associata alla lagrangiana. Indicando ancora
con Γ il campo vettoriale d

dt
usato nella (23.2.4), si trova che

LΓθL =
∑
i

[
LΓ

(
∂L
∂q̇i

)
dqi +

∂L
∂q̇i

LΓdq
i

]
. (23.3.2)

In questa formula facciamo ora uso delle identità

LΓdq
i =

d

dt
dqi = d

d

dt
qi = dq̇i, (23.3.3)

dL =
∑
i

[
∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂q̇i

dq̇i
]
, (23.3.4)

ottenendo alfine

LΓθL − dL =
∑
i

[
LΓ

(
∂L
∂q̇i

)
dqi − ∂L

∂qi
dqi
]

=
∑
i

[
d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

]
dqi = 0. (23.3.5)

Quindi, in forma intrinseca,

LΓθL − dL = 0. (23.3.6)

Ricordiamo ora l’identità (7.4.7), secondo la quale LΓ = iΓd+diΓ, e definiamo
la 2-forma

ωL = dθL. (23.3.7)

Pertanto la (23.3.6) diventa

iΓdθL + d(iΓθL)− dL = 0 =⇒ iΓωL + d(iΓθL − L) = 0. (23.3.8)
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Si può ancora elaborare la forma della Eq. (23.3.8), poiché

iΓθL − L = iΓ

(∑
i

∂L
∂q̇i

dqi

)
− L

=
∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i − L =
∑
i

piq̇
i − L = H = EL. (23.3.9)

Dalle (23.3.8) e (23.3.9) otteniamo alfine

iΓωL + dEL = 0. (23.3.10)

Si noti che, valutando la funzione energia EL laddove vale la (23.2.1), stiamo
effettuando la trasformata di Legendre. Poiché la 2-forma ωL è liscia e, per
definizione, anche esatta, essa è chiusa. Tra poco studieremo la geometria
della coppia (M,ω).

23.4 Geometria di Poisson

Data una varietà liscia M di dimensione n pari o dispari, una parentesi di
Poisson è una applicazione (ai nostri fini, F(M) = C∞(M))

{ , } : F(M)×F(M) −→ F(M) (23.4.1)

che ha le seguenti proprietà (Esposito et al. 2004):

{f1, f2} = −{f2, f1} , (23.4.2)

{f1, λf2 + µf3} = λ {f1, f2}+ µ {f1, f3} , ∀λ, µ ∈ R, (23.4.3)

{f1, {f2, f3}} = {{f1, f2} , f3}+ {f2, {f1, f3}} , (23.4.4)

{f1, f2f3} = {f1, f2} f3 + f2 {f1, f3} , (23.4.5)

∀f1, f2, f3 ∈ F(M). La coppia (
M, { , }

)
è detta varietà di Poisson. Le (23.4.2)-(23.4.4) esprimono, rispettivamente,
l’antisimmetria, la bilinearità, e l’identità di Jacobi, e sono le proprietà
che definiscono una struttura di algebra di Lie su ogni spazio vettoriale.
L’identità di Jacobi può anche essere espressa nella forma

{f1, {f2, f3}}+ {f2, {f3, f1}}+ {f3, {f1, f2}} = 0. (23.4.6)
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La (23.4.6) ha una natura più algoritmica, mentre la (23.4.4) ha il vantaggio
di chiarire il legame con la regola di Leibniz per le derivazioni. La (23.4.5)
collega invece due strutture diverse su F(M), ovvero la parentesi di Poisson
e il prodotto associativo e commutativo di funzioni lisce: f1f2.

Osserviamo che si possono definire applicazioni antisimmetriche che obbe-
discono alle (23.4.2)-(23.4.4) ma non alla (23.4.5). Ad esempio, su uno spazio
vettoriale con ∂µ = ∂

∂ξµ
, la regola (Esposito et al. 2004)

[f1, f2] ≡ f1∂µf2 − f2∂µf1 (23.4.7)

soddisfa le (23.4.2)-(23.4.4) ma non la (23.4.5), e dunque non definisce una
parentesi di Poisson. Desideriamo inoltre sottolineare che, per costruzione,
la parentesi di Poisson è definibile su qualsivoglia varietà di dimensione pari
o dispari.

Dalle (23.4.2)-(23.4.5) vediamo che ogni parentesi di Poisson determina
un campo tensoriale antisimmetrico controvariante. Se ξ1, ..., ξn sono funzioni
coordinate, tale campo può scriversi nella forma

Λ ≡
∑
j,k

{ξj, ξk}
∂

∂ξj
∧ ∂

∂ξk
. (23.4.8)

Come esempio di parentesi di Poisson su R3 si può considerare

{xi, xj} ≡
∑
k

ε k
ij xk. (23.4.9)

Usando l’hamiltoniana

H ≡ 1

2

3∑
k=1

Ik(xk)
2, (23.4.10)

ove I1, I2, I3 sono i momenti di inerzia di un rotatore rigido, si ottengono
allora le equazioni di Hamilton

d

dt
x1 = {x1, H} = (I2 − I3)x2x3, (23.4.11)

d

dt
x2 = {x2, H} = (I3 − I1)x3x1, (23.4.12)

d

dt
x3 = {x3, H} = (I1 − I2)x1x2. (23.4.13)



23.5. GEOMETRIA SIMPLETTICA 271

23.5 Geometria simplettica

Se consideriamo su una varietà M una parentesi di Poisson non degenere,
ossia tale che {

ξi, ξj
}
≡ ωij (23.5.1)

sia una matrice invertibile, possiamo definire l’inversa ωij richiedendo che∑
j

ωijω
jk = δki . (23.5.2)

Definiamo ora un tensore antisimmetrico di tipo (0, 2)

ω ≡
∑
i,j

1

2
ωijdξ

i ∧ dξj, (23.5.3)

ossia una 2-forma non degenere, da cui segue che n = dim(M) = 2k ove k è
un numero intero positivo. Inoltre la forma differenziale in esame è chiusa.
Si può invero dimostrare che la formula (cf. (23.4.4)){

ξi,
{
ξj, ξk

}}
=
{{
ξi, ξj

}
, ξk
}

+
{
ξj,
{
ξi, ξk

}}
(23.5.4)

equivale a
∂

∂ξi
ωjk +

∂

∂ξj
ωki +

∂

∂ξk
ωij = 0 =⇒ dω = 0. (23.5.5)

La coppia (M,ω) è allora detta una varietà simplettica, e ω è una forma
simplettica.

La chiusura di ω non implica la sua esattezza. Il Lemma di Poincaré ci
assicura che, se dω = 0 su un aperto di M che è diffeomorfo alla palla aperta{

x ∈ Rn : |x|2 < 1
}
,

allora ω = dθ per un qualche potenziale simplettico θ definito su U . Una va-
rietà simplettica tale che ω = dθ globalmente è detta una varietà simplettica
esatta. Per ogni varietà simplettica, nell’intorno di ogni punto è possibile
definire coordinate canoniche

(q1, ..., qn, p1, ..., pn)

per le quali la forma simplettica assume l’espressione

ω =
∑
i

dqi ∧ dpi, (23.5.6)
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con associate parentesi di Poisson{
qi, pj

}
= δij, (23.5.7){

qi, qj
}

= 0, {pi, pj} = 0. (23.5.8)

La parentesi di Poisson di due qualsivoglia funzioni F e G prende la forma

{F,G} =
∑
j

(
∂F

∂qj
∂G

∂pj
− ∂F

∂pj

∂G

∂qj

)
, (23.5.9)

ed è dunque il prodotto scalare dei loro gradienti rispetto ad una metrica
antisimmetrica. Inoltre, per ogni funzione liscia f su M , si ha

d

dt
f = {f,H} , (23.5.10)

e le equazioni di Hamilton si scrivono nella forma

d

dt
qj =

{
qj,H

}
,
d

dt
pj = {pj,H} . (23.5.11)

Il campo vettoriale dinamico hamiltoniano è pertanto

d

dt
=
∑
j

[{
qj,H

} ∂

∂qj
+ {pj, H}

∂

∂pj

]
. (23.5.12)

23.6 Ruolo della matrice hessiana regolare

Le equazioni di Eulero-Lagrange per lagrangiane di punto sono

d

dt

∂L
∂vi
− ∂L
∂qi

= 0, (23.6.1)

dove, più correttamente rispetto alle (23.1.13), usiamo coordinate locali po-
sizione e velocità: (q, v) (la scelta v = q̇ è una scelta particolare che definisce
il formalismo cosiddetto del secondo ordine). Similmente al paragrafo 23.3,
moltiplichiamo la (23.6.1) per dqi, sommiamo su i, e teniamo presente che

d

dt
dqi = d

d

dt
qi = dvi, (23.6.2)

dL =
∑
i

(
∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂vi

dvi
)
. (23.6.3)
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Pertanto perveniamo all’equazione (cf. (23.3.6))

d

dt

(∑
i

∂L
∂vi

dqi

)
− dL = 0. (23.6.4)

Notiamo inoltre che la (23.6.1) fornisce∑
j

(
∂2L
∂vi∂vj

dvj

dt
+

∂2L
∂vi∂qj

dqj

dt

)
− ∂L
∂qi

= 0. (23.6.5)

Dunque, al fine di poter esprimere dvj

dt
dalla (23.6.1), occorre che la matrice

hessiana

Hij =
∂2L
∂vi∂vj

(23.6.6)

sia non singolare, ovvero

det
∂2L
∂vi∂vj

6= 0. (23.6.7)

23.7 Riconsiderando Noether

Osserviamo ora che possiamo anche moltiplicare la (23.6.1) per delle Ai(q) e
poi porre

δAL ≡
∑
i

Ai
∂L
∂qi

+
∑
i,j

∂Ai

∂qj
vj
∂L
∂vi

, (23.7.1)

da cui segue
d

dt

(
Ai
∂L
∂vi

)
− δAL = 0. (23.7.2)

In particolare, se esiste una funzione f tale che

δAL =
df

dt
, (23.7.3)

otteniamo una versione del teorema di Noether:

d

dt

(∑
i

Ai
∂L
∂vi
− f

)
= 0. (23.7.4)

Pertanto la
(∑

iA
i ∂L
∂vi
− f

)
è una costante del moto. Se invece Ai = dqi

dt
, si

trova

δAL =
∑
i

(
q̇i
∂L
∂qi

+
dq̇i

dt

∂L
∂q̇i

)
=

d

dt
L, (23.7.5)



274 CAPITOLO 23. PRINCIPI VARIAZIONALI E SIMMETRIE. I

da cui segue alfine che

d

dt

(∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i
− L

)
= 0, (23.7.6)

ovvero il teorema di conservazione dell’energia per lagrangiane indipendenti
dal tempo.

N.B. Ad un livello più profondo, la (23.7.1) esprime la derivata di Lie della
lagrangiana lungo il seguente campo vettoriale X sul fibrato tangente T (Q)
dello spazio Q delle configurazioni:

X =
∑
i

(
Ai(q(t))

∂

∂qi
+
dAi

dt

∂

∂vi

)
, (23.7.7)

ove
dAi

dt
=
∑
j

∂Ai

∂qj
vj. (23.7.8)



Capitolo 24

Principi variazionali e
simmetrie. II

24.1 Passaggio ai campi

In questo capitolo, con una trattazione euristica, passiamo dalle lagrangiane
di punto materiale del capitolo 23 a lagrangiane dipendenti da uno o più
campi, assieme alle loro derivate prime. Tali campi potranno essere campi
scalari reali o complessi, o sezioni di fibrati associati. Il funzionale d’azione
diventa ora

S ≡
∫
M

L ΩM . (24.1.1)

La porzione M di spaziotempo (quel che è realistico è integrare su regioni
magari grandi ma pur sempre finite) quadridimensionale sia delimitata da
due superfici σ1 e σ2 di tipo spazio, definite dalle equazioni t = t1 e t = t2,
rispettivamente. Se una superficie è di tipo spazio, detto n il vettore normale
ad essa e g la metrica spaziotemporale, si ha

g(n, n) =
∑
µ

nµn
µ < 0, (24.1.2)

ovvero la normale è di tipo tempo. I campi ϕα sono supposti tendere a zero
se si riuscisse ad estendere M sino ad arrivare all’infinito spaziale, altrimenti
bisogna considerare il loro comportamento sulla frontiera topologica della
porzione di spaziotempo.

Supponiamo ora di passare da un sistema di riferimento O ad un sistema
di riferimento O′ legato ad O da una trasformazione infinitesima delle co-
ordinate, con una associata trasfornazione infinitesima dei campi (si ricordi
che i sistemi di riferimento fanno uso non solo di opportuni assi, ma anche di
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regoli rigidi per misurare le lunghezze). Pertanto possiamo scrivere le leggi
di trasformazione infinitesima

x′
µ

= xµ + δxµ, (24.1.3)

δ0ϕα(x) = ϕ′α(x)− ϕα(x), δϕα(x) = ϕ′α(x′)− ϕα(x). (24.1.4)

Il postulato di Schwinger richiede che, in analogia formale alla (23.2.3), la
variazione del funzionale d’azione sia espressa da

δS = F [σ2]− F [σ1], (24.1.5)

dove F è un funzionale che andiamo a ricavare.

24.2 Variazione dell’azione

Se si effettuano le trasformazioni (24.1.3) e (24.1.4), l’azione S varia del-
l’ammontare (per semplificare la notazione, consideriamo temporaneamente
il caso di un solo campo)

δS =

∫
M

L(ϕ+ δ0ϕ, ∂µϕ+ δ0∂µϕ)d4x′ −
∫
M

L(ϕ, ∂µϕ)d4x, (24.2.1)

ove, denotato con

J ≡ det
∂x′µ

∂xν
(24.2.2)

lo jacobiano della trasformazione (24.1.3), si ha

d4x′ = J d4x, (24.2.3)

e il calcolo approssimato fornisce

J ≈ 1 +
∑
µ

∂

∂xµ
δxµ + O((δx)2). (24.2.4)

Pertanto troviamo, lavorando all’ordine lineare in δx e eseguendo la cancel-
lazione esatta degli integrali di Ld4x di segno opposto,

δS =

∫
M

(
∂L
∂ϕ
−
∑
µ

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

)
δ0ϕ d

4x

+
∑
µ

∫
M

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δ0ϕ+ Lδxµ

)
d4x. (24.2.5)
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In tale formula, il primo integrando esprime le equazioni di Eulero-Lagrange
per il campo ϕ o la n-pla di campi ϕα, mentre il secondo integrando, definito
il termine di corrente avente componenti

Jµ ≡ ∂L
∂(∂µϕ)

δ0ϕ+ Lδxµ, (24.2.6)

fornisce l’integrale di una divergenza totale che può essere studiato applican-
do il teorema della divergenza. Da tale teorema deduciamo che∫

M

∑
µ

∂µJ
µd4x =

∫
∂M

∑
µ

Jµnµds =

∫
σ2

∑
µ

Jµnµds−
∫
σ1

∑
µ

Jµnµds.

(24.2.7)
Pertanto troviamo che, se valgono le equazioni di Eulero-Lagrange, la varia-
zione dell’azione può essere posta nella forma (24.1.5) secondo il postulato
di Schwinger.

Nel caso di una n-pla di campi, scriveremo che

δϕα = ϕ′α(x′)− ϕα(x) = δ0ϕα(x) +
∑
ν

∂νϕα(x)δxν , (24.2.8)

e le componenti della corrente si ottengono dalle (24.2.6) e (24.2.8).

24.3 Postulati hamiltoniani

In teoria hamiltoniana, si definiscono per la n-pla di campi i momenti coniu-
gati

πµα ≡
∂L

∂(∂µϕα)
, (24.3.1)

e si postulano le parentesi di Poisson fondamentali

{ϕα(x), ϕβ(y)} = 0, (24.3.2){
πµα(x), πνβ(y)

}
= 0, (24.3.3){

ϕα(x), πµβ(y)
}

= δαβδ
(4)(x, y), (24.3.4)

da cui si possono ottenere le parentesi di Poisson tra generici funzionali A e
B:

{A,B}µ =

∫ ∑
α

(
δA

δϕα

δB

δπµα
− δA

δπµα

δB

δϕα

)
d4x. (24.3.5)
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Fin qui abbiamo scritto la forma cosiddetta covariante delle equazioni (24.3.1)-
(24.3.5), in cui non abbiamo ancora fatto distinzione tra la variabile tem-
porale x0 = ct e le variabili spaziali xi, i = 1, 2, 3. Un altro postulato
fondamentale richiede che, una volta posto dalla (24.2.7)

F [σ] ≡
∫
σ

∑
µ

Jµnµds, (24.3.6)

per ogni osservabile Ω[σ] si abbia

δ0Ω[σ] = {Ω, F} . (24.3.7)

Nel calcolo euristico delle derivate funzionali, si conviene che

δF [σ]

δσ[y]
≡ lim

δ→0

F [σ′]− F [σ]

δ

= lim
δ→0

1

δ

[∫
σ′

∑
µ

Jµαnµds−
∫
σ

∑
µ

Jµαnµds

]

= lim
m(M)→0

1

m(M)

∫
M

∑
µ

∂µJ
µ
α =

∑
µ

∂µJ
µ
α . (24.3.8)

24.4 Simmetrie e i loro generatori

Sotto traslazioni infinitesime

T : xµ −→ x′
µ

= xµ + εµ, (24.4.1)

si ha

ϕ′α(x) = ϕα(T−1x) = ϕα(x− ε) = ϕα(x)−
∑
ν

εν∂νϕ, (24.4.2)

e si può definire un tensore energia impulso (detto anche tensore canonico, e
dato dall’opposto della corrente) avente componenti controvarianti

T µν =
∑
λ

(η−1)λν
[

∂L
∂(∂µϕα)

∂λϕα − δµλL
]
, (24.4.3)

mentre il funzionale F [σ] della (24.3.6) assume la forma

F [σ] = −
∑
ν,µ

εν

∫
nµT

µνds = −
∑
ν

ενP
ν [σ]. (24.4.4)
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Si suol dire allora che P ν [σ] è il generatore delle traslazioni spaziotemporali.
Sotto trasformazioni di Lorentz, una n-pla di campi si trasforma come

segue:

ϕ′α(x′) =
∑
β

[
δβα +

1

2

∑
µ,ν

εµν(Iµν)
β
α

]
ϕβ(x), (24.4.5)

dove
(Iµν)

α
β = δαµηνβ − δαν ηµβ. (24.4.6)

Il funzionale F della (24.3.6) assume allora la forma (questo è un esercizio
consigliato agli studenti, cf. De Alfaro 1984, Vitale 2020)

F [σ] =
1

2

∑
µ,ν

εµνJµν [σ], (24.4.7)

dove le Jµν [σ] sono i generatori delle trasformazioni di Lorentz. In particolare,
le Jij[σ] generano le rotazioni, e le J0i[σ] generano i boost (cf. il paragrafo
12.2). Le variazioni dei campi della n-pla obbediscono, in virtù della (24.3.7),
all’equazione

δ0ϕα =
1

2

∑
µ,ν

εµν {ϕα, Jµν [σ]} . (24.4.8)

24.5 Elettrodinamica nel vuoto in Minkowski

Questo paragrafo è dedicato ad una specifica teoria di campo. Per la teoria di
Maxwell nel vuoto in assenza di cariche e correnti, nello spaziotempo (M, η)
di Minkowski, consideriamo un funzionale d’azione ottenuto integrando su un
insieme M̃ ⊂M la lagrangiana −1

4

∑
µ,ν FµνF

µν . Poiché Fµν = ∂µAν−∂νAµ,
il calcolo ci mostra che∑

µ,ν

FµνF
µν =

∑
µ,ν

[
(∂µAν)(∂

µAν)− (∂µAν)(∂
νAµ)

−(∂νAµ)(∂µAν) + (∂νAµ)(∂νAµ)
]

= 2
∑
µ,ν

[
(∂µAν)(∂

µAν)− (∂µAν)(∂
νAµ)

]
. (24.5.1)

Ora osserviamo che

∂µ(Aν∂
µAν) = (∂µAν)∂

µAν + Aν∂µ∂
µAν , (24.5.2)

∂µ(Aν∂
νAµ) = (∂µAν)∂

νAµ + Aν∂µ∂
νAµ, (24.5.3)
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e pertanto

−1

4

∑
µ,ν

FµνF
µν = −1

2

∑
µ,ν

AνP
ν
µA

µ +
∑
µ

∂µB
µ, (24.5.4)

dove, usando l’operatore d’onda∑
ρ,λ

(η−1)ρλ∂λ∂ρ =
∑
λ

∂λ∂
λ, (24.5.5)

abbiamo definito
P ν
µ ≡ −δνµ� + ∂ν∂µ, (24.5.6)

Bµ ≡ 1

2

∑
ν

(−Aν∂µAν + Aν∂
νAµ). (24.5.7)

Dunque possiamo alfine definire il funzionale d’azione

S ≡
∫
M̃

−1

4

∑
µ,ν

FµνF
µνd4x+

∫
M̃

∑
µ

∂µ(−Bµ)d4x

=

∫
M̃

∑
µ,ν

(
−1

2
AνP

ν
µA

µ

)
d4x

= −1

2
(A,PA). (24.5.8)

Come già nei paragrafi precedenti, si usa il teorema della divergenza per
calcolare ∫

M̃

∑
µ

∂µ(−Bµ)d4x =

∫
∂M̃

∑
µ

nµ(−Bµ)d3x, (24.5.9)

le nµ essendo le componenti della 1-forma
∑

µ nµdx
µ associata al vettore

normale alla superficie di tipo spazio ∂M̃ .
L’operatore P ν

µ non è invertibile. Un modo elegante e profondo di vederlo
è mediante la trasformata di Fourier, ovvero costruendo il simbolo

σ(Pµν) ≡ k2ηµν − kµkν = σµν , (24.5.10)

ove, come al solito,

k2 = η(k, k) =
∑
µ,ν

kµηµνk
ν =

∑
ν

kνk
ν . (24.5.11)

Infatti, cercando per σµν un inverso

σ̃µν = A(η−1)µν +Bkµkν , (24.5.12)
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troviamo che dovrebbe aversi∑
ν

σµν σ̃
νλ = δλµ =

∑
ν

(k2ηµν − kµkν)(A(η−1)νλ +Bkνkλ)

= k2Aδλµ + k2Bkµk
λ − Akµkλ − k2Bkµk

λ

= k2Aδλµ − Akµkλ = δλµ. (24.5.13)

Dovrebbe allora aversi, simultaneamente, A = 1
k2

e A = 0, il che è impossibile,
da cui segue che l’operatore P ν

µ non è invertibile. Occorre dunque fissare
una condizione supplementare, più spesso chiamata condizione di gauge. La
condizione di Lorenz (Lorenz 1867):∑

µ

∂µA
µ = 0, (24.5.14)

ne è un esempio. Quello che si fa è cercare un funzionale Φ della 1-forma di
connessione: Φ : A −→ Φ(A). Se, all’inizio dell’analisi, Φ(A) 6= 0, si richiede
che, dopo una trasformazione di gauge:

(ε)Aµ = Aµ + ∂µε, (24.5.15)

il potenziale gauge trasformato sia tale che (Jackson 2001)

Φ((ε)A) = 0. (24.5.16)

Nel caso in cui Φ = ΦL(A) =
∑

µ ∂µA
µ, la richiesta (24.5.16) conduce a∑

µ

∂µA
µ +

∑
µ

∂µ∂
µε = 0 =⇒ �ε = −

∑
µ

∂µA
µ. (24.5.17)

Dunque, ε deve essere una funzione di classe almeno C2 che soddisfa l’e-
quazione lineare inomogenea (24.5.17). La soluzione di tale equazione è
somma di due funzioni:

ε = ε0 + ε1, (24.5.18)

ove ε soddisfa l’equazione d’onda scalare

�ε0 = 0, (24.5.19)

mentre, detta γ(x, y) la soluzione fondamentale per il d’Alembertiano:

�γ(x, y) = δ(x, y), (24.5.20)
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si ha

ε1 =

∫
M̃

γ(x, y)

(
−
∑
µ

∂µA
µ

)
(y)d4y

=

∫
M̃

γ(x, y)(−ΦL(A))(y)d4y. (24.5.21)

La verifica è immediata:

�ε = �ε0 +�ε1 = 0+

∫
M̃

δ(x, y)(−1)ΦL(A)(y)d4y = −ΦL(A)(x), (24.5.22)

che è appunto la (24.5.17).
Si deve dunque trovare l’inverso dell’operatore d’onda �; tale inverso

è un operatore integrale con nucleo dato dalla soluzione fondamentale della
(24.5.17). A volte basta un inverso approssimato di �, fornito dalla cosiddet-
ta parametrix. Altre volte serve una soluzione fondamentale con una certa
condizione al contorno, detta funzione di Green della (24.5.17) e denotata
tramite G(x, y). Ad esempio, usando la funzione di Green ritardata

GR(x− y) =
1

2π
θ(x0 − y0)δ((x− y)2), (24.5.23)

le equazioni di Maxwell con termine di corrente jµ non nullo sono risolte,
nella gauge di Lorenz, dal potenziale ritardato (De Alfaro 1984)

Aµ(~x, x0) = fµ(x) +
1

4π

∫
jµ(~y, x0 − |~x− ~y|)

|~x− ~y|
d3y, (24.5.24)

over fµ risolve l’equazione d’onda omogenea �fµ = 0.



Capitolo 25

Sistemi hamiltoniani soggetti a
vincoli

25.1 Vincoli primari e secondari

La procedura per definire l’hamiltoniana H come trasformata di Legendre
della lagrangiana L (in questo capitolo non usiamo caratteri calligrafici per H
e L, e per semplicità non studiamo teorie di campo; le nostre fonti principali
sono la presentazione in Dirac (1964) e Esposito (1994)):

H = Hc =
∑
i

piq̇
i − L, (25.1.1)

entra in crisi quando la matrice hessiana (23.6.6) è singolare. Si trova allora
che, in virtù della forma della lagrangiana, esistono delle funzioni

ϕ(1)
m : T ∗(Q) −→ R (25.1.2)

che si annullano su un certo sottoinsieme dello spazio delle fasi. Dirac ebbe
tra l’altro il merito di capire che tali funzioni non sono identicamente nulle,
ma si annullano solo su un sottoinsieme Σc ⊂ T ∗(Q), che si assume essere
una varietà regolare nel senso del capitolo 4, e che viene detta la varietà
vincolare. Su tutto T ∗(Q) si può dunque definire una hamiltoniana effettiva

H̃ ≡ Hc +
K∑
m=1

um(q, p)ϕ(1)
m (q, p), (25.1.3)

dove le funzioni um sono dei moltiplicatori di Lagrange inizialmente incogniti.
Per costruzione, tale H̃ si riduce a Hc sulla varietà regolare Σc definita dalle
equazioni

ϕ(1)
m

∣∣
Σc

= 0. (25.1.4)

283
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La nomenclatura impiegata da Dirac in poi per indicare che valgono le
(25.1.4) richiede che i vincoli primari ϕ

(1)
m siano debolmente nulli:

ϕ(1)
m (q, p) ≈ 0, (25.1.5)

ovvero nulli solamente su Σc (dunque il simbolo ≈ 0). Tali relazioni non
vanno ovviamente confuse con le equazioni deboli della moderna analisi
funzionale.

Notiamo che la procedura di estensione dell’hamiltoniana è ben lungi
dall’essere unica. Ad esempio, si potrebbe invece definire

H̃ = Hc +
∑
k,j

uk(q, p)Fj(ϕ
(1)
k (q, p)), (25.1.6)

ove le Fj sono tali che
Fj|Σc = 0 ∀j. (25.1.7)

Si possono invero concepire numerose Fj siffatte, ad esempio (α denotando
un parametro che serve a rendere adimensionali gli argomenti delle funzioni):

F1 = sin(αϕ
(1)
k ), F2 = −1 + exp(αϕ

(1)
k ), F3 = log(1− αϕ(1)

k ),

come pure delle arbitrarie potenze positive di αϕ
(1)
k . La prescrizione (25.1.3)

di Dirac si fa dunque preferire per la sua semplicità, ma certo non per la sua
unicità. Dalla hamiltoniana (25.1.3) conseguono le equazioni del moto

d

dt
qi =

{
qi, H̃

}
=
{
qi, Hc

}
+
∑
m

{
qi, um

}
ϕ(1)
m +

∑
m

um
{
qi, ϕ(1)

m

}
≈ ∂Hc

∂pi
+
∑
m

um(q, p)
∂

∂pi
ϕ(1)
m , (25.1.8)

d

dt
pi =

{
pi, H̃

}
= {pi, Hc}+

∑
m

{pi, um}ϕ(1)
m +

∑
m

um
{
pi, ϕ

(1)
m

}
≈ −∂Hc

∂qi
−
∑
m

um(q, p)
∂

∂qi
ϕ(1)
m , (25.1.9)

dove abbiamo sfruttato l’annullarsi debolmente dei vincoli primari nel passare
dalla prima riga alla seconda. Dobbiamo ora assicurarci che i vincoli primari
siano preservati nel tempo, ovvero che

d

dt
ϕ(1)
m =

{
ϕ(1)
m , H̃

}
≈
{
ϕ(1)
m , Hc

}
+
∑
j

uj(q, p)
{
ϕ(1)
m , ϕ

(1)
j

}
≈ 0. (25.1.10)
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A questo stadio, tre sono i casi possibili:

(1) La (25.1.10) è già soddisfatta poiché i vincoli primari ϕ
(1)
m sono debolmente

nulli.

(2) La (25.1.10) può essere risolta per i moltiplicatori di Lagrange: uj =
uj(q, p).

(3) La (25.1.10) conduce a vincoli secondari ϕ
(2)
j (q, p) indipendenti dai molti-

plicatori di Lagrange uh(q, p).
Tale procedura viene ripetuta fino a che tutti i vincoli secondari, e alfine

tutti gli uj = uj(q, p) sono stati calcolati, cos̀ı che l’hamiltoniana effettiva

H̃, come funzione delle q e delle p, è completamente nota. L’insieme Sc di
tutti i vincoli è allora dato da (noi chiamiamo secondari tutti i vincoli non
primari, mentre altri autori (cf. Anderson e Bergmann 1951) distinguono fra
secondari, terziari, ..., n-ari):

Sc ≡
{
ϕ(1)
m ,m = 1, ..., K; ϕ

(2)
j , j = 0, 1, ...,M

}
. (25.1.11)

In linguaggio geometrico, si possono calcolare i vincoli secondari ϕ
(2)
j (q, p)

definendo il campo vettoriale

Γ ≡
∑
i

(
∂Hc

∂pi
+
∑
j

uj(q, p)
∂ϕ

(1)
j

∂pi

)
∂

∂qi

−
∑
i

(
∂Hc

∂qi
+
∑
j

uj(q, p)
∂ϕ

(1)
j

∂qi

)
∂

∂pi
, (25.1.12)

e poi calcolando la derivata di Lie LΓϕ
(1)
m .

25.2 Vincoli di prima e seconda classe

Esiste tuttavia una ancor più conveniente e fondamentale suddivisione del-
l’insieme di tutti i vincoli. A tal fine, cominciamo col definire il seguente
concetto:

Definizione 25.1. La funzione F su T ∗(Q) è una funzione di prima classe
se (Dirac 1964, Hanson et al. 1976)

{F, ϕ} ≈ 0, ∀ϕ ∈ Sc, (25.2.1)

e l’associato concetto:
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Definizione 25.2. La funzione F su T ∗(Q) è di seconda classe se (Dirac
1964, Hanson et al. 1976)

∃ϕ ∈ Sc : {F, ϕ} 6≈ 0. (25.2.2)

Dirac osservò che, mediante opportune combinazioni lineari, un certo
numero di vincoli di seconda classe potrebbe esser portato nella prima classe.
Dunque converremo di chiamare vincoli di seconda classe irriducibili quelli
che restano di seconda classe. Indicheremo col simbolo ϕ

(I)
m (q, p) i vincoli di

prima classe, e col simbolo ϕ
(II)
j (q, p) i vincoli di seconda classe. L’insieme

Sc dei vincoli può anche essere suddiviso come segue:

Sc ≡
{
ϕ(I)
m ,m = 0, 1, ..., K ′; ϕ

(II)
j , j = 0, 1, ...,M ′

}
, (25.2.3)

ove (cf. (25.1.11)) K ′ +M ′ = K +M . Inoltre useremo la notazione

ϕ(1,I)
m (q, p), ϕ(1,II)

m , ϕ(2,I)
m (q, p), ϕ(2,II)

m (q, p)

per i vincoli primari di prima classe, o primari di seconda classe, o secondari
di prima classe, o secondari di seconda classe, rispettivamente. L’elettro-
magnetismo (capitolo 26) e la relatività generale sono teorie di campo con
vincoli di prima classe, mentre i vincoli di seconda classe si incontrano ad
esempio in teorie con torsione non nulla, o quando si impongono condizioni
supplementari (o di gauge-fixing) in teorie con vincoli di prima classe (Hanson
et al. 1976).

Dirac dimostrò mediante calcolo diretto che la matrice

Clm ≡
{
ϕ

(II)
l , ϕ(II)

m

}
(25.2.4)

delle parentesi di Poisson dei vincoli di seconda classe è non singolare:

detClm 6= 0.

Il passo successivo consiste nell’associare, ad ogni funzione G : T ∗(Q) −→ R,
una nuova funzione (Hanson et al. 1976)

G̃ ≡ G−
∑
l,m

{
G,ϕ

(II)
l

}
(C−1)lmϕ

(II)
m , (25.2.5)

da cui segue {
G̃, ϕ(II)

r

}
≈ 0, ∀r ∈ {0, 1, ...,M ′} , (25.2.6)
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ovvero G̃ ha parentesi di Poisson debolmente nulla con tutti i vincoli di
seconda classe, mentre {

G̃, ϕ(I)
m

}
può essere debolmente non nulla per qualche m ∈ {0, 1, ..., K ′}. Pertanto,
definendo la parentesi di Dirac di due qualsivoglia funzioni F1, F2 : T ∗(Q) −→
R come segue:

{F1, F2}∗ ≡ {F1, F2} −
∑
l,m

{
F1, ϕ

(II)
l

}
(C−1)lm

{
ϕ(II)
m , F2

}
, (25.2.7)

si trova che {
G,ϕ(II)

n

}∗
=
{
G,ϕ(II)

n

}
−
∑
l,m

{
G,ϕ

(II)
l

}
(C−1)lmCmn

=
{
G,ϕ(II)

n

}
−
{
G,ϕ(II)

n

}
= 0, ∀G : T ∗(Q) −→ R. (25.2.8)

Dunque si riconosce che, rispetto alle parentesi di Dirac, i vincoli di seconda
classe sono fortemente eguali a zero, e le parentesi di Dirac sono lo strumento
necessario per ottenere questo e ridursi a trattare solamente vincoli di prima
classe. Ovvero, è indifferente se poniamo a zero i vincoli di seconda classe
prima o dopo aver calcolato le parentesi di Dirac in cui essi ricorrono.

25.3 Vari tipi di hamiltoniana estesa

Le hamiltoniane di interesse possono essere essenzialmente di quattro tipi:

(i) L’hamiltoniana canonica Hc, ovvero la trasformata di Legendre della
lagrangiana L. Se vale la condizione (23.6.7), la Hc è la hamiltoniana di
interesse, non serve altro.

(ii) L’hamiltoniana effettiva definita nella (25.1.3).

(iii) L’hamiltoniana totale HT , ovvero

HT ≡ H̃ +
∑
k

rk(q, p)ϕ
(1,I)
k (q, p). (25.3.1)

(iv) L’hamiltoniana massimamente estesa HE, ossia

HE ≡ H̃ +
∑
m

λm(q, p)ϕ(1,I)
m (q, p) +

∑
j

µj(q, p)ϕ
(2,I)
j (q, p)

= HT +
∑
j

µj(q, p)ϕ
(2,I)
j (q, p). (25.3.2)
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La (25.3.2) ci dice che è possibile aggiungere vincoli secondari alla hamil-
toniana, purché essi siano di prima classe. Si può anche considerare uno
schema intermedio, in cui si aggiungono solamente vincoli secondari di prima
classe alla hamiltoniana canonica, ovvero

HI ≡ Hc +
∑
j

µj(q, p)ϕ
(2,I)
j (q, p). (25.3.3)

Se si usa l’hamiltoniana HE definita nella (25.3.2), le equazioni del moto
assumono la forma

d

dt
qi ≡

{
qi, HE

}
≈
{
qi, H̃

}
+
∑
m

λm(q, p)
{
qi, ϕ(1,I)

m

}
+
∑
j

µj(q, p)
{
qi, ϕ

(2,I)
j

}
, (25.3.4)

d

dt
pi ≡ {pi, HE} ≈

{
pi, H̃

}
+
∑
m

λm(q, p)
{
pi, ϕ

(1,I)
m

}
+
∑
j

µj(q, p)
{
pi, ϕ

(2,I)
j

}
. (25.3.5)

25.4 Una lagrangiana classica con vincoli

Sia data la lagrangiana (Corichi 1992, Esposito 1994)

L ≡ (q2 + q3)q̇1 + q4q̇3 + V (q2, q3, q4), (25.4.1)

ove

V (q2, q3, q4) ≡ 1

2

[
(q4)2 − 2q2q3 − (q3)2

]
. (25.4.2)

Dalla definizione (23.2.1) dei momenti canonici, e dalla forma (25.4.1) della
lagrangiana, troviamo quattro vincoli primari:

ϕ1 ≡ (p1 − q2 − q3) ≈ 0, (25.4.3)

ϕ2 ≡ p2 ≈ 0, (25.4.4)

ϕ3 ≡ (p3 − q4) ≈ 0, (25.4.5)

ϕ4 ≡ p4 ≈ 0. (25.4.6)
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Pertanto l’hamiltoniana canonica è

Hc ≡
4∑

k=1

pkq̇k − L = (p1 − q2 − q3)q̇1 + p2q̇2 + (p3 − q4)q̇3

+ p4q̇4 − V (q2, q3, q4), (25.4.7)

mentre l’hamiltoniana effettiva diventa in tal caso

H̃ ≡ Hc +
4∑

k=1

Λkϕk =
k∑
k=1

λkϕk − V (q2, q3, q4), (25.4.8)

ove λk ≡ Λk + q̇k.
La preservazione nel tempo dei vincoli primari non conduce stavolta a

vincoli secondari, poiché{
ϕ1, H̃

}
= −(λ2 + λ3),

{
ϕ2, H̃

}
= λ1 − q3, (25.4.9){

ϕ3, H̃
}

= λ1 − λ4 − q2 − q3,
{
ϕ4, H̃

}
= −λ3 + q4. (25.4.10)

L’annullamento di queste parentesi di Poisson fornisce il calcolo dei moltipli-
catori di Lagrange, ovvero

λ1 = q3, λ2 = −q4, λ3 = q4, λ4 = −q2. (25.4.11)

Le parentesi di Dirac non nulle del modello in esame sono

{q1, q2}∗ = {q3, q4}∗ = −{q2, q4}∗ = 1, (25.4.12)

{p3, q2}∗ = −{pk, qk}∗ = 2, k = 1, 3. (25.4.13)

25.5 Quantizzazione con vincoli di prima classe

La parte finale di questo capitolo non è oggetto di esame di un corso di teoria
classica dei campi, ma d’altronde ci è parso formativo aprire una finestra su
come i concetti classici suggeriscono una via per quantizzare le teorie fisiche.

Supponiamo di studiare un sistema fisico regolato dall’equazione d’onda
non relativistica di Schrödinger:

i~
∂ψ

∂t
= ĤTψ, (25.5.1)

ove ĤT è l’operatore che corrisponde alla hamiltoniana totale classica HT

della (25.3.1). Per il momento ĤT è un operatore non limitato e simmetrico,
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non si affronta qui il problema di trovare la sua estensione autoaggiunta. A
quello stadio, il membro di sinistra della (25.5.1) si scriverebbe come i~ d

dt

(Maslov e Fedoriuk 1981).
L’idea di Dirac fu di imporre che la versione operatoriale di tutti i vincoli

di prima classe, qui scritti come ϕ̂
(I)
l , debba annichilare la funzione d’onda:

ϕ̂
(I)
l ψ = 0, ∀l = 1, ..., K ′. (25.5.2)

Scriviamo ora tale condizione con indice l′ 6= l:

ϕ̂
(I)
l′ ψ = 0. (25.5.3)

Poi agiamo sulla (25.5.3) con ϕ̂
(I)
l , agiamo sulla (25.5.2) con ϕ̂

(I)
l′ , e sottra-

iamo membro a membro le equazioni risultanti, da cui, usando la notazione
familiare per il commutatore in meccanica quantistica, si ottiene[

ϕ̂
(I)
l , ϕ̂

(I)
l′

]
ψ = 0. (25.5.4)

Nella teoria classica, la controparte sarebbe senz’altro soddisfatta, poiché{
ϕ

(I)
l , ϕ(I)

m

}
=
∑
k

Ck
lmϕ

(I)
k . (25.5.5)

In teoria quantistica, tuttavia, non è a priori ovvio che si possa scrivere[
ϕ̂

(I)
l , ϕ̂(I)

m

]
=
∑
k

Ck
lm(q̂, p̂)ϕ̂

(I)
k (q̂, p̂). (25.5.6)

In altri termini, affinché la (25.5.4) discenda da (25.5.2) e (25.5.3), deve valere
anche la condizione aggiuntiva (25.5.6). A questo stadio, il problema è tec-
nico, non sempre banale: nel calcolo del commutatore (25.5.6), le Ck

lm(q̂, p̂)

potrebbero non trovarsi tutte alla sinistra degli operatori ϕ̂
(I)
k (q̂, p̂). Occor-

rono dunque opportune prescrizioni di ordinamento operatoriale, che possono
o meno valere nei casi di interesse.

Inoltre, chiedendo consistenza di (25.5.2) e (25.5.3) con l’equazione di
Schrödinger, troviamo in modo analogo a prima che dovrebbe aversi[

ϕ̂
(I)
l , ĤT

]
ψ = 0, (25.5.7)

che è soddisfatta purché[
ϕ̂

(I)
l , ĤT

]
=
∑
m

blm(q̂, p̂)ϕ̂(I)
m (q̂, p̂). (25.5.8)

Anche qui, potrebbe accadere che qualcuna delle blm(q̂, p̂) non si trovi alla

sinistra di ϕ̂
(I)
m (q̂, p̂).
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25.6 Quantizzazione con vincoli di seconda

classe

Nelle sue Lectures on Quantum Field Theory (versione dattiloscritta nella
ICTP Library), Dirac considera il caso di un sistema con due vincoli di
seconda classe:

ql ≈ 0, pl ≈ 0. (25.6.1)

È chiaro perché non li si può imporre come condizione supplementare sulla
funzione d’onda: le relazioni

q̂lψ = 0, p̂lψ = 0

sarebbero inconsistenti con la relazione canonica di commutazione

[q̂l, p̂l]ψ = i~ψ.

Dirac propone quindi di usare le sue parentesi di Poisson, ovvero quelle che
noi chiamiamo parentesi di Dirac, per scartare la coppia ql, pl, nel senso che{

ql, pl
}∗

= 0,
{
qj, pk

}∗
= δjk, ∀ j, k 6= l. (25.6.2)

Una rappresentazione irriducibile delle parentesi di Dirac è allora fornita da

Q̂l = 0, P̂l = 0, (25.6.3)

Q̂jψ = qjψ, ∀ j 6= l, (25.6.4)

P̂kψ =
~
i

∂ψ

∂qk
, ∀ k 6= l. (25.6.5)

Il programma di quantizzazione si articola dunque in sette punti:

(1) Si individuano i vincoli di seconda classe irriducibili ϕ
(II)
l .

(2) Usando le parentesi di Dirac, questi vincoli irriducibili vengono posti
fortemente eguali a zero.

(3) Per ogni funzione f : T ∗(Q) −→ R, le equazioni classiche del moto sono

d

dt
f ≈ {f,HT}∗ . (25.6.6)

(4) Nella teoria quantistica, alle parentesi di Dirac corrispondono i commu-
tatori, mentre i vincoli di seconda classe vengono realizzati come equazioni
tra operatori.



292CAPITOLO 25. SISTEMI HAMILTONIANI SOGGETTI A VINCOLI

(5) Può non essere possibile trovare una rappresentazione irriducibile dell’al-
gebra delle parentesi di Dirac.

(6) I restanti vincoli di prima classe diventano condizioni supplementari sulla
funzione d’onda:

ϕ̂
(I)
k ψ = 0. (25.6.7)

(7) Per gli operatori nella (25.6.7) devono essere verificate le relazioni di
consistenza (25.5.6) e (25.5.8).



Capitolo 26

Vincoli in elettrodinamica
classica

26.1 Fotoni con massa in elettrodinamica

Può essere istruttivo studiare dapprima un modello in cui la lagrangiana di
Maxwell acquista un termine di massa aggiunto a mano, anche se questo
ha il serio difetto di rompere l’invarianza di gauge della teoria originaria.
Dunque assumiamo che si possa considerare nello spaziotempo di Minkowski
la lagrangiana

L = −1

4

∑
µ,ν

FµνF
µν − m2

2

∑
µ

AµA
µ, (26.1.1)

ove le componenti covarianti della 2-forma di campo elettromagnetico for-
mano la matrice (7.2.6), mentre le componenti controvarianti formano una
matrice 4 × 4 in cui i coefficienti che moltiplicano le componenti del campo
elettrico cambiano di segno. Si noti che la matrice (7.2.6) ha solo sei compo-
nenti indipendenti, e dunque nei libri del ventesimo secolo era talvolta detta
essere un esavettore. Quel che avviene è che l’antisimmetria obbliga le com-
ponenti sulla diagonale principale ad annullarsi, mentre delle restanti dodici
componenti, sei determinano le altre sei, dovendosi avere Fij = −Fji.

In particolare, si ha

Fij = −
∑
k

ε k
ij Bk, F0i = Ei = ∂0Ai − ∂iA0, (26.1.2)

e si definisce una densità di hamiltoniana

H0 ≡
∑
i

πiȦ
i − L, (26.1.3)

293



294 CAPITOLO 26. VINCOLI IN ELETTRODINAMICA CLASSICA

ove i momenti coniugati sono

πi ≡
∂L
∂Ȧi

= −Ei, (26.1.4)

π0 ≡
∂L
∂Ȧ0

≈ 0. (26.1.5)

Dunque l’annullarsi di π0 è un vincolo primario, e la sua preservazione nel
tempo conduce a

π̇0 = {π0, H} = G =
∑
i

∂iE
i +m2A0, (26.1.6)

ovvero al vincolo secondario dato dalla legge di Gauss. Le parentesi di Poisson
a tempi eguali fra le componenti del potenziale elettromagnetico ed i momenti
canonici sono

{Aµ(x), πν(y)}x0=y0 = δµν δ
(3)(x− y), (26.1.7)

pertanto troviamo
{G, π0}x0=y0 = m2δ(3)(x− y), (26.1.8)

ovvero π0 e G sono vincoli di seconda classe a causa del valore non nullo della
massa nella lagrangiana.

L’hamiltoniana effettivaH1 si ottiene integrando la seguente densità hamil-
toniana:

H1 = H0 + λ(x)π0(x) + η(x)G(x), (26.1.9)

ovvero

H1 =

∫
H1(y) d3y. (26.1.10)

Per preservare nel tempo i vincoli, dobbiamo studiare

Ġ(x) = {G(x), H1} =

{∑
i

∂iEi +m2A0,∫
(H0 + λ(y)π0(y) + η(y)G(y))d3y

}
, (26.1.11)

ove {∑
i

∂iEi,

∫
1

2
B2(y)d3y

}
= 0, (26.1.12)

e dove inoltre, facendo uso delle (26.1.4) e (26.1.7), otteniamo{∑
i

∂iEi,

∫
1

2
m2A2(y)d3y

}
=
∑
i

∂i

∫
m2Ai(y)δ(3)(x− y)d3y

= m2
∑
i

∂iA
i(x). (26.1.13)
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Per completare il calcolo della (26.1.11), ci occorre la parentesi di Poisson

m2 {A0(x), H1} = m2

{
A0(x),

∫
λ(y)π0(y) d3y

}
= m2λ(x). (26.1.14)

Dalle (26.1.11)-(26.1.14) scopriamo che la preservazione nel tempo della legge
di Gauss conduce al calcolo del moltiplicatore di Lagrange λ(x), ovvero

Ġ(x) = m2

(∑
i

∂iA
i + λ(x)

)
= 0 =⇒ λ(x) = −

∑
i

∂iA
i. (26.1.15)

Per calcolare l’altro moltiplicatore di Lagrange, la funzione η(x), dobbia-
mo preservare nel tempo il vincolo primario π0 rispetto alla hamiltoniana
effettiva H1, osservando che si ha

π̇0 = {π0, H1} = {π0, H0}+ η(x)

∫ {
π0,m

2A0

}
d3y, (26.1.16)

H0 =

∫ [
1

2
( ~E · ~E + ~B · ~B)− A0

∑
i

∂iE
i +

m2

2

(
−A2

0 +
∑
i

AiA
i

)]
d3y,

(26.1.17)
da cui segue che

π̇0 = G(x)−m2η(x) ≈ 0 =⇒ η(x) =
1

m2
G(x), (26.1.18)

e alfine, dalle (26.1.10) e (26.1.9),

H1 =

∫ [
1

2
( ~E2 + ~B2) +

m2

2

(
−A2

0 +
∑
i

AiA
i

)
+
∑
i

(−∂iAi)π0

+
1

m2
(~∇ · ~E)2 + A0G

]
d3y, (26.1.19)

avendo noi fatto uso della identità

1

m2
G2 =

1

m2
(~∇ · ~E)2 + A0

~∇ · ~E + A0G, (26.1.20)

dove il termine A0
~∇· ~E cancella poi un termine di segno opposto proveniente

dalla (26.1.17). Si noti che tale formula ha senso solo per massa non nulla,
altrimenti divideremmo per zero nell’integrando.
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26.2 Vincoli per Maxwell con massa nulla

Ponendo a zero dall’inizio il termine di massa per il fotone nella lagrangiana
(26.1.1), si trovano i vincoli

π0 ≈ 0, G(x) = ~∇ · ~E ≈ 0, (26.2.1)

ove la G esprime la legge di Gauss nel vuoto in assenza di cariche e correnti.
L’hamiltoniana effettiva assume allora la forma

H1 =

∫ [
1

2
( ~E2 + ~B2)− A0

~∇ · ~E + λ(y)π0(y) + η~∇ · ~E
]
d3y, (26.2.2)

e la preservazione nel tempo dei vincoli conduce ad equazioni automatica-
mente soddisfatte sulla varietà vincolare, ovvero

π̇0 = G(x) ≈ 0, Ġ(x) = 0. (26.2.3)

Pertanto, nel caso a massa nulla, i moltiplicatori di Lagrange λ(x) e η(x)
restano indeterminati, e i vincoli sono di prima classe, poiché

{π0(x),G(y)} = 0. (26.2.4)

26.3 Ruolo dei vincoli di prima classe

Desideriamo ora comprendere che relazione esiste fra l’invarianza di gauge
dell’elettrodinamica, che cambia le componenti della 1-forma A per l’aggiunta
delle corrispondenti componenti del gradiente di una funzione χ, e l’esistenza
di vincoli di prima classe nel caso a massa nulla. A tal fine, definiamo i
funzionali

P [σ] ≡
∫
λ(y)π0(y)d3y, (26.3.1)

G[σ] ≡
∫
η(y)

∑
i

∂iE
i(y)d3y. (26.3.2)

Da tali definizioni si trova che

{P [σ], H1} = {G[σ], H1} = 0, (26.3.3)

ovvero P [σ] e G[σ] sono costanti del moto. Ora ci chiediamo quali sim-
metrie infinitesime siano generate da queste costanti del moto. Invero, la
trasformazione indotta su Aµ(x) è

δπ0Aµ(x) = {Aµ(x), P [σ]} =

∫
{Aµ(x), λ(y)π0(y)} d3y

= δ0µλ(x), (26.3.4)
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δGAµ(x) = {Aµ(x), G[σ]} =

∫ {
Aµ(x),

∑
i

∂

∂yi
Ei(y)

}
η(y)d3y

= −
∫ (∑

i

∂

∂yi
δiµδ(x− y)

)
η(y)d3y =

∑
j

(∂jη(x))δjµ, (26.3.5)

da cui otteniamo
δAµ = (δA0, δAi) = (λ(x), ∂iη). (26.3.6)

In particolare, se λ(x) = ∂0η, questa è proprio la trasformazione di gauge del
potenziale Aµ con η funzione arbitraria di classe C1. Possiamo ora calcolare

δπ0Fµν = δπ0(∂µAν − ∂νAµ) = ∂µδπ0Aν − ∂νδπ0Aµ
= δ0

ν∂µλ− δ0
µ∂νλ, (26.3.7)

δGFµν = ∂µ

(∑
i

∂iηδ
i
ν

)
− ∂ν

(∑
i

∂iηδ
i
µ

)
. (26.3.8)

Dunque si distinguono due casi:

(i) µ = i, ν = j, e quindi

δπ0Fij = 0, δGFij = (∂i∂j − ∂j∂i)η = 0, (26.3.9)

il che coorrisponde alla invarianza di gauge del campo magnetico nel vuoto.

(ii) µ = 0, ν = i, da cui

δπ0F0i = −∂iλ, δGF0i = ∂0∂iη = ∂i∂0η, (26.3.10)

e pertanto, se λ = ∂0η, F0i è invariante sotto l’azione congiunta di
(
δπ0 +δG

)
.

Il generatore delle trasformazioni di gauge è il funzionale

K[σ] =

∫ [
(∂0η)π0 − η

∑
i

∂iπ
i
]
d3x. (26.3.11)

I vincoli di prima classe riducono i gradi di libertà di 2J , dove J è il numero
di vincoli. Quindi, per l’elettrodinamica si ha J = 2, e i gradi di libertà sono
in totale 8−4 = 4. Si ha una riduzione pari a 2J poiché i vincoli forniscono le
equazioni che definiscono la varietà vincolare, e inoltre generano le simmetrie
di gauge.

Nel caso di vincoli di seconda classe, la riduzione del numero di gradi di
libertà eguaglia solo J , e dunque l’elettrodinamica con fotone con massa ha
in totale 8− 2 = 6 gradi di libertà.
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Se ci sono sia vincoli di prima classe che vincoli di seconda classe, il
numero di gradi di libertà è pari a 2N − 2J − S, ove 2N è la dimensione che
si assegnerebbe in modo ingenuo a T ∗(M) non considerando i vincoli, J è il
numero di vincoli di prima classe, S è il numero di vincoli di seconda classe.

Per teorie di gauge di Yang-Mills con gruppo di struttura G non abeliano,
posto dim(G) = k, si ha la lagrangiana

L = −1

4

k∑
α=1

∑
µ,ν

Fα
µν F

µν
α, (26.3.12)

alla quale sono associati k vincoli primari

πα0 ≡
∂L
∂Ȧ0

α

, (26.3.13)

e k vincoli secondari del tipo legge di Gauss:

Gα ≡ π̇α0 . (26.3.14)

Questi vincoli hanno parentesi di Poisson nulle tra loro, e quindi sono vincoli
di prima classe che generano le trasformazioni di gauge.



Capitolo 27

Elettrodinamica classica in
spazi curvi

27.1 Potenziali di Hertz e Debye in linguag-

gio vettoriale

Hertz (1889) introdusse un potenziale per il campo di Maxwell mentre stu-
diava i campi di dipolo elettrico; la vera natura di questo potenziale fu com-
presa solo molto tempo dopo da Laporte e Uhlenbeck (1931). Si tratta di
un tensore antisimmetrico di rango 2 (detto anche bivettore) collegato me-
diante derivate seconde al campo fisico, ovvero da derivate prime al familiare
quadripotenziale. Infatti il potenziale scalare si ottiene da (Cohen e Kegeles
1974)

ϕ = −~∇ · ~PE, (27.1.1)

mentre il potenziale vettore viene espresso nella forma

~A =
∂ ~PE
∂t

+ ~∇∧ ~PM , (27.1.2)

di modo tale che i campi elettrico e magnetico sono rispettivamente

~E = ~∇∧

(
−∂

~PM
∂t

+ ~∇∧ ~PE

)
, (27.1.3)

~B = ~∇∧

(
∂ ~PE
∂t

+ ~∇∧ ~PM

)
. (27.1.4)

299
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Il bivettore di Hertz è la coppia (~PE, ~PM). Tali formule per ~E e ~B, assieme alle
equazioni di Maxwell nel vuoto in assenza di cariche e correnti (cf. (1.2.1)-
(1.2.4)):

~∇∧ ~E +
∂ ~B

∂t
= 0, ~∇ · ~B = 0, (27.1.5)

~∇∧ ~B − ∂ ~E

∂t
= 0, ~∇ · ~E = 0, (27.1.6)

implicano che
�~PE = 0, �~PM = 0, (27.1.7)

ove � ≡ − ∂2

∂t2
+ ~∇2 è il familiare operatore d’onda di d’Alembert.

Un nuovo tipo di libertà di gauge, denominata da Nisbet (1955) trasfor-
mazioni di gauge del terzo tipo, è associata ai potenziali di Hertz. Qui consi-
deriamo trasformazioni di gauge delle sorgenti, ovvero quei termini di gauge
che possono apparire come sorgenti nelle equazioni d’onda per i vettori ~PE,
~PM senza per questo inficiare l’assenza di sorgenti per il campo di Maxwell.
Questi risultano essere bivettori della forma

~QE = ~∇∧ ~G, ~QM = −∂
~G

∂t
− ~∇γ, (27.1.8)

e

~RE = −∂
~W

∂t
− ~∇w̃, ~RM = −~∇∧ ~W, (27.1.9)

ove (G, γ) e ( ~W, w̃) sono quadrivettori arbitrari. Secondo tale schema, le
equazioni d’onda per i potenziali sono modificate e diventano

�~PE = ~QE + ~RE, �~PM = ~QM + ~RM , (27.1.10)

mentre le nuove formule per i campi elettrico e magnetico sono

~E = ~∇∧

(
−~G− ∂ ~PM

∂t
+ ~∇∧ ~PE

)
, (27.1.11)

~B = ~∇∧

(
~W +

∂ ~PE
∂t

+ ~∇∧ ~PM

)
. (27.1.12)

La riduzione di Nisbet del bivettore di Hertz a due vettori puramente
radiali (i potenziali di Debye (1909)) usa le trasformazioni di gauge appena
introdotte. In questa rappresentazione, il potenziale è dato da

~PE = ~erPE, ~PM = ~erPM , (27.1.13)
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dove ~er è il vettore radiale unitario, e i bivettori di gauge sono ottenuti dalle
formule per ~QE, ~QM , ~RE, ~RM ponendo ivi

~G = 0, ~W = 0, γ = 2
PE
r
, w̃ = 2

PM
r
. (27.1.14)

Le funzioni PE e PM sono i potenziali di Debye, e le equazioni d’onda ino-
mogenee (27.1.10) implicano che PE e PM obbediscono all’equazione d’onda
(che, nella parte radiale, differisce dall’operatore di d’Alembert su scalari)

−∂
2ψ

∂t2
+
∂2ψ

∂r2
+

1

r2

(
1

sin(θ)

∂

∂θ
sin(θ)

∂ψ

∂θ
+

1

sin2(θ)

∂2ψ

∂φ2

)
= 0. (27.1.15)

Le soluzioni della (27.1.15), che sono della forma

ψ = e−iktrzl(Kr)Y
m
l (θ, φ), (27.1.16)

ove zl(kr) è una funzione di Bessel sferica e Y m
l un’armonica sferica, danno

luogo ai multipoli elettrici (PM = 0) e magnetici (PE = 0) statici (k = 0) e

dinamici, quando inseriti nelle formule per ~E, ~B. Solo il campo di monopolo
manca in tale schema, poiché le formule per ~E, ~B annichilano la soluzione
l = 0 dell’equazione d’onda per ψ.

Va sottolineato il ruolo essenziale (Cohen e Kegeles 1974) svolto dai termi-
ni di gauge γ e w̃ poiché, se l’operatore di d’Alembert viene calcolato esplici-
tamente con la scelta di Debye (27.1.13) dei vettori di Hertz, le espressioni
risultanti contengono ciascuna tre componenti; è solo mediante l’aggiunta
dei termini di gauge specificati al membro di destra delle (27.1.10) che ci
si riduce ad avere due componenti di ciascuna equazione eguali ad identità,
mentre la terza componente obbedisce all’equazione per ψ(t, r, θ, φ). Dunque
si ottiene una economia degna di nota usando i potenziali di Debye: il cam-
po di Maxwell libero da sorgenti viene specificato da due funzioni scalari che
obbediscono ad una singola equazione d’onda separabile.

Si può osservare che, mediante una opportuna scelta di direzione bivet-
toriale nello spaziotempo (la direzione rt, oppure la sua direzione duale θφ)
si è riusciti a diagonalizzare il potenziale di Hertz, ovvero si sono trovate
le direzioni principali e i valori del bivettore di Hertz. In tal senso, si può
diagonalizzare un qualsivoglia bivettore, con le direzioni principali risultanti
che dipendono algebricamente dal bivettore stesso. È notevole che lo schema
di Debye mostri che tutti i campi di Maxwell liberi da sorgenti possono es-
sere espressi mediante potenziali bivettoriali di Hertz con le stesse direzioni
principali, indipendenti dal campo di Maxwell, e determinate a priori.

Il problema della generalizzazione covariante dello schema di Debye può
allora essere visto come la ricerca di una direzione bivettoriale speciale nello
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spaziotempo, determinata a priori e in modo geometrico, indipendentemente
dai dettagli di un qualsivoglia campo di Maxwell particolare (Cohen e Kegeles
1974).

27.2 Forme differenziali per i potenziali di

Hertz

Siamo ora interessati all’espressione mediante le forme differenziali, poiché,
quando un’equazione è scritta in tale linguaggio, essa è, per costruzione,
completamente covariante. Abbiamo allora la 2-forma di Maxwell (qui non
ci restringiamo alla base coordinata)

F =
∑
µ,ν

1

2
Fµνω

µ ∧ ων , (27.2.1)

ove le ωµ sono le 1-forme di base, e abbiamo (cf. capitolo 17) la derivata
esterna d, la coderivata δ ≡ ? d ?, e l’operatore

4 = dδ + δd, (27.2.2)

che, nello spaziotempo di Minkowski, diventa l’operatore d’onda �. Le
equazioni di Maxwell in assenza di cariche e correnti sono

dF = 0, d ? F = 0. (27.2.3)

Sulla seconda delle (27.2.3) agiamo da sinistra con lo ? di Hodge, e dunque
riesprimiamo le (27.2.3) nella forma

dF = 0, δF = 0. (27.2.4)

Alle equazioni per il potenziale scalare ϕ e vettore ~A corrisponde

A = δP, (27.2.5)

e alle equazioni per campi elettrico e magnetico corrisponde

F = dδP = −δdP =⇒ (dδ + δd)P = 0 =⇒ 4P = 0, (27.2.6)

che corrisponde alle equazioni d’onda omogenee (27.1.7). Inoltre, le (27.2.4)
sono immediatamente soddisfatte poiché

dF = ddδP = d2δP = 0δP = 0, (27.2.7)
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δF = δ(−δdP ) = −δ2dP = 0dP = 0, (27.2.8)

poiché
δ2 = (?d?)(?d?) = ?d(±1)d? = ± ? d2? = 0. (27.2.9)

Alle formule per ~QE, ~QM , ~RE, ~RM corrispondono le 2-forme di gauge

Q = dG, R = ?dW, (27.2.10)

le G e W essendo 1-forme arbitrarie. Alle equazioni d’onda inomogenee per
~PE, ~PM corrisponde

4P = Q+R = dG+ ?dW, (27.2.11)

e alle equazioni per ~E, ~B espressi come rotori della somma di tre vettori nelle
(27.1.11) e (27.1.12) corrisponde

F = dδP − dG = −δdP + ?dW. (27.2.12)

Tale 2-forma obbedisce alle equazioni (27.2.4) in virtù della nilpotenza di d
e δ: d2 = 0, δ2 = 0.

Le equazioni per 4P e F rappresentano una generalizzazione completa-
mente covariante dello schema dei potenziali di Hertz a tutti gli spaziotempo
curvi. La riduzione di Debye di questo formalismo può essere riassunta come
segue.

Usiamo il frame ortonormale sferico di Cartan, nel quale

ω0 = dt, ω1 = dr, ω2 = r dθ, ω3 = r sin(θ)dφ. (27.2.13)

Scegliamo poi la 2-forma di Hertz scritta come

P = PEω
0 ∧ ω1 + PMω

2 ∧ ω3, (27.2.14)

e selezioniamo 1-forme di gauge

G = 2
PE
r
ω0, W = 2

PM
r
ω0. (27.2.15)

Allora l’equazione (27.2.11) dà luogo all’equazione d’onda per ψ(t, r, θ, φ) per
ciascuno di PE e PM , mentre la formula F = dδP − dG fornisce i multipoli
elettromagnetici noti in letteratura.

Va sottolineato che l’intero schema di Hertz non varrebbe più se la metrica
fosse riemanniana anziché pseudoriemanniana, poiché, se lo spaziotempo fos-
se sostituito da una varietà di Riemann compatta, la teoria di Hodge (vedasi
il capitolo 32) assicura che

4P = 0⇐⇒ dP = 0, δP = 0, (27.2.16)
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e si avrebbe l’assurdo che A = δP = 0, da cui F = dA = d0 = 0, e dunque
si annullerebbero sia il campo elettrico che il campo magnetico. L’intera
analisi si complica nel caso riemanniano non compatto, che supera le attuali
competenze dell’autore. Risultati recenti su questioni collegate sono ottenuti
in Sprössig (2010), Vargas (2014).

Nel caso invece di segnatura lorentziana della metrica (cf. Bouas 2011)
sappiamo che esistono due campi di 2-forma di interesse fisico per la teoria
di Maxwell. La coderivata δ, agendo su P , fornisce il campo di 1-forma
A, mentre la derivata esterna d, agendo su A, fornisce la 2-forma di campo
elettromagnetico. La A è definita a meno di un dα, ove α = −G con la
notazione usata in questo paragrafo.

27.3 Tensori per i potenziali di Hertz

Poiché il linguaggio delle forme differenziali è covariante, esiste un unico
modo di riesprimere le formule che usano derivata esterna e coderivata nel
linguaggio tensoriale. Per prima cosa, le equazioni di Maxwell (27.2.4) di-
ventano

(∇µF )νλ + (∇νF )λµ + (∇λF )µν = 0, (27.3.1)∑
ρ,µ

(g−1)µρ(∇ρF )µν = 0. (27.3.2)

Il bivettore di Hertz è una 2-forma

P =
∑
µ,ν

1

2
Pµνω

µ ∧ ων , (27.3.3)

ed esso è collegato al quadripotenziale come segue:

A = δP =⇒ Aµ = −
∑
λ,ρ

(g−1)λρ(∇ρP )λµ. (27.3.4)

La formula F = dA = dδP diventa

Fµν = −
∑
λ,ρ

∇µ(g−1)λρ(∇ρP )λν +
∑
λ,ρ

∇ν(g
−1)λρ(∇ρP )λµ

=
∑
λ,ρ

[
∇λ(g

−1)λρ(∇ρP )µν − (g−1)λρ∇ρ(∇µP )λν

+(g−1)λρ∇ρ(∇νP )λµ

]
. (27.3.5)
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Questa seconda riga implica che la controparte tensoriale delle equazioni
d’onda

�~PE = 0, �~PM = 0, 4P = 0

assume la forma∑
λ,ρ

(g−1)λρ
{
−∇λ(∇ρP )µν+

[
(∇ρ∇µ −∇µ∇ρ)P

]
λν

+
[
(∇ν∇ρ −∇ρ∇ν)P

]
λµ

}
= 0. (27.3.6)

Si noti che i commutatori di derivate covarianti in tale formula sono pro-
porzionali alle componenti del tensore di Riemann. La dimostrazione che
Fµν nella (27.3.5) risolve le equazioni di Maxwell (27.3.1) e (27.3.2) richiede
un calcolo attento. Per verificare la (27.3.1), scegliamo la prima riga della
(27.3.5) per Fµν , e usiamo poi la proprietà

Fµν = (∇µA)ν − (∇νA)µ, (27.3.7)

da cui

(∇µF )νλ + (∇νF )λµ + (∇λF )µν =
[
(∇µ∇ν −∇ν∇µ)A

]
λ

+
[
(∇λ∇µ −∇µ∇λ)A

]
ν
+
[
(∇ν∇λ −∇λ∇ν)A

]
µ

=
∑
ρ

(
Rρ

λνµ +Rρ
νµλ +Rρ

µλν

)
Aρ

=
∑
ρ

3Rρ
[λνµ]Aρ = 0, (27.3.8)

ove nella penultima riga ci si è avvalsi delle identità di Ricci, mentre nell’ul-
tima riga si è fatto uso della simmetria ciclica del tensore di Riemann.

Per verificare la seconda equazione di Maxwell (27.3.2), esprimiamo Fµν
dalla seconda e terza riga della (27.3.5) e introduciamo un tensore di tipo
(0, 3), con componenti

Bλµν = (∇λP )µν − (∇µP )λν + (∇νP )λµ, (27.3.9)

la cui quadridivergenza fornisce Fµν , ovvero

Fµν =
∑
ρ,λ

(g−1)λρ(∇ρB)λµν . (27.3.10)
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Adesso troviamo che (Cohen e Kegeles 1974)∑
ρ,µ

(g−1)µρ(∇ρF )µν =
∑
σ,ρ,µ,λ

(g−1)µσ(g−1)λρ∇σ(∇ρB)λµν

=
1

2

∑
σ,ρ,µ,λ

(g−1)µσ(g−1)λρ
[
(∇σ∇ρ −∇ρ∇σ)B

]
λµν

=
1

2

∑
σ,λ,µ

(
Rσ λµ

λ Bσµν +Rσ λµ
µ Bλσν +Rσ λµ

ν Bλµσ

)
. (27.3.11)

Nella penultima riga della (27.3.11) abbiamo sfruttato l’antisimmetria di
Bλµν , e nell’ultima riga abbiamo adoperato le identità di Ricci. Nell’ultima
riga della (27.3.11) i primi due termini si annullano separatamente, poiché il
primo fattore è simmetrico e il secondo antisimmetrico in σ, µ (oppure σ, λ
per il secondo termine). Il terzo termine è

−1

2

∑
σ,λ,µ

RνσλµB
σλµ = −1

2

∑
σ,λ,µ

Rν[σλµ]B
σλµ

= 0. (27.3.12)

Quanto ai termini di gauge, si ha

Q = dG =⇒ Qµν = (∇µG)ν − (∇νG)µ, (27.3.13)

R = ?dW =⇒ Rµν = −
∑
ρ,λ

(g−1)λρ(∇ρW )λµν , (27.3.14)

ove Wλµν = W[λµν] ma per il resto è arbitrario. L’equazione d’onda (27.3.6)
per il potenziale acquista ora un membro di destra RHS dato da

RHS = (∇µG)ν − (∇νG)µ −
∑
ρ,λ

(g−1)λρ(∇ρW )λµν , (27.3.15)

e si hanno inoltre le corrispondenze

F = dδP − dG −→
Fµν =

∑
λ,ρ

(g−1)λρ
[
∇ν(∇ρP )λµ −∇µ(∇ρP )λν

]
+(∇νG)µ − (∇µG)ν , (27.3.16)

F = −δdP + ?dW −→
Fµν =

∑
λ,ρ

(g−1)λρ
[
∇λ(∇ρP )µν −∇ρ(∇µP )λν

+∇ρ(∇νP )λµ − (∇ρP )λµν

]
. (27.3.17)
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La riduzione a due componenti di Debye (1909) si ottiene usando la base
in coordinate sferiche per tensori, ove

Ptr = −Prt = PE, Pθφ = −Pφθ = r2 sin(θ)PM , (27.3.18)

mentre tutte le altre componenti si annullano. Per i termini di gauge, si
assume

Gt = 2
PE
r
, Wrθφ = 2r2 sin(θ)

PM
r
. (27.3.19)

Con queste scelte, l’equazione (27.3.16) fornisce l’equazione d’onda per

ψ(t, r, θ, φ),

mentre la (27.3.17) fornisce i campi di multipolo elettromagnetico.

27.4 Lagrangiana di Maxwell in spazi curvi

In una varietà riemanniana o pseudoriemanniana, il calcolo del paragrafo
24.5 per la lagrangiana di Maxwell diventa

L = −1

4

∑
µ,ν

((∇µA)ν − (∇νA)µ)((∇µA)ν − (∇νA)µ)

= −1

2

∑
µ,ν

[
(∇µA)ν(∇µA)ν − (∇µA)ν(∇νA)µ

]
= −1

2

∑
µ,ν

[
− Aν∇µ(∇µA)ν +∇µ(Aν(∇µA)ν)

+Aν∇µ(∇νA)µ −∇µ(Aν(∇νA)µ)
]

= −1

2

∑
µ,ν

Aµ
(
− gµν� +∇ν∇µ

)
Aν

+
∑
µ,ν

∇µ

(
−1

2
Aν(∇µA)ν +

1

2
Aν(∇νA)µ

)
. (27.4.1)

Dunque, definendo

Sµ ≡ 1

2

∑
ν

Aν

(
(∇νA)µ − (∇µA)ν

)
, (27.4.2)
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e usando l’identità di Ricci (usiamo carattere calligrafico per il tensore di
Ricci, onde evitare confusione con il termine di gauge (27.3.14)):∑

ν

[
∇ν(∇µA)ν −∇µ(∇νA)ν

]
= −

∑
ν,ρ

R ν
νµρ A

ρ

=
∑
ν,ρ

R ν
µνρ A

ρ =
∑
ρ

RµρA
ρ, (27.4.3)

si trova alfine

−1

4

∑
µ,ν

FµνF
µν = −1

2

∑
µ,ν

AµPµνA
ν +

∑
µ

(∇µS)µ, (27.4.4)

ove P è l’operatore

Pµν ≡ −gµν� +∇µ∇ν +Rµν . (27.4.5)

Se si impone la condizione di Lorenz come nel paragrafo 24.5, ci si può ridurre
a studiare l’operatore

P̃µν = −gµν� +Rµν . (27.4.6)



Capitolo 28

Fondamenti della relatività
generale

28.1 Il principio di equivalenza

Sappiamo sin dal primo capitolo che Einstein ha unificato spazio e tempo in
un continuo quadridimensionale, la varietà spaziotempo (M, g), ove M è una
varietà connessa, di Hausdorff (dati due qualsivoglia punti distinti p, q ∈M ,
esistono sempre intorni disgiunti I(p) e I(q): I(p) ∩ I(q) = ∅), dim(M) = 4,
e M è di classe C∞. La g è una forma simmetrica, bilineare, non degenere:

g|p : Tp(M)⊗ Tp(M) −→ R, g(Xp, Yp) = g(Yp, Xp), (28.1.1)

gµν ≡ g

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
, detgµν 6= 0, (28.1.2)

ed esiste un campo vettoriale di tipo tempo X : M −→ T (M) global-
mente definito che rende possibile di definire il concetto di diretto nel futuro.
Ovvero, dato v ∈ Tp(M) per il quale g(v, v) < 0 (v di tipo tempo) op-
pure g(v, v) = 0 (v di tipo luce), esso è diretto nel futuro se g(Xp, v) < 0,
oppure diretto nel passato se g(Xp, v) > 0. A stretto rigor di termini, lo
spaziotempo è una classe d’equivalenza di coppie (M, g) siffatte, due metri-
che essendo riguardate come equivalenti se esiste un diffeomorfismo che muta
l’una nell’altra (Hawking e Ellis 1973).

Inoltre si assume che valga il principio di equivalenza in una delle due
forme seguenti:

Forma debole: il valore della massa inerziale eguaglia il valore della massa
gravitazionale. Questo è stato verificato sperimentalmente con accuratezza
crescente: da cinque parti su 109 fino a tre parti su 1014.

309
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Forma forte: la gravitazione si accoppia al tensore energia impulso della
materia, cos̀ı che valgono le equazioni di Einstein

R(X, Y )− 1

2
g(X, Y )R =

8πG

c4
T (X, Y )

=⇒ Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (28.1.3)

Cerchiamo ora di approfondire la comprensione del principio di equiva-
lenza. Si può dire che esso equivale a fare due affermazioni (Pirani 1965):

(A) Il moto di una particella di prova in un campo gravitazionale è indipen-
dente dalla sua massa e composizione. Pertanto, la massa inerziale eguaglia
la massa gravitazionale passiva. In ambito newtoniano potremmo dire che,
detta mI la massa inerziale e mP la massa gravitazionale passiva, allora
per due particelle, etichettate 1 e 2, nelle leggi di Newton del moto e della
gravitazione rispettivamente, deve aversi

(mI)1
d2

dt2
~r1 = ~F1, ~F1 = −(mP )1

~∇φ, (28.1.4)

(mI)2
d2

dt2
~r2 = ~F2, ~F2 = −(mP )2

~∇φ, (28.1.5)

φ essendo il potenziale gravitazionale newtoniano. Dalla (A) segue che

(mI)1

(mP )1

=
(mI)2

(mP )2

. (28.1.6)

Pertanto esiste una costante K, la stessa per tutte le particelle, tale che

mP = KmI . (28.1.7)

Senza perdita di generalità, si può porre K = 1. In relatività generale, la
(A) è una legge geodetica del moto, e può essere dedotta, per particelle di
prova a simmetria sferica, dalle equazioni di campo di Einstein.

(B) La materia risente dell’azione dei campi gravitazionali ed è essa stessa
sorgente di campo gravitazionale. Pertanto la massa gravitazionale passiva
eguaglia la massa gravitazionale attiva. In ambito newtoniano, sia mA la
massa gravitazionale attiva. Se solo due particelle sono coinvolte, allora

~F1 = −(mP )1
~∇φ1, ~F2 = −(mP )2

~∇φ2, (28.1.8)

ove

φ1 = −G(mA)2

r12

, φ2 = −G(mA)1

r12

. (28.1.9)
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In aggiunta, la legge di azione e reazione richiede che

~F1 + ~F2 = 0 =⇒ (mP )1(mA)2 = (mP )2(mA)1, (28.1.10)

e l’argomento prosegue come fatto per la (28.1.6). Questa equivalenza può
essere difficilmente evitata in teorie ove il momento è conservato. In relatività
generale l’equivalenza è meno evidente, ed è racchiusa nelle equazioni di
Einstein (28.1.3) e nella equazione di conservazione∑

µ

(∇µT )λµ = 0 (28.1.11)

che ne consegue. Si può assumere il punto di vista (Pirani 1965) secondo
il quale la relatività generale è costruita dall’enunciato (A) del principio di
equivalenza, e dalla relatività speciale. In ogni evento, il principio di e-
quivalenza implica che, in un sistema di riferimento che cade con particelle
di prova gravitanti, nessun effetto gravitazionale verrà osservato se le misure
sperimentali sono confinate ad una regione sulla quale la variazione del campo
gravitazionale è troppo piccola per essere osservata, poiché in un riferimento
nel quale una particella è in quiete, le altre non sono accelerate rispetto ad
essa.

Tra i riferimenti in caduta libera, quelli che sono dinamicamente non
rotanti possono essere distinti. In un tale riferimento, le particelle di pro-
va sono in moto rettilineo, secondo la relatività speciale, e se esse sono
inizialmente in quiete, permangono in quiete in questo riferimento.

Un sistema di riferimento non rotante e in caduta libera è detto un ri-
ferimento inerziale. La procedura di limite che conduce all’indietro dalla
relatività generale alla relatività speciale può essere enunciata in termini di
riferimenti inerziali (Pirani 1965):

(C1): Tutte le leggi della relatività speciale sono valide localmente in un
riferimento inerziale. Questo va interpretato matematicamente a significare
che lo spaziotempo va costruito montando assieme degli spazi di Minkowski
locali. Altrimenti detto:

(C2): Non esiste alcun esperimento locale che distingue una caduta libera
senza rotazione in un campo gravitazionale dal moto uniforme in uno spazio
libero da campo gravitazionale, ovvero:

(C3): Un riferimento accelerato linearmente rispetto ad un riferimento iner-
ziale è localmente identico ad un riferimento in quiete in un campo gravi-
tazionale.

Da un lato, dunque, i fenomeni meccanici sono gli stessi in un laboratorio
accelerato come nel campo gravitazionale terrestre (enunciato C3); dall’altro
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lato, essi sono gli stessi in un laboratorio in quiete nello spazio libero da
campi e in un laboratorio in caduta libera (enunciato C2).

La formulazione matematica appropriata per descrivere questa situazione
sperimentale è ottenuta generalizzando dalla relatività speciale, come segue.
In relatività speciale, col sistema di coordinate adattato ad un riferimento
inerziale, l’equazione del moto di una particella libera è

d2xλ

dτ 2
= 0, (28.1.12)

ove

dτ =

√∑
ν,ρ

ηνρdxν ⊗ dxρ (28.1.13)

è il tempo proprio sulla linea d’universo della particella. In un sistema di coor-
dinate arbitrario e in un riferimento arbitrario, questa equazione si trasforma
in

d2xλ

dτ 2
+
∑
ν,ρ

Γλνρ
dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0, (28.1.14)

ove ora

dτ =

√∑
ν,ρ

γνρdxν ⊗ dxρ, (28.1.15)

la γ essendo una metrica piatta ma non minkowskiana, e i coefficienti Γλνρ
dei termini inerziali, essendo i simboli di Christoffel di seconda specie:

Γλνρ =
1

2

∑
µ

(γ−1)λµ
(
∂νγρµ + ∂ργµν − ∂µγνρ

)
. (28.1.16)

Secondo la relatività generale le forze gravitazionali, come pure le forze iner-
ziali, dovrebbero essere date dai coefficienti Γλνρ. Su questa ipotesi, non si
può più assumere che lo spaziotempo sia quello di Minkowski della relatività
speciale. La più semplice generalizzazione è supporre che sia pseudorieman-
niana con γ = g metrica spaziotemporale, e Γλνρ i simboli di Christoffel di
seconda specie che competono a g. L’interpretazione dei Γλνρ come termi-
ni di forza conduce immediatamente all’identificazione di g col potenziale
gravitazionale. Approdiamo pertanto alla relatività generale.

In tale ambito geometrico, basato sul principio di equivalenza, è natu-
rale incorporare il principio di covarianza, l’asserzione che tutti i sistemi di
coordinate sono equivalenti, ovvero che la teoria della gravitazione dovrebbe
essere invariante sotto un gruppo di trasformazioni generali di coordinate, che
soddisfano opportune condizioni di differenziabilità. L’importanza di questo
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principio è che dirige la nostra attenzione immediatamente verso entità geo-
metriche che si trasformano sotto rappresentazioni di questo gruppo, ossia i
tensori. Il tensore più semplice a nostra disposizione è il tensore di curvatura
di Riemann, e ora andiamo a esporre le ragioni fisiche della sua importanza.

28.2 Significato fisico del tensore di Riemann

Mediante esperimenti più accurati e costosi, il fisico è in grado di distinguere
il campo di accelerazione uniforme in un razzo dal campo gravitazionale
non uniforme della Terra. Il concetto fondamentale è che la presenza di un
campo gravitazionale genuino, quale distinto da un campo inerziale, viene
verificata osservando la variazione del campo, anziché osservare il campo
stesso. Questa variazione è descritta dal tensore di curvatura di Riemann, che
specifica l’accelerazione relativa di particelle libere che sono l’una nell’intorno
dell’altra.

Per capirlo, consideriamo congruenze di curve (ossia famiglie di curve tali
che, per ogni punto dello spaziotempo (M, g), passa una ed una sola curva),
e il concetto di derivata di Lie definito nel paragrafo 6.4. Ogni curva sia
etichettata con tre coordinate yβ, β = 1, 2, 3, e riferita ad un parametro s:

xa = xa(yβ, s). (28.2.1)

Un vettore di collegamento è un vettore che collega punti corrispondenti (con
egual s) su due curve prossime della congruenza (aventi valori distinti di yβ),
come mostrato nella Fig. 28.1. Per le curve in Fig. 28.1, si abbia

C : xa = xa(yβ, s), C ′ : xa = xa(yβ + δyβ, s). (28.2.2)

Il vettore di collegamento ha dunque componenti

ζa = δxa =
3∑

β=1

∂xa

∂yβ
δyβ. (28.2.3)

Poiché i vettori di collegamento sono definiti cos̀ı che essi collegano sempre
punti di egual s, possiamo altrettanto bene pensare al vettore di collegamento
come definito per ogni particolare valore di s, e poi esteso lungo le curve
mediante trasporto di Lie. Pertanto esso soddisfa

(Lξζ)a = 0. (28.2.4)

Consideriamo ora il caso speciale di una congruenza di geodetiche di tipo
tempo, ognuna parametrizzata col tempo proprio τ . Andiamo a costruire dei
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Figura 28.1: Punti corrispondenti su due curve di una congruenza.

vettori di collegamento che sono ortogonali alle geodetiche della congruenza.
L’operatore di proiezione hab sul 3-spazio ortogonale a v è dato da

hab = δab − vavb (ovvero h = I − v ⊗ v), (28.2.5)

ed ha le proprietà
3∑
b=0

habv
b = 0, (28.2.6)

3∑
b=0

abvb = 0⇐⇒
3∑
b=0

hcba
b = ac, (28.2.7)

3∑
b=0

hab h
b
c = hac, (28.2.8)
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3∑
b=0

hbb = 3, hab = hba. (28.2.9)

Inoltre, il campo tensoriale

3∑
a,b=0

hab
∂

∂xa
⊗ dxb

ha derivata di Lie nulla lungo v. Infatti, poiché v ha norma 1, si ha

3∑
a=0

vava;b =
1

2

(
3∑

a=0

vava

)
;b

= 0, (28.2.10)

e poiché v è tangente a geodetiche, abbiamo l’equazione geodetica

3∑
b=0

va;bv
b = 0. (28.2.11)

Segue allora dalle equazioni

(Lξδ)
a
b = 0, (28.2.12)

(Lξg)ab = ξa;b + ξb;a, (28.2.13)

che

(Lvv)b =
3∑
c=0

(Lvg)bcv
c = 2

3∑
c=0

vcv(b;c) = 0, (28.2.14)

da cui alfine

(Lvh)ab = 0. (28.2.15)

Definiamo ora il vettore di collegamento ortogonale, ovvero la proiezione
ortogonale del vettore di collegamento:

ηa =
3∑
b=0

habζ
b. (28.2.16)

Dall’annullarsi delle seguenti derivate di Lie:

(Lξζ)a = 0, (Lvh)ab = 0, (28.2.17)

segue che

(Lvη)a = 0, (28.2.18)
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e pertanto

0 = (LvLvη)a =
D

Dτ
(Lvη)a =

D

Dτ

(
Dηa

Dτ
−

3∑
b=0

va;bη
b

)

=
D2ηa

Dτ 2
−

3∑
b,c=0

va;bcη
bvc −

3∑
b=0

va;b
Dηb

Dτ

=
D2ηa

Dτ 2
−

3∑
b,c=0

va;bcη
bvc −

3∑
b,c=0

va;bv
b
;cη

c

=
D2ηa

Dτ 2
−

3∑
b,c=0

va;bcη
bvc +

3∑
b,c=0

va;bcv
bηc

−
3∑

b,c=0

(
va;bv

b
)

;c
ηc (28.2.19)

dove, nella penultima riga, abbiamo sfruttato l’annullarsi della derivata di
Lie di η lungo v. Notiamo ora che

3∑
b,c=0

(
va;bv

b
)

;c
ηc = 0 (28.2.20)

poiché la congruenza di curve è geodetica per ipotesi. Pertanto la (28.2.19)
diventa

D2ηa

Dτ 2
+

3∑
b,c=0

va;bc(v
bηc − ηbvc) =

D2ηa

Dτ 2
+

3∑
b,c,d=0

Ra
bcdv

bηcvd = 0. (28.2.21)

Questa è l’equazione della deviazione geodetica.
In sintesi, abbiamo stabilito le corrispondenze:

campo gravitazionale ←→ simboli di Christoffel,

variazioni del campo gravitazionale ←→ tensore di Riemann.

È il tensore di Riemann quello che si trasforma in modo omogeneo sotto
trasformazioni di coordinate. Pertanto, la possibilità di vedere o meno gli
effetti del campo gravitazionale dipende dalla scelta del frame coordinato,
mentre la comparsa di variazioni del campo gravitazionale è indipendente dal
frame coordinato.

Questo è in accordo esatto col principio di equivalenza. Inoltre, le vari-
azioni nel campo gravitazionale possono essere messe in luce studiando l’ac-
celerazione relativa di particelle di prova l’una nell’intorno dell’altra. Queste
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accelerazioni sono determinate dal tensore di Riemann attraverso l’equazione
della deviazione geodetica.

28.3 Il principio di covarianza generale

Tale principio fu concepito da Einstein, e può essere enunciato in tre forme,
che non sono esattamente equivalenti:

A. Tutti i sistemi di coordinate sono egualmente buoni per stabilire le leggi
della fisica, e dovrebbero esser messi sullo stesso piano.

B. Le equazioni della fisica dovrebbero avere forma tensoriale.

C. Le equazioni della fisica dovrebbero avere la stessa forma in tutti i sistemi
di coordinate.

Quando si usa la forma A, si desidera sottolineare che, sebbene non vi
sia una connessione affine integrabile preferita nella teoria, non è possibile
distinguere un insieme di sistemi di coordinate inerziali. Questa è, in qualche
modo, una affermazione negativa, e non andrebbe eccessivamente enfatizzata.
In casi particolari quando abbiamo una varietà spaziotempo che si riferisce
ad una situazione fisica definita, ci sono certe coordinate che possono essere
preferite ad altre. Ad esempio, quando consideriamo il campo di un corpo
sfericamente simmetrico, ci aspettiamo che il campo stesso anche possegga
la simmetria sferica, e certamente delle coordinate che sono adattate alla
simmetria sferica vanno preferite rispetto ad altri sistemi di coordinate. Ma
questo non andrebbe confuso con i contenuti dell’affermazione A, che in realtà
dice che non vi sono sistemi di coordinate inerziali in relatività generale
(Trautman 1965).

Quando si usa la forma B significa che se, in fisica, abbiamo una soluzione
di una equazione in un sistema di coordinate e poi trasformiamo questa
soluzione in un altro sistema qualsivoglia di coordinate, allora la soluzione
trasformata deve soddisfare l’equazione trasformata. Le equazioni tensoriali
hanno precisamente questa proprietà.

Veniamo ora alla forma C del principio di covarianza generale. Supponi-
amo che in un certo sistema di coordinate abbiamo una equazione

A1 = 0, (28.3.1)

ove Ab sono le componenti di un campo (ad esempio di un campo di 1-
forma). Introduciamo poi un campo vettoriale U tale che U = e1, ove {eb} è
la base naturale associata alle coordinate. Allora, in qualsivoglia sistema di
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coordinate, l’equazione (28.3.1) può essere scritta nella forma

3∑
b=0

U bAb = 0. (28.3.2)

Questa procedura, tuttavia, coinvolge l’introduzione di un campo vettoriale
ausiliario U . Secondo alcuni autori, non bisognerebbe introdurre strutture in
aggiunta a quelle già presenti negli assiomi della teoria (ossia spaziotempo,
connessione, ...) e in aggiunta a quelle necessarie a descrivere il sistema fisico.

Il problema non banale è capire quali strutture aggiuntive siano stretta-
mente necessarie. Abbiamo già visto nel capitolo 24 che, anche solo nello
spaziotempo di Minkowski, le equazioni di Maxwell nel vuoto vanno comple-
tate da una condizione supplementare. Vedremo nel capitolo 31 che tutte le
teorie di gauge classiche posseggono le associate identità di Ward classiche,
le (32.3.2), di cui comprenderemo il significato (e senza uscire dall’ambito
della teoria classica dei campi).

28.4 L’azione di Einstein-Hilbert

Quanto Einstein pervenne alle sue equazioni di campo (28.1.3) per la gra-
vitazione, egli non sapeva ancora derivarle da un principio variazionale. Fu
merito di Hilbert il capire che il membro di sinistra delle (28.1.3) si può
ottenere a partire dal funzionale d’azione

c4

16πG

∫
M

R
√
−det(gαβ) d4x. (28.4.1)

Adesso andiamo a dimostrare che, sotto variazioni rispetto alla metrica, tale
azione fornisce le equazioni (28.1.3). Assumeremo che la connessione sia di
Levi-Civita, e dimostreremo dapprima una proposizione.

Proposizione. Sia (M, g) una varietà pseudoriemanniana. Sotto la trasfor-
mazione

gµν −→ gµν + δgµν , (28.4.2)

le componenti controvarianti di g, il determinante delle sue componenti co-
varianti e il tensore di Ricci variano come segue:

δ(g−1)µν = −
3∑

ρ,λ=0

(g−1)ρµ(g−1)λνδgρλ, (28.4.3)
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δ(detgαβ) = (detgαβ)
3∑

µ,ν=0

(g−1)µνδgµν

=⇒ δ
√
|detgαβ| =

1

2

√
|detgαβ|

3∑
µ,ν=0

(g−1)µνδgµν , (28.4.4)

δRµν =
3∑
ρ=0

∇ρδΓ
ρ
νµ −∇ν

3∑
ρ=0

δΓρρµ. (28.4.5)

Dimostrazione. Per ottenere la (28.4.3), consideriamo l’identità a cui
obbediscono le componenti controvarianti della metrica, ovvero

3∑
λ=0

gρλ(g
−1)λν = δ νρ . (28.4.6)

Da questa, calcolandone la variazione, si ottiene

0 = δ

(
3∑

λ=0

gρλ(g
−1)λν

)
=

3∑
λ=0

[
(δgρλ)(g

−1)λν + gρλδ(g
−1)λν

]
. (28.4.7)

A questo stadio, moltiplicando per (g−1)µρ e poi sommando su ρ, si trova la
(28.4.3).

Per dimostrare la (28.4.4) notiamo dapprima l’identità

log detgµν = tr log gµν , (28.4.8)

che può essere dimostrata diagonalizzando la matrice delle componenti co-
varianti gµν della metrica. Nella (28.4.8) la derivata funzionale rispetto a gµν
fornisce (qui ora semplifichiamo la notazione per il determinante)

g−1δg =
3∑

µ,ν=0

(g−1)µνδgµν , (28.4.9)

da cui segue la (28.4.4).

Per dimostrare la (28.4.5) teniamo presente che, se ∇ e ∇̃ sono due con-

nessioni, con coefficienti Γ e Γ̃, sappiamo dai capitoli sulla geometria rieman-
niana che δΓ = Γ̃− Γ è un tensore di tipo (1, 2). Siano ora Γ̃λµν i coefficienti
associati alla metrica g+δg, mentre indichiamo con Γλµν i coefficienti associati
alla metrica g. Lavorando in coordinate normali, per le quali i coefficienti
Γλµν si annullano (ma non si annullano le loro derivate prime!), si trova

δRµν =
3∑
ρ=0

[
∂ρδΓ

ρ
νµ − ∂νδΓρρµ

]
=

3∑
ρ=0

[
∇ρδΓ

ρ
νµ −∇νδΓ

ρ
ρµ

]
. (28.4.10)
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Poiché ambo i membri di tale equazione sono tensori, l’eguaglianza vale in
qualsiasi sistema di coordinate.

Q.E.D.
Consideriamo ora l’azione di Einstein-Hilbert (28.4.1) in unità c = 1. Il

calcolo della variazione dell’integrando fornisce

δ(R
√
−g) = δ

[
3∑

µ,ν=0

(g−1)µνRµν

√
−g

]

=
3∑

µ,ν=0

[
δ(g−1)µνRµν

√
−g + (g−1)µνδRµν

√
−g
]

+Rδ(
√
−g)

= −
3∑

ρ,λ,µ,ν=0

(g−1)µρ(g−1)νλδgρλRµν

√
−g

+
3∑

µ,ν,ρ=0

(g−1)µν
(
∇ρδΓ

ρ
νµ −∇νδΓ

ρ
ρµ

)√
−g

+
1

2
R
√
−g

3∑
µ,ν=0

(g−1)µνδgµν . (28.4.11)

Poiché ∇g = 0, la riga della (28.4.11) che contiene le derivate covarianti delle
variazioni dei simboli di Christoffel di seconda specie è una divergenza totale:

3∑
µ,ν,ρ=0

{
∇ρ

[
(g−1)µνδΓρνµ

√
−g
]
−∇ν

[
(g−1)µνδΓρρµ

√
−g
]}

=
3∑

ρ,µ,ν=0

{
∂ρ

[
(g−1)µνδΓρµν

√
−g
]
− ∂ν

[
(g−1)µνδΓρρµ

√
−g
]}

= T.D. . (28.4.12)

Pertanto, dai termini restanti nella (28.4.11) si trova

δSEH =
1

16πG

3∑
µ,ν=0

∫
M

(
−Rµν +

1

2
R(g−1)µν

)
δgµν
√
−gd4x

+

∫
M

T.D.d4x. (28.4.13)

Dalla (28.4.13), richiedendo che δSEH sia al più un termine di superficie (cf.
il principio di Schwinger-Weiss del paragrafo 23.2), si trovano le equazioni di
Einstein nel vuoto

Rµν −
1

2
gµνR = 0. (28.4.14)
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La trattazione rigorosa del termine di superficie nel principio d’azione per
la relatività generale è stata studiata da molti autori. Qui rimandiamo in
particolare al lavoro in York (1986).

Per un campo scalare reale con massa in spazi curvi, si ha l’azione

S = −1

2

∫
M

[
3∑

µ,ν=0

(g−1)µν(∇µφ)(∇νφ) +m2φ2

]
√
−gd4x. (28.4.15)

Se si pone

δS =
1

2

∫
M

3∑
µ,ν=0

T µνδgµν
√
−gd4x, (28.4.16)

si trova il tensore energia impulso avente componenti covarianti

Tµν ≡
2
√
g

δ

δ(g−1)µν
S

= (∇µφ)(∇νφ)− 1

2
gµν

3∑
ρ,λ=0

(g−1)ρλ(∇ρφ)(∇λφ)

−1

2
gµνm

2φ2. (28.4.17)

Si noti che la prescrizione di accoppiamento minimale, secondo cui le derivate
parziali ∂µ vanno sostituite con le derivate covarianti ∇µ per ottenere le
equazioni di campo in spazi curvi, va adottata già nell’azione. Se la si
applica solo nelle equazioni di Eulero-Lagrange in Minkowski, si ottengono
inconsistenze (vedasi il caso Maxwell in Trautman (1965)).

28.5 L’azione di Palatini

La gravitazione differisce dalle altre teorie di gauge, e l’origine di queste
differenze può esser fatta risalire all’incollamento del fibrato dei frame lineari,
L(M), alla varietà di base. Se la varietà M ha n dimensioni, la forma di
incollamento

θ : T (L(M)) −→ Rn

è definita come segue: se e = (eµ) ∈ L(M) e u ∈ Te(L(M)), allora θµ(u) è la
µ-ma componente, rispetto ad e, del vettore Teπ(u), ottenuto proiettando u
sulla base. Se s : N −→ L(M) è una sezione locale di L(M) −→M , ovvero
un campo di frame su N ⊂M , allora

s?θµ = sµ,
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ove sµ(p) è il µ-mo elemento del frame duale a s(p), p ∈ N :

〈sν(p), sµ(p)〉 = δµν .

Ad esempio, se (xµ) è un sistema di coordinate locali in N e s è il campo
dei frame coordinati associati a (xµ), allora sµ = dxµ. Se ω = (ωµν) è una
connessione su L(M), allora la derivata esterna covariante di θ è la 2-forma
T di torsione (cf. (16.7.7))

T µ = dθµ +
3∑

ν=0

ωµν ∧ θν . (28.5.1)

Se M ha quattro dimensioni, si definisce

βµνρσ : L(M) −→ R (28.5.2)

mediante

β0123(e) ≡
√
|detgµν(e)|, βµνρσ = β[µνρσ], (28.5.3)

e si definiscono anche (cf. Trautman 1980)

βµνρ ≡
3∑

σ=0

θσβµνρσ, βµν ≡
1

2

3∑
ρ=0

θρ ∧ βµνρ, (28.5.4)

βµ ≡
1

2

3∑
ν=0

θν ∧ βµν , β ≡
1

4

3∑
µ=0

θµ ∧ βµ. (28.5.5)

Al fine di apprezzare le differenze fra la gravitazione, intesa come una teoria
basata su una connessione lineare e un tensore metrico, e una teoria su un
fibrato principale senza incollamento, consideriamo alcune delle forme inva-
rianti che possono essere costruite in ciascuno dei casi che seguono (Trautman
1980).

(i) Supponiamo di avere una teoria di gauge su un fibrato P −→ M con
gruppo di struttura G ⊂ GL(4,R) basato su una forma di connessione ω =
(ωµν), senza metrica e senza incollamento. Dalla forma di curvatura (cf.
(16.7.8))

Ωµ
ν = Dωµν = dωµν +

3∑
ρ=0

ωµρ ∧ ωρν (28.5.6)

si costruiscono le forme chiuse

3∑
µ=0

Ωµ
µ,

3∑
µ,ν=0

Ωµ
ν ∧ Ων

µ. (28.5.7)
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(ii) Se si aggiunge una metrica g su M , si può allora costruire il duale ?Ωµ,
e la densità di lagrangiana conformemente invariante

?
3∑

µ,ν=0

Ωµ
ν ∧ Ων

µ.

(iii) Se viene assegnata una forma di connessione ω su L(M) allora, in
aggiunta alla curvatura Ω ≡ dω+ω∧ω, si costruisce la torsione T ≡ dθ+ω∧θ.

(iv) Se sono assegnate ω su L(M) e g su M , in aggiunta alle forme e invarianti
dei casi precedenti, si possono costruire le β delle (28.5.4) e (28.5.5), come
pure le seguenti:

La lagrangiana di Einstein-Cartan:

1

2

3∑
µ,ν=0

βµν ∧ Ωµν .

La forma di Eulero
3∑

µ,ν,ρ,σ=0

βµνρσΩµν ∧ Ωρσ.

Il quadrato della torsione:
3∑

µ,ν=0

?T µ ∧ T ν .

È chiaro dunque che la gravitazione, vista come teoria basata su g e ω definite
su L(M) è più ricca di altre teorie di gauge.

È in questo ambito che si giunge a considerare l’azione di Palatini. Si
tratta di un funzionale d’azione S per una connessione metrica, ma non
necessariamente simmetrica. Coerentemente con la notazione del capitolo
16, scriviamo che (K essendo una costante)

S[ω, θ] = K

∫ ∑
a,b

Rab ∧ ?(θa ∧ θb), (28.5.8)

ove gli indici latini sono indici di Lorentz, e

Rab =
∑
c,d

1

2
Rab

cdθ
c ∧ θd. (28.5.9)

La 1-forma di connessione, ω, e la 1-forma di tetrade, θ, sono supposte essere
indipendenti.
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In una base non coordinata, lo ?θa ∧ θb è una somma di termini

εabefθ
e ∧ θf ,

e dunque, detta Ω la forma di volume, l’azione (28.5.8) risulta proporzionale
all’integrale ∫ ∑

a,b,c,d

Rabcd(η
acηbd − ηbcηad)Ω. (28.5.10)

In base coordinata, l’integrando si riduce a quello di Einstein-Hilbert che già
abbiamo studiato.

Bisogna ora variare l’azione (28.5.8) sia rispetto a ω che rispetto a θ.
Pertanto si trova

δθS = 0 =⇒
∫ ∑

a,b,c,d

Rab[ω] ∧ θc ∧ δθdεabcd = 0. (28.5.11)

In tale equazione, la 3-forma

Rab[ω] ∧ θc

è la 3-forma di massa energia. Inoltre si ha

δωS =

∫ ∑
a,b,c,d

δRab[ω] ∧ θc ∧ θdεabcd, (28.5.12)

ove

δRab = δDωab = Dδωab. (28.5.13)

Ci si riconduce allora a studiare la somma dell’integrale

δ1 ≡
∑
a,b,c,d

∫
D(δωab ∧ θc ∧ θdεabcd) (28.5.14)

e dell’integrale

δ2 ∝
∑
a,b,c,d

∫
δωab ∧Dθc ∧ θdεabcd, (28.5.15)

ove Dθc è la 2-forma di torsione T c. Usando il teorema di Stokes, δ1 diventa
l’integrale sulla frontiera di∑

a,b,c,d

δωab ∧ θc ∧ θdεabcd,
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mentre δ2 si ottiene integrando∑
a,b,c,d

δωab ∧ T c ∧ θdεabcd.

Pertanto la variazione dell’azione di Palatini rispetto ad ω è proporzionale a∑
c,d

T c ∧ θdεabcd,

mentre l’integrale di frontiera o si annulla o suggerisce di ridefinire l’azione
totale aggiungendo un termine di segno opposto.

Se si usa l’azione di Palatini (28.5.8), si sta riguardando il gruppo di
Lorentz come il gruppo di gauge della teoria. Detti τab i generatori del gruppo
di Lorentz, si ha

ω =
∑
a,b

ωabτab, R = Dω =
∑
a,b

Rabτab,

e, detta E la 2-forma

E ≡
∑
a,b

(θa ∧ θb)τab, (28.5.16)

l’integrando nella (28.5.8) è proporzionale a

Tr(R ∧ ?E).

Si potrebbe invero aggiungere all’azione di Palatini un integrando proporzionale
a (Vitale 2020)

Tr(R ∧ E),

perché è invariante di gauge. Tuttavia si tratterebbe di una aggiunta fatta a
mano, dunque di interesse non primario.

Col gruppo di gauge dato dal gruppo di Lorentz, si hanno le proprietà di
trasformazione

R −→ ΛRΛ−1, R ∧ ?E −→ Λ(R ∧ ?E)Λ−1. (28.5.17)

Alla fine del capitolo 31 presenteremo la nostra visione sul ruolo della
gravitazione fra le moderne teorie di gauge. Intanto possiamo dire che le
tecniche di questo paragrafo si applicano, tra l’altro, a modelli di gravitazione
non commutativa, per i quali indichiamo al lettore l’analisi in Di Grezia et
al. (2014).

Fra la sterminata letteratura sulla relatività generale, suggeriamo in parti-
colare gli articoli di Einstein tradotti in italiano in Pantaleo (1955), le lezioni
in Trautman (1965), Trautman (1970), Trautman (1980), e poi le monografie
di Hawking e Ellis (1973), Stewart (1990), Choquet-Bruhat (2009).
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Capitolo 29

Gruppi di Lie a dimensione
infinita

29.1 I gruppi di Lie a dimensione infinita

Questo capitolo presenta dapprima, seguendo Glöckner (2006), una breve
rassegna dei problemi fondamentali nella teoria dei gruppi di Lie a dimensione
infinita. Nella seconda parte si dimostra un importante risultato dovuto a
Freifeld (1968): un intorno dell’identità non è ricoperto da sottogruppi ad un
parametro quando il gruppo di Lie ha dimensione infinita.

In Glöckner (2006), l’autore presenta una utile rassegna di problemi aper-
ti, che qui riassumiamo (cf. la presentazione in Glöckner e Neeb (2024)) per
introdurre gli studenti alle ricerche moderne.

Mentre classi specifiche di gruppi di Lie a dimensione infinita (gruppi di
operatori, gruppi di gauge, gruppi dei diffeomorfismi) sono state intensamente
studiate e sono ben comprese, molto di meno è noto circa i generici gruppi
di Lie a dimensione infinita, e si fa ancora riferimento soprattutto alle lezioni
di John Milnor a Les Houches nel 1983 (Milnor 1984). Un possibile elenco
minimale di aspetti importanti si può presentare come segue.

(1) Una varietà liscia modellata su uno spazio vettoriale topologico E lo-
calmente convesso è uno spazio topologico di Hausdorff M , assieme ad una
famiglia di omeomorfismi da sottoinsiemi aperti di M in sottoinsiemi aperti
di E, tali che i domini ricoprono M e le mappe di transizione sono lisce. La
regolarità di mappe tra varietà è definita come nel caso a dimensione finita,
come anche i prodotti di varietà. Un gruppo di Lie è un gruppo, munito
di una struttura di varietà liscia e modellato su uno spazio E localmente
convesso tale che le operazioni del gruppo sono mappe lisce. I gruppi di Lie
modellati su spazi di Banach (Geroch 2013) sono detti gruppi di Banach-Lie.
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Come a dimensione finita, lo spazio tangente

L(G) = T1(G) ∼= E (29.1.1)

nell’elemento identico di un gruppo di Lie G può esser reso un’algebra di Lie
topologica mediante l’identificazione con l’algebra di Lie dei campi vettoriali
invarianti a sinistra su G (cf. paragrafo 9.3).

(2) Una volta assegnati un gruppo G di Lie, e un campo vettoriale X ∈ L(G),
esiste al più un omomorfismo liscio

γX : R −→ G tale che γ′X(0) = X. (29.1.2)

Se γX esiste sempre, G è detto possedere una mappa esponenziale, che è
definita mediante

expG : L(G) −→ G, expG(X) ≡ γX(1). (29.1.3)

Ci si può chiedere se ogni gruppo di Lie abbia una mappa esponenziale liscia.
La questione è ancora ampiamente aperta: non si conosce né se la map-
pa esponenziale esista sempre né se sia liscia. In assenza di proprietà di
completezza dello spazio su cui è modellato un gruppo di Lie, una mappa
esponenziale non esiste necessariamente.

(3) Per ogni varietà M liscia e compatta, il gruppo G = Diff(M) dei diffeo-
morfismi di classe C∞ di M può esser reso un gruppo di Lie, con la compo-
sizione intesa come la moltiplicazione gruppale, modellato sullo spazio χ(M)
dei campi vettoriali lisci. Esso ha una mappa esponenziale liscia data da

expG : χ(M) −→ G, X −→ ΦX(1, ·), (29.1.4)

ove ΦX : R×M −→M è il flusso del campo vettoriale X. Già per M = S1,
expG non è un diffeomorfismo locale all’origine, come vedremo nei paragrafi
successivi (Freifeld 1968).

(4) Molti (ma non tutti) gruppiG di Lie a dimensione infinita sono localmente
esponenziali nel senso che expG esiste ed è un diffeomorfismo locale di classe
C∞ in O. Un gruppo G di Lie localmente esponenziale è un gruppo di Lie
del tipo Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) se la moltiplicazione gruppale è
analitica in coordinate esponenziali, ovvero se la funzione

(x, y) −→ x ? y = exp−1
G

(
expG(x)expG(y)

)
(29.1.5)

è analitica su qualche intorno aperto dell’origine in L(G)×L(G). Allora x?y
è dato dalla serie BCH.
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Ci si potrebbe chiedere: se G è localmente esponenziale, oppure se G è
analitico reale o analitico complesso, ne segue che G ha la proprietà BCH?
Ebbene, la risposta ad entrambe le domande è negativa.

(5) Un gruppo di Lie G è detto regolare se tutte le equazioni differenziali
ordinarie (ODE) di interesse per la teoria di Lie possono essere risolte in G,
e se le soluzioni dipendono in modo liscio dai parametri.

(6) Con un linguaggio più accurato, un gruppo G di Lie è regolare se valgono
le seguenti proprietà:

(6-a) Ogni curva liscia γ : [0, 1] −→ L(G) si presenta come derivata logarit-
mica sinistra di una curva liscia (necessariamente unica)

η : [0, 1] −→ G,

ovvero
γ(t) = η−1(t)η′(t), ∀t ∈ [0, 1], (29.1.6)

il prodotto al membro di destra essendo calcolato in T (G).

(6-b) L’applicazione

C∞([0, 1],L(G)) −→ G, γ −→ η(1) (29.1.7)

è liscia, ove lo spazio C∞([0, 1],L(G)) è munito dell’usuale topologia local-
mente convessa.

N.B. Ogni gruppo di Lie regolare ha una mappa esponenziale liscia.

(7) Nel caso a dimensione infinita, lo studio dei legami fra G e L(G) è appena
incominciato. Si sa che un gruppo G di Lie connesso è abeliano se e solo se
l’algebra di Lie L(G) è abeliana. Ma per G generico, con L(G) abeliana, non
si può ancora dimostrare che G è commutativo.

(8) Neeb ha dimostrato che un gruppo G di Lie connesso è nilpotente se e
solo se l’algebra di Lie L(G) è nilpotente.

29.2 Concetto di pseudogruppo

Con relazione al materiale studiato nel capitolo 3, gli esperti di geometria
direbbero che, per ogni pseudogruppo di omeomorfismi dello spazio euclideo,
si può definire la corrispondente categoria di varietà. Ad esempio, lo pseudo-
gruppo completo degli omeomorfismi dà luogo alla teoria delle varietà topo-
logiche, mentre il sottogruppo dei diffeomorfismi lisci dà luogo alla teoria
delle varietà C∞.
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Ma cosa è uno pseudogruppo? Invero, seguendo Kobayashi e Nomizu
(1963), possiamo dire che uno pseudogruppo di trasformazioni su uno spazio
topologico S è un insieme Γ di trasformazioni che soddisfano le seguenti
proprietà:

(1) Ogni f ∈ Γ è un omeomorfismo di un insieme aperto (detto il dominio
D(f) di f) O1 di S su un altro insieme aperto (detto l’immagine Im(f) di f)
O2 di S:

f : O1 ⊂ S −→ O2 ⊂ S. (29.2.1)

(2) Dato f ∈ Γ, la sua restrizione ad O appartiene a Γ per ogni aperto O
incluso in D(f).

(3) Se U è una unione di aperti Ui di S, allora f , applicazione di U in un
sottoinsieme aperto di S, appartiene a Γ se la sua restrizione a Ui appartiene
a Γ per ogni i.

(4) Per ogni aperto U incluso in S, la restrizione della mappa identica ad U
appartiene a Γ.

(5) Se f appartiene a Γ, allora anche l’inversa di f appartiene a Γ.

(6) Una volta assegnati in Γ gli omeomorfismi

f : U −→ V, f ′ : U ′ −→ V ′, V ∩ U ′ 6= ∅, (29.2.2)

allora appartiene a Γ anche l’applicazione composta

f ′ � f : f−1(V ∩ U ′) −→ f ′(V ∩ U ′). (29.2.3)

Un esempio di pseudogruppo è l’insieme Γr(Rn) di trasformazioni di classe
Cr di Rn. Queste sono omeomorfismi f di un aperto di Rn in un aperto di
Rn tali che f e la sua inversa f−1 sono di classe Cr.

29.3 Il teorema di Freifeld

Nel 1895, S. Lie considerò il problema se una trasformazione abbastanza
prossima all’identità in un gruppo di Lie possa essere congiunta alla trasfor-
mazione identica mediante una famiglia ad un parametro di trasformazioni.
Nel 1968 Freifeld dimostrò che questo non è possibile nel caso a dimensione in-
finita. Per pseudogruppo di Lie, Freifeld intende un insieme di trasformazioni
locali, invertibili, analitiche che sono soluzioni di un insieme di equazioni alle
derivate parziali. Lie suppose inoltre che questo insieme contenesse sempre la
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trasformazione identica, che fosse chiuso sotto composizione quando la com-
posizione era definita, e che l’inversa di ogni trasformazione appartenesse an-
cora all’insieme. Ad esempio, l’insieme delle trasformazioni locali, complesse
e analitiche, invertibili su Cn (ovvero le equazioni di Cauchy-Riemann), l’in-
sieme di tutte le trasformazioni invertibili, locali, analitiche di Rn, Sn, sono
pseudogruppi di Lie.

I gruppi infiniti di Lie e Cartan sono gruppi di Lie a dimensione infini-
ta. Lie considerò solo trasformazioni analitiche, mentre Freifeld considerò
sia il caso C∞ che il caso analitico. Lie dimostrò che un intorno dell’iden-
tità è ricoperto da sottogruppi ad un parametro quando il gruppo di Lie ha
dimensione finita.

In C, siano U e V piccoli intorni aperti dell’origine, e sia l’applicazione
T : U −→ V definita da

T (x) = e
2πi
n x+ αxn+1, (29.3.1)

ove x ∈ C, α > 0, n = 1, 2, ....

Teorema 29.1 (Freifeld 1968). Esiste α tale che, per ogni numero naturale
n, la trasformazione (29.3.1) non fa parte di un sottogruppo ad un parametro
di trasformazioni locali e di classe C∞.

N.B. Quando scriviamo prossimo all’identità intendiamo che la trasformazione
locale e le sue derivate sono uniformemente prossime all’identità in un piccolo
intorno dell’origine.

Lemma propedeutico. Una trasformazione S, che lascia l’origine fissa, e
che può essere congiunta all’identità mediante un gruppo ad un parametro,
deve avere un autovalore prossimo a 1.

Dimostrazione del lemma. Se il gruppo ad un parametro non lascia
l’origine fissa, esso definisce una curva chiusa passante per l’origine. Questa
curva è chiaramente fissata puntualmente da S, e la tangente a questa curva
è l’autovettore desiderato di autovalore eguale a 1.

Q.E.D.
Dunque nel caso analitico, ove sappiamo che T non giace su un gruppo

ad un parametro di trasformazioni che fissano l’origine, abbiamo concluso.
Resta da considerare il caso C∞. Assegnata una trasformazione, possiamo
considerare il suo sviluppo formale in serie di Taylor nell’origine. Se T appar-
tiene al gruppo Xt ad un parametro, il suo sviluppo in serie di Taylor formale
deve giacere sul gruppo ad un parametro di sviluppi in serie di Taylor formali
degli Xt. Da qui in poi, la dimostrazione è quella presentata nel prossimo
paragrafo.
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Seconda parte della dimostrazione del teorema. Poiché le nostre con-
siderazioni sono state locali, noi possiamo, in un opportuno intorno dell’o-
rigine, rendere liscia la trasformazione T in modo C∞. Questo significa che,
fuori dell’intorno, T è la applicazione lineare

T (x) = e
2πi
n x.

Vorremmo essere in grado di rendere T prossima all’identità in tutti i punti,
quindi dobbiamo poter rendere le derivate di αxn prossime a zero e farle
restare prossime a zero. A tal fine, si prende una funzione di smoothing che è
costantemente eguale ad α attorno all’origine, e che è costantemente eguale a
0 fuori di un piccolo intervallo attorno all’origine. A tal fine si può esprimere
α(x) come prodotto di una costante per un esponenziale, nella forma

α(x) = αexp

(
(d− c)

(x− c)(x− d)

)
, (29.3.2)

ove (c, d) è un piccolo intervallo. Con valori piccoli di α e della misura di
(c, d), gli esponenziali nelle derivate controlleranno le derivate di xn. Pertanto
possiamo rendere (cf. (29.3.1))

T (x) = e
2πi
n x+ α(x)xn (29.3.3)

tanto prossimo all’identità quanto desideriamo. In conclusione, per il grup-
po dei diffeomorfismi C∞ globali della retta complessa non ci sono intorni
dell’identità che possono essere ricoperti da gruppi ad un parametro, ovvero
la congettura di Lie non vale per il gruppo dei diffeomorfismi di una varietà
compatta.

N.B. I gruppi di Lie a dimensione infinita di Freifeld non sono modellati su
spazi di Banach, e la condizione extra di uniformità, che serve per ottenere
l’esistenza di una soluzione locale di una equazione differenziale ordinaria in
spazio di Banach, non è soddisfatta perché la sua topologia dipende da tutte
le derivate delle funzioni.

29.4 Dimostrazione del teorema di Freifeld

Se si potessero introdurre coordinate canoniche nel gruppo dei diffeomorfis-
mi, si potrebbe fare a meno di tutto l’apparato che richiede l’uso di carte,
atlanti et cetera nel parametrizzare il gruppo. Ogni diffeomorfismo potrebbe
essere caratterizzato da un campo vettoriale finito, cos̀ı come i diffeomorfismi
infinitesimi prossimi all’identità possono essere caratterizzati da un campo
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vettoriale infinitesimo. E un campo vettoriale ha, come ben sappiamo, un
significato indipendente da carte e atlanti.

Orbene i sottogruppi abeliani ad un parametro del gruppo dei diffeo-
morfismi non riempiono un intorno dell’identità. Se la varietà M in esame
ha almeno due dimensioni, esistono diffeomorfismi di classe C∞ arbitraria-
mente prossimi all’identità che non possono essere ottenuti mediante espo-
nenziazione. Qui seguiamo DeWitt e Esposito (2008) nell’ottenere la di-
mostrazione. Per i nostri scopi, basta confinare l’attenzione al piano euclideo
R2 oppure, in modo equivalente, al piano complesso C. Sia x ∈ C, e invece
di scrivere x come somma:

x = Re(x) + iIm(x),

sostituiamo a x e al suo complesso coniugato due variabili indipendenti
(x, x∗). Un diffeomorfismo di classe C∞:

ξ : C −→ C, ξ : (x, x∗) −→ ξ(x, x∗) (29.4.1)

è allora una funzione a valori complessi biunivoca, di classe C∞ in x e in x∗,
con inversa x(ξ, ξ∗) che è di classe C∞ sia in ξ che in ξ∗. Sia n un intero
positivo, α ∈ R+. Supponiamo che ξ abbia la forma analitica (29.3.1):

ξ(x, x∗) = e
2πi
n x+ αxn+1 (29.4.2)

in un intorno finito dell’origine (ad esempio in un cerchio di raggio finito), e
supponiamo che, all’esterno di tale intorno, ξ cambi in modo liscio a diventare
la funzione identica (cf. paragrafo 29.3)

ξ(x, x∗) = x.

Scegliendo n grande e α piccolo, allora ξ e le sue derivate possono esser resi
uniformemente prossimi a quelli dell’identità. Faremo ora vedere che ξ non
giace su un sottogruppo ad un parametro di diffeomorfismi ψ(t) : C −→
C di classe C∞ tali che ψ(0) = I. A tal fine, procediamo per assurdo e
supponiamo invece che ξ(x, x∗) della (29.4.2) giaccia su un tale sottogruppo.
Senza perdere di generalità, supponiamo che si abbia

ψ(0, x, x∗) = x, ψ(1, x, x∗) = ξ(x, x∗), (29.4.3)

e che inoltre

ψ(s, ψ(t, x, x∗), ψ∗(t, x, x∗)) = ψ(t, ψ(s, x, x∗), ψ∗(s, x, x∗))

= ψ(s+ t, x, x∗). (29.4.4)
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Osserviamo che il diffeomorfismo (29.4.2) lascia inalterata l’origine. Pertanto

ψ(0, 0, 0) = 0, ψ(1, 0, 0) = 0. (29.4.5)

Definiamo
z(t) ≡ ψ(t, 0, 0). (29.4.6)

La funzione z descrive una curva chiusa passante per l’origine nel piano
complesso. Usando le (29.4.4) e (29.4.5), troviamo

ξ(z(t), z∗(t)) = ψ(1, z(t), z∗(t)) = ψ(1, ψ(t, 0, 0), ψ∗(t, 0, 0))

= ψ(t, ψ(1, 0, 0), ψ∗(1, 0, 0)) = ψ(t, 0, 0) = z(t), (29.4.7)

il che implica che il diffeomorfismo (29.4.2) lascia fisso ogni punto su questa
curva chiusa. Ma l’unica curva chiusa passante attraverso l’origine che la
(29.4.2) lascia fissa è la curva degenere che consiste del singolo punto x = 0.
Quindi, ciascuno dei diffeomorfismi ψ(t) deve lasciare invariata l’origine:

ψ(t, 0, 0) = 0, ∀t. (29.4.8)

Poiché ξ e i ψ(t) sono di classe C∞, possiamo considerare le loro serie di
Taylor formali nell’origine. La serie di Taylor formale per ξ, che è soltanto la
(29.4.2), deve giacere sul gruppo ad un parametro di serie di Taylor formali
per i ψ(t), che può essere scritto nella forma

ψ(t, x, x∗) =
∞∑

m,p=0

am,p(t)x
mx∗p. (29.4.9)

Inoltre, queste serie di Taylor formali devono soddisfare le (29.4.4). Alla luce
delle (29.4.3) e (29.4.8), è evidente che

a0,0(t) = 0 ∀t,
a1,0(0) = 1, gli altri am,p(0) = 0,

a1,0(1) = e
2πi
n , an+1,0(1) = α, gli altri am,p(1) = 0. (29.4.10)

Inoltre, inserendo la (29.4.9) nella (29.4.4) con s = t = 1
2
, si trova

e
2πi
n x+ αxn+1 =

∞∑
m,p=0

am,p

(
1

2

)[
ψ

(
1

2
, x, x∗

)]m [
ψ∗
(

1

2
, x, x∗

)]p
= a1,0

(
1

2

)[
a1,0

(
1

2

)
x+ a0,1

(
1

2

)
x∗ + ...

]
+a0,1

(
1

2

)[
a∗1,0

(
1

2

)
x∗ + a∗0,1

(
1

2

)
x+ ...

]
+ ... (29.4.11)
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da cui

e
2πi
n =

[
a1,0

(
1

2

)]2

+

∣∣∣∣a0,1

(
1

2

)∣∣∣∣2 , (29.4.12)

0 = a0,1

(
1

2

)
Rea1,0

(
1

2

)
. (29.4.13)

Supponiamo che a0,1

(
1
2

)
non si annulli. Allora a1,0

(
1
2

)
deve essere puramente

immaginario, e il membro di destra della (29.4.12) deve essere un numero
reale, il che contraddice il membro di sinistra. Pertanto

a0,1

(
1

2

)
= 0, a1,0

(
1

2

)
= e

1
2( 2πi

n
+2πiK), (29.4.14)

ove K è un intero. Ripetendo questo ragionamento per s = t = 1
4
, s = t = 1

8
,

..., si ottiene, per continuità,

a0,1(t) = 0 ∀t, a1,0(t) = eβt, β = 2πi

(
1

n
+K

)
. (29.4.15)

Ora possiamo scrivere che

ψ(t, x, x∗) = eβtx+
∑

m+p≥2

am,p(t)x
mx∗p. (29.4.16)

L’inserimento di questa serie formale nella (29.4.4) fornisce

am,p(s+ t) = eβsam,p(t) + e(m−p)βtam,p(s),m+ p = 2. (29.4.17)

Questa equazione funzionale può essere risolta derivandola rispetto a s e poi
ponendo s = 0, da cui, indicando col puntino in alto una derivata, si ottiene(

d

dt
− β

)
am,p(t) = ȧm,p(0)e(m−p)βt, m+ p = 2. (29.4.18)

L’integrale generale di tale equazione differenziale ordinaria è dato dalla som-
ma dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata e di un integrale
particolare dell’equazione completa. Pertanto si trova

am,p(t) =
ȧm,p(0)

(m− p− 1)β

[
e(m−p)βt − eβt

]
, m+ p = 2, (29.4.19)

che soddisfa anche l’equazione di partenza (29.4.17). Ora, se n è grande,
am,p(1) deve annullarsi in virtù dell’ultima delle (29.4.10). Ma il membro
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di destra della (29.4.19) non si annulla in t = 1 a meno che ȧm,p(0) = 0.
Pertanto

am,p(t) = 0 ∀t se m+ p = 2, (29.4.20)

e quindi

ψ(t, x, x∗) = eβtx+
∑

m+p≥3

am,p(t)x
mx∗p. (29.4.21)

Inserendo questa serie nella (29.4.4) si ottiene

am,p(s+ t) = eβsam,p(t) + e(m−p)βtam,p(s), m+ p = 3, (29.4.22)

che è identica alla (29.4.17) salvo per il fatto che ora m+p = 3. La soluzione
è identica in forma a quella di prima:

am,p(t) =
ȧm,p(0)

(m− p− 1)β

[
e(m−p)βt − eβt

]
, m+ p = 3. (29.4.23)

È ora possibile che il fattore (m−p−1) nel denominatore si annulli, nel qual
caso questa soluzione viene sostituita dal suo limite quando (m − p) −→ 1,
ovvero

am,p(t) = ȧm,p(0)teβt, m− p = 1. (29.4.24)

Una volta ancora, confrontando le (29.4.23) e (29.4.24) con la condizione al
contorno

am,p(1) = 0, m+ p = 3,

si deve concludere che

am,p(t) = 0 ∀t quando m+ p = 3. (29.4.25)

Proseguendo in tal modo si trova

am,p(t) = 0 ∀t e ∀m, p : 2 ≤ (m+ p) ≤ n. (29.4.26)

Si giunge alfine al caso m+ p = n+ 1, ove si ottiene

an+1,0(t) =
1

nβ
ȧn+1,0(0)eβt(enβt − 1). (29.4.27)

Questa espressione si annulla in t = 1, precisamente dove non vorremmo che
si annullasse. Stando alla (29.4.10), dobbiamo avere an+1,0(1) = α. Siamo
dunque giunti a una contraddizione, il che completa la dimostrazione.

Q.E.D.
Poiché solo un piccolo intorno dell’origine è davvero coinvolto nell’analisi

di cui sopra, ne segue che la restrizione a R2 è inessenziale. Dunque, per ogni
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varietà differenziabile di dimensione ≥ 2, esistono diffeomorfismi di classe
C∞ arbitrariamente prossimi all’identità che non giacciono su sottogruppi
ad un parametro di diffeomorfismi di classe C∞.

Per studi collegati alla tematica del teorema di Freifeld, indichiamo al
lettore i risultati in Kopell (1970), Palis (1973), Grabowski (1984), Grabowski
(1988), con ringraziamenti a Alessandro Pinto.
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Capitolo 30

Classificazione delle mappe di
Möbius

30.1 Trasformazioni lineari frazionarie

In questo capitolo otteniamo dapprima la classificazione delle trasformazioni
lineari frazionarie in ellittiche, paraboliche, iperboliche e lossodromiche, che
avevamo sfruttato nel paragrafo 11.1 per dimostrare l’omomorfismo 2−1 tra
PSL(2,C) e SO+(3, 1). Poi dimostriamo che tutto il gruppo di Poincaré può
essere espresso mediante tali trasformazioni.

Una trasformazione lineare frazionaria è un omeomorfismo h del piano
complesso esteso C ∪ {∞} tale che

h(z) =
(α̃z + β̃)

(γ̃z + δ̃)
=

(tα̃z + tβ̃)

(tγ̃z + tδ̃)
∀t 6= 0. (30.1.1)

Poiché tale rapporto è indipendente da t, si può sfruttare questa proprietà per
assicurarsi che, alfine, la matrice dei coefficienti abbia determinante eguale
ad 1, ovvero, definendo α ≡ tα̃, ...,δ ≡ tδ̃:

t2(α̃δ̃ − β̃γ̃) = 1 =⇒
(
α β
γ δ

)
∈ SL(2,C),

con associata forma di h:

h(z) =
(αz + β)

(γz + δ)
. (30.1.2)

I punti fissi di h risolvono, per definizione, l’equazione

h(z) = z =⇒ γz2 + (δ − α)z − β = 0, (30.1.3)

339
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che ha le radici

z =
(α− δ)±

√
(α + δ)2 − 4(αδ − βγ)

2γ

=
(α− δ)±

√
(α + δ)2 − 4

2γ
, (30.1.4)

ove abbiamo sfruttato la condizione SL(2,C): (αδ − βγ) = 1. Pertanto, se

(α + δ)2 = 4 =⇒ |α + δ| = 2, (30.1.5)

esiste solo un punto fisso z = (α−δ)
2γ

, e l’applicazione h è detta parabolica.
Ora un teorema garantisce che ogni trasformazione parabolica hP può essere
alfine riespressa come una trasformazione il cui unico punto fisso è all’infinito,
ovvero (Maskit 1988)

hP (z) = z + β. (30.1.6)

La (30.1.6) è una traslazione in C ∪ {∞}, e non è periodica. La matrice
rappresentativa in PSL(2,C) è

MP ≡
(
±1 β
0 ±1

)
. (30.1.7)

Se il discriminante (α + δ)2 − 4 nella (30.1.4) è non nullo, si trovano invece
due punti fissi, e il risultante omeomorfismo h può essere espresso come una
trasformazione con punti fissi in 0 e all’infinito, ossia

h(z) =
α

δ
z = kz, αδ = 1. (30.1.8)

Pertanto si trova

α

δ
= α2 = k =⇒ α =

√
k =⇒ j = tr(h) = α + δ

= α +
1

α
=
√
k +

1√
k
. (30.1.9)

Ora si possono distinguere tre casi:

(i) Se k = |κ| > 0, h è detta iperbolica, e per essa

h(z) = hH(z) = |κ|z,
tr2(h)− 4 = (α + δ)2 − 4 > 0 =⇒ |α + δ| > 2, (30.1.10)
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e la corrispondente matrice è

MH ≡
(
|κ| 0
0 1

)
∈ GL(2,C) =⇒

AH ≡

(√
|κ| 0
0 1√

|κ|

)
∈ SL(2,C). (30.1.11)

La (30.1.10) per hH(z) è una omotetia del piano, e sotto la sua azione tutte
le rette passanti per l’origine restano fissate.

(ii) Se k ∈ C e |k| = 1, si può scrivere

k = eiϕ =⇒ j =
√
k +

1√
k

= ei
ϕ
2 + e−i

ϕ
2 = 2 cos

ϕ

2
. (30.1.12)

La trasformazione h è allora detta ellittica, e per essa

tr2(h) = (α + δ)2 < 4 =⇒ |α + δ| < 2, (30.1.13)

h(z) = hE(z) = eiϕz, (30.1.14)

con matrice risultante

ME ≡
(
eiϕ 0
0 1

)
∈ GL(2,C) =⇒ AE ≡

(
ei
ϕ
2 0

0 e−i
ϕ
2

)
∈ SL(2,C). (30.1.15)

La (30.1.14) può essere periodica purché esista un numero naturale l tale
che ϕ = 2πl. Una rotazione ellittica normale (30.1.14) è una rotazione del
piano complesso attorno all’origine, con ampiezza ϕ, e per essa tutti i cerchi
centrati nell’origine restano fissi.

(iii) Se k = ρeiσ ∈ C, si trova dalla (30.1.9) che

j =
√
k +

1√
k

=

(
√
ρ+

1
√
ρ

)
cos

σ

2
+ i

(
√
ρ− 1
√
ρ

)
sin

σ

2
∈ C, (30.1.16)

mentre se k < 0 si trova, ancora dalla (30.1.9),

j =
1− |k|
i
√
|k|
∈ C. (30.1.17)

La trasformazione risultante è detta lossodromica, e ha la forma

h(z) = hL(z) = ρeiσz, (30.1.18)
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con associata matrice

ML ≡
(
ρeiσ 0

0 1

)
∈ GL(2,C) =⇒

AL ≡
(√

ρei
σ
2 0

0 1√
ρ
e−i

σ
2

)
∈ SL(2,C). (30.1.19)

Una trasformazione lossodromica si ottiene componendo una trasformazione
ellittica e una trasformazione iperbolica, con gli stessi punti fissi. Un autore
eminente, Bernard Maskit (1988), afferma che una trasformazione non ellit-
tica con esattamente due punti fissi è lossodromica, e che queste includono
le trasformazioni iperboliche. Nella Fig. 30.1 localizziamo le varie famiglie
di trasformazioni lineari frazionarie nel piano dei j2 complessi.

Figura 30.1: Collocazione delle trasformazioni ellittiche, paraboliche,
iperboliche e lossodromiche.

30.2 Relazione col gruppo di Poincaré

Consideriamo due variabili complesse z e w, collegate alle coordinate dello
spaziotempo di Minkowski come segue (in questo paragrafo ci basiamo su
una idea originale di F. Alessio in Esposito e Alessio (2018)):

z = x0 + ix1, w = x2 + ix3. (30.2.1)

Agiamo ora su di esse mediante due trasformazioni paraboliche h e h′ aventi
parametri β e δ rispettivamente, ovvero

z′ = hP (z) = z + β, w′ = hP (w) = w + δ. (30.2.2)
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Pertanto, se poniamo

β = a0 + ia1, δ = a2 + ia3, (30.2.3)

troviamo che

z′ = x′
0

+ ix′
1

= z + β = x0 + ix1 + a0 + ia1, (30.2.4)

w′ = x′
2

+ ix′
3

= w + δ = x2 + ix3 + a2 + ia3, (30.2.5)

dalle quali segue che

x′
µ

= xµ + aµ, ∀µ = 0, 1, 2, 3. (30.2.6)

Pertanto, esiste un isomorfismo tra due copie del sottogruppo delle trasfor-
mazioni paraboliche e le traslazioni in quattro dimensioni. Questo risultato
si fonda sul familiare isomorfismo tra il piano complesso C e il piano euclideo
R2.

Volgiamo ora la nostra attenzione alle rotazioni e ai boost. Dai capitoli
10 e 11 sappiamo che una rotazione di angolo φ e un boost di rapidità χ
attorno ad un asse ~n possono essere effettuate mediante matrici di SL(2,C).
Per le rotazioni possiamo scrivere

U~n(φ) = e
i
2
~σ·~nφ = I cos

φ

2
+ i~σ · ~n sin

φ

2
, (30.2.7)

e per i boost abbiamo

H~n(χ) = e
1
2
~σ·~nχ = I cosh

χ

2
+ ~σ · ~n sinh

χ

2
. (30.2.8)

Dal calcolo delle tracce di tali matrici troviamo

jU = tr(U~n(φ)) = 2 cos
φ

2
=⇒ j2

U ≤ 4, (30.2.9)

jH = tr(H~n(χ)) = 2 cosh
χ

2
=⇒ j2

H ≥ 4. (30.2.10)

Si hanno pertanto le corrispondenze

Rotazioni ⇐⇒ Trasformazioni ellittiche.

Boost ⇐⇒ Trasformazioni iperboliche.
Il caso limite in cui, nelle (30.2.9) e (30.2.10), si ha eguaglianza, cor-

risponde alle trasformazioni paraboliche (φ = 2kπ, k ∈ Z, χ = 0).
Traendo le conclusioni, tutto il gruppo di Poincaré può essere espresso

mediante trasformazioni lineari frazionarie. Ecco perché Poincaré, che aveva
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creato la teoria delle funzioni fuchsiane, era anche lo scienziato più adatto
a studiare il gruppo che porta il suo nome. Le funzioni fuchsiane sono una
famiglia di funzioni automorfe, quelle per le quali

f(z) = f

(
(αz + β)

(γz + δ)

)
.

30.3 Natura delle trasformazioni di Möbius

Con riferimento alla (30.1.2), cambiamo notazione, sostituendo le prime quat-
tro lettere dell’alfabeto greco con le prime quattro dell’alfabeto italiano:
a, b, c, d. Notiamo poi che, nel caso speciale in cui c = 0, h(z) diventa

h(z) =
a
d∣∣a
d

∣∣ ∣∣∣ad ∣∣∣
(
z +

b

a

)
. (30.3.1)

Se invece c 6= 0, dalla condizione di appartenenza a SL(2,C) per la matrice
dei coefficienti, si trova che

b =
(ad− 1)

c
, (30.3.2)

e dunque

h(z) =
a
c
(cz + d)− 1

c

(cz + d)
=
a

c
− 1

c(cz + d)

=
a

c
− 1

c2

1(
z + d

c

) =
a

c
− 1

|c|2

(
|c|
c

)2
1(

z + d
c

) . (30.3.3)

Questa formula ci dice a vista che, nel caso con coefficienti tutti non nulli,
ogni trasformazione di Möbius si ottiene componendo le seguenti operazioni:

(i) Traslazione z −→ z + d
c
.

(ii) Inversione z + d
c
−→ 1

(z+ d
c )

.

(iii) Rotazione z −→ −
(
|c|
c

)2

z.

(iv) Omotetia z −→ 1
|c|2 z.

(v) Traslazione z −→ z + a
c
.

Notiamo anche che le trasformazioni di Möbius discendono da trasfor-
mazioni lineari in coordinate omogenee (cf. capitolo 2). Infatti, consideriamo
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la trasformazione lineare da coordinate complesse (z0, z1) a nuove coordinate
complesse (

z′0
z′1

)
=

(
a b
c d

)(
z0

z1

)
. (30.3.4)

Questa comporta che il rapporto z0
z1

si trasforma in

z′0
z′1

=
(az0 + bz1)

(cz0 + dz1)
=

(
a z0
z1

+ b
)

(
c z0
z1

+ d
) . (30.3.5)

Ma allora abbiamo ottenuto proprio una trasformazione di Möbius, in quanto
la (30.3.5) ci mostra che

z′ =

(
z0

z1

)′
=

(az + b)

(cz + d)
. (30.3.6)



346 CAPITOLO 30. CLASSIFICAZIONE DELLE MAPPE DI MÖBIUS



Capitolo 31

Teorema di Hodge sullo spazio
Ωp(M)

31.1 Operatori su Ωp(V )

In questo capitolo, seguendo la presentazione in Lusso (2011), dimostriamo
il teorema di decomposizione di Hodge sullo spazio delle p-forme su una
varietà di Riemann. Nel corso della dimostrazione, studieremo il teorema di
Hahn-Banach dimostrato invero in tanti testi, e per il quale abbiamo scelto
di basarci sul lavoro di Albanese e Lamboglia (2012).

Sia V uno spazio vettoriale orientato di dimensione n, munito di prodotto
scalare. La mappa ? di Hodge è una applicazione dallo spazio delle p-forme
nello spazio delle n− p forme (cf. paragrafo 17.5):

? : Ωp(V ) −→ Ωn−p(V ). (31.1.1)

Per ogni base ortonormale e1, ..., en di V , e per ogni riordinamento di una
data base ortonormale, si abbia

?(1) = ±e1 ∧ ... ∧ en, (31.1.2)

?(e1 ∧ ... ∧ en) = ±1, (31.1.3)

?(e1 ∧ ... ∧ ep) = ±ep+1 ∧ ... ∧ en. (31.1.4)

Se debba valere +1 o −1 in tali formule dipende dall’orientazione definita su
V . La duplice applicazione di ? fornisce

?? = (−1)p(n−p). (31.1.5)

Sullo spazio Ωp(V ) possiamo anche definire l’operatore δ di coderivata

δ : Ωp(V ) −→ Ωp−1(V ), (31.1.6)
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che dunque associa ad una p-forma una (p − 1)-forma. Esso è ottenibile da
? e dalla derivata esterna d tramite la relazione

δ ≡ (−1)n(p+1)+1 ? d ? . (31.1.7)

In particolare, δf = 0 se f è una 0-forma.

31.2 Laplaciano su varietà di Riemann

Il laplaciano fece la sua comparsa in matematica quando venne sviluppata
la teoria matematica delle superfici con gli associati parametri differenziali
(Esposito e Dell’Aglio 2019), e quando vennero studiate le equazioni ellittiche
per i problemi di elettrostatica. Qui invece siamo interessati alla teoria delle
forme differenziali su una varietà di Riemann (M, g) compatta, orientata
e di dimensione n. Allora il laplaciano, anche detto operatore di Laplace-
Beltrami, è per noi il seguente operatore lineare su Ωp(M):

4 ≡ (d+ δ)2 = dδ + δd. (31.2.1)

Tale operatore è simmetrico sullo spazio Ωp(M), e per dimostrarlo dobbiamo
introdurre altri concetti. Per prima cosa, date le p-forme α e β su Ωp(M), si
definisce il loro prodotto scalare

〈α, β〉 ≡
∫
M

α ∧ ?β, (31.2.2)

da cui segue, in particolare, la norma di una p-forma:

‖α‖ ≡
√
〈α, α〉. (31.2.3)

Si può poi definire un prodotto scalare sulla somma diretta ⊕np=0Ωp(M),
imponendo la ortogonalità di tali spazi.

Teorema 31.1. La coderivata δ è l’aggiunto della derivata esterna d sulla
somma diretta degli spazi Ωp(M), ovvero

〈dα, β〉 = 〈α, δβ〉. (31.2.4)

Dimostrazione. Essendo gli spazi Ωp(M) lineari e ortogonali, basta con-
siderare il caso in cui α ∈ Ωp−1(M), β ∈ Ωp(M). Consideriamo allora
l’identità

d(α ∧ ?β) = (dα) ∧ ?β + (−1)p−1α ∧ d ? β
= dα ∧ ?β − α ∧ ?δβ. (31.2.5)
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Pertanto, se ora integriamo su M ambo i membri della (31.2.5), troviamo∫
M

d(α ∧ ?β) = 〈dα, β〉 − 〈α, δβ〉. (31.2.6)

D’altronde, il membro di sinistra della (31.2.6) si annulla, poiché, come corol-
lario del teorema di Stokes, discende che, se ω è una (n−1)-forma a supporto
compatto sulla varietà orientata M a n dimensioni, allora l’integrale di dω
su M si annulla. Dunque dalla (31.2.6) discende la (31.2.4).

Q.E.D.

Teorema 31.2. Il laplaciano è un operatore simmetrico su Ωp(M).

Dimostrazione. Osserviamo che, usando la (31.2.4), valgono le identità

〈4α, β〉 = 〈dδα, β〉+ 〈δdα, β〉 = 〈δα, δβ〉+ 〈dα, dβ〉, (31.2.7)

〈α,4β〉 = 〈α, dδβ〉+ 〈α, δdβ〉 = 〈δα, δβ〉+ 〈dα, dβ〉. (31.2.8)

Dalle (31.2.7) e (31.2.8) segue l’asserto:

〈4α, β〉 = 〈α,4β〉. (31.2.9)

Q.E.D.

Teorema 31.3. La forma α è armonica se e solo se è chiusa e cochiusa.

Dimostrazione. Se dα = 0 e δα = 0, allora dalla (31.2.1) segue che 4α =
0 + 0 = 0. Viceversa, poiché

〈4α, α〉 = 〈dδα, α〉+ 〈δdα, α〉 = 〈δα, δα〉+ 〈dα, dα〉, (31.2.10)

ne segue che l’annullarsi di 4α obbliga δα e dα ad annullarsi entrambe.
Q.E.D.

Pertanto, in particolare, le funzioni armoniche su una varietà riemanniana
compatta, connessa, orientata sono le funzioni costanti.

31.3 Soluzioni deboli associate al laplaciano

Sia ω una soluzione ordinaria dell’equazione

4ω = α. (31.3.1)

Allora, per ogni φ ∈ Ωp(M), possiamo prendere il prodotto scalare di ambo
i membri della (31.3.1) con φ e indi, detto 4† l’aggiunto del laplaciano,
osservare che

〈ω,4†φ〉 = 〈4ω, φ〉 = 〈α, φ〉 (31.3.2)
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per ogni φ ∈ Ωp(M). Possiamo dunque riguardare una qualunque soluzione
della (31.3.1) come un funzionale lineare definito su Ωp(M), poiché ω definisce
un funzionale limitato e lineare l su Ωp(M) attraverso la relazione

l(β) = 〈ω, β〉, ∀β ∈ Ωp(M), (31.3.3)

la quale implica a sua volta che, ∀φ ∈ Ωp(M),

l(4†φ) = 〈ω,4†φ〉 = 〈4ω, φ〉 = 〈α, φ〉. (31.3.4)

La l è la soluzione debole della (31.3.1), ovvero un funzionale lineare limitato

l : Ωp(M) −→ R, (31.3.5)

tale che
l(4†φ) = 〈α, φ〉, ∀φ ∈ Ωp(M). (31.3.6)

Ovvero, per ogni ω ∈ Ωp(M) che è soluzione ordinaria della (31.3.1), si ha
una soluzione debole l secondo la (31.3.6). Vale inoltre il viceversa, ovvero
il Teorema di regolarità secondo il quale, data α ∈ Ωp(M), e detta l una
soluzione debole della (31.3.1), esiste allora una p-forma ω ∈ Ωp(M) tale che

l(β) = 〈ω, β〉, ∀β ∈ Ωp(M), (31.3.7)

e dunque ω è una soluzione ordinaria della (31.3.1).

31.4 Due lemmi sulle forme lisce

A breve faremo anche uso (senza dimostrarlo) di un importante Lemma sec-
ondo il quale, se {αn}n∈N è una successione di p-forme di classe C∞ su M
tali che, per una certa costante c > 0, valgono le maggiorazioni

‖αn‖ ≤ c, ‖4αn‖ ≤ c, (31.4.1)

allora tale successione ammette una sottosuccessione di Cauchy in Ωp(M).
D’ora in poi denoteremo con Hp(M) lo spazio delle p-forme armoniche su

M :
Hp(M) ≡ {ω ∈ Ωp(M) : 4ω = 0} = Ker(4). (31.4.2)

Conveniamo inoltre di indicare con (Hp)⊥ il sottospazio di Ωp(M) di tutti gli
elementi ortogonali a Hp(M), ovvero

(Hp)⊥ ≡ {χ ∈ Ωp(M) : 〈χ, ψ〉 = 0, ∀ψ ∈ Hp(M)} . (31.4.3)

Un importante Lemma garantisce che, ∀β ∈ (Hp)⊥, vale la maggiorazione

‖β‖ ≤ c ‖4β‖ . (31.4.4)
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31.5 Il teorema di decomposizione di Hodge

Teorema 31.4. Per ogni p = 0, 1, ..., n, lo spazio Hp(M) ha dimensione
finita, e lo spazio Ωp(M) ammette la seguente decomposizione in somma
diretta:

Ωp(M) = 4(Ωp)⊕Hp(M) = dδ(Ωp)⊕ δd(Ωp)⊕Hp(M)

= d(Ωp−1)⊕ δ(Ωp+1)⊕Hp(M). (31.5.1)

Da questo segue che la (31.3.1) ammette soluzione ω ∈ Ωp(M) se e solo se la
p-forma α è ortogonale allo spazio delle p-forme armoniche.

Dimostrazione. Cominciamo con la prima asserzione, e supponiamo per
assurdo che lo spazio delle p-forme armoniche abbia dimensione infinita.
Si potrebbe allora trovare una successione ortonormale infinita di elemen-
ti di Hp, ma in virtù del primo Lemma del paragrafo 31.4 tale successione
deve ammettere una sottosuccessione di Cauchy, il che entra in conflitto con
l’ortogonalità. Pertanto dim(Hp) <∞.

Per quel che concerne la somma diretta (31.5.1), ci basta dimostrare che

Ωp(M) = 4Ωp ⊕Hp, (31.5.2)

dopo di che si usa la definizione (31.2.1) del laplaciano. Orbene, detta
{ω1, ..., ωl} una base ortonormale di Hp, ogni α ∈ Ωp(M) si può scrivere
nella forma

α = β +
l∑

i=1

〈α, ωi〉ωi, β ∈ (Hp)⊥. (31.5.3)

Dunque, a questo stadio sappiamo che

Ωp(M) = (Hp)⊥ ⊕Hp(M), (31.5.4)

e per dimostrare il teorema di Hodge dobbiamo dimostrare che il comple-
mento ortogonale di Hp(M) coincide con l’immagine di Ωp(M) tramite il
laplaciano, ovvero

(Hp)⊥ = 4Ωp. (31.5.5)

A tal fine, andiamo a dimostrare che tali insiemi sono inclusi propriamente
l’uno nell’altro, da cui segue la (31.5.5).

Teorema 31.5. Vale l’inclusione

4(Ωp) ⊂ (Hp)⊥. (31.5.6)
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Dimostrazione. Date le p-forme ω ∈ Ωp(M), α ∈ Hp(M), si ha

〈4ω, α〉 = 〈ω,4α〉 = 〈ω, 0〉 = 0. (31.5.7)

Dunque la (31.5.6) è verificata.
Q.E.D.

Teorema 31.6. Lo spazio (Hp)⊥ è incluso nell’immagine di Ωp(M) tramite
il laplaciano:

(Hp)⊥ ⊂ 4(Ωp). (31.5.8)

Dimostrazione. Fissiamo una forma χ ∈ (Hp)⊥, e sia l un operatore lineare
su 4(Ωp), tale che

l(4φ) = 〈χ, φ〉, ∀φ ∈ Ωp(M). (31.5.9)

Poiché il laplaciano è un operatore lineare, se φ1 e φ2 sono p-forme tali che

4φ1 = 4φ2, (31.5.10)

ne segue
0 = 4φ1 −4φ2 = 4(φ1 − φ2), (31.5.11)

e dunque φ1 − φ2 ∈ Hp(M), da cui a sua volta

〈χ, φ1 − φ2〉 = 0. (31.5.12)

Notiamo ora che l è un funzionale lineare limitato su 4(Ωp). Infatti, data
φ ∈ Ωp(M), e detta H la proiezione di Ωp(M) su Hp(M), si può definire

ψ ≡ φ−H(φ), (31.5.13)

e tale che
‖ψ‖ ≤ c ‖4ψ‖ . (31.5.14)

Pertanto si trova che

|l(4φ)| = |l(4φ−4H(φ))| = |l(4ψ)| = |〈χ, ψ〉|
≤ ‖χ‖ ‖ψ‖ ≤ c ‖χ‖ ‖4ψ‖ = c ‖χ‖ ‖4φ‖ . (31.5.15)

Adesso torna utile invocare un teorema che poi dimostreremo nel paragrafo
successivo.

Teorema 31.7 (Hahn-Banach). Se M è il sottospazio di uno spazio vet-
toriale normato X, e se f è un funzionale lineare limitato su M , tale f può
essere esteso ad un funzionale lineare limitato F su X, tale che ‖f‖ = ‖F‖.
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Nella nostra analisi, il teorema di Hahn-Banach implica che l si estende
ad un funzionale lineare limitato su Ωp(M), e dunque l è soluzione debole
dell’equazione (31.3.1). Ma allora il teorema di regolarità enunciato dopo la
(31.3.6) implica che esiste ω ∈ Ωp(M) tale che valga la (31.3.1), e dunque
vale l’inclusione (31.5.8). Dalle inclusioni (31.5.6) e (31.5.8) segue la (31.5.5),
e l’asserto è dimostrato.

Q.E.D.

31.6 Dimostrazione del teorema di Hahn-Ba-

nach

Dato lo spazio vettoriale (normato) V , l’applicazione

ψ : V −→ R

è un funzionale lineare se

ψ(x+ y) = ψ(x) + ψ(y), ψ(αx) = αψ(x), (31.6.1)

∀x, y ∈ V , ∀α ∈ R. La ψ deve dunque essere una applicazione additiva e omo-
genea. Si possono riassumere le (31.6.1) in un’unica equazione richiedendo
che, ∀x, y ∈ V e ∀α, β ∈ R, si abbia

ψ(αx+ βy) = αψ(x) + βψ(y).

Se M è un sottospazio dello spazio vettoriale normato X, consideriamo
le applicazioni

f : M −→ R, F : X −→ R,

e definiamo le norme

‖f‖ ≡ sup

{
|f(x)|
‖x‖

: x ∈M − {0}
}
, (31.6.2)

‖F‖ ≡ sup

{
|F (x)|
‖x‖

: x ∈ X − {0}
}
. (31.6.3)

Possiamo ora dimostrare il Teorema 31.7 di Hahn-Banach. A tal fine, co-
minciamo con l’osservare che, se f avesse norma nulla, l’estensione cercata
sarebbe banale, ovvero F = 0. Se invece la norma (31.6.2) fosse non nul-
la, possiamo supporre che ‖f‖ = 1. Preso ora un punto x0 di X che non
appartiene a M , consideriamo lo spazio vettoriale

M1 ≡ {x+ λx0 : x ∈M, λ ∈ R} . (31.6.4)
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Sia inoltre
f1(x+ λx0) ≡ f(x) + λα, α ∈ R. (31.6.5)

Tale f1 è un funzionale lineare sullo spazio vettoriale M1 che estende f , e per
esso definiamo la norma

‖f1‖ ≡ sup

{
|f1(x)|
‖x‖

: x ∈M1

}
. (31.6.6)

Da un lato, possiamo affermare che tale norma di f1 è ≥ 1, poiché il supf
in M eguaglia 1.

D’altro canto, possiamo dimostrare che la norma di f1 è ≤ 1, ovvero che

|f(x) + λα| ≤ ‖x+ λx0‖ , ∀x ∈M, ∀λ ∈ R. (31.6.7)

Sostituendo x con −λx e dividendo ambo i membri della (31.6.7) per |λ|, si
ottiene

|f(x)− α| ≤ ‖x− x0‖ , ∀x ∈ R. (31.6.8)

Definiamo ora

Ax ≡ f(x)− ‖x− x0‖ , Bx ≡ f(x) + ‖x+ x0‖ . (31.6.9)

Per costruzione, Ax ≤ α ≤ Bx. Affinché un α siffatto esista, gli intervalli
[Ax, Bx] devono avere almeno un punto in comune, ovvero se e soltanto se

Ax ≤ By, ∀x, y ∈M. (31.6.10)

Osserviamo ora che, in virtù della linearità di f e del fatto che f ha norma
1, si ha

f(x)− f(y) = f(x− y) ≤ ‖x− y‖ ≤ ‖x− x0‖+ ‖y − x0‖ , (31.6.11)

da cui segue che

Ax ≡ f(x)− ‖x− x0‖ ≤ f(y) + ‖y − x0‖ = By. (31.6.12)

Abbiamo dunque dimostrato che esiste una estensione di f al sottospazio M1

che conserva la norma. Sia ora

P ≡ {(M ′, f ′) : M ⊂M ′ ⊂ X,

f ′ ≡ estensione lineare reale di f a M ′} . (31.6.13)

Sull’insieme P si può definire un ordinamento parziale stabilendo che

(M ′, f ′) ≤ (M ′′, f ′′) (31.6.14)
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se
M ′ ⊂M ′′, f ′′(x) = f ′(x) ∀x ∈M ′. (31.6.15)

Tale definizione verifica invero le proprietà riflessiva, antisimmetrica e transi-
tiva. Inoltre l’insieme P non è vuoto, poiché contiene (M1, f1). Possiamo ora
invocare il principio di massimalità di Hausdorff, in base al quale ogni in-
sieme parzialmente ordinato e non vuoto contiene un sottoinsieme massimale
totalmente ordinato. Pertanto esiste una sottofamiglia Ω di P totalmente
ordinata, e possiamo definire l’insieme

Φ ≡ {M ′ : (M ′, f ′) ∈ Ω} . (31.6.16)

L’insieme Φ è totalmente ordinato per inclusione, e quindi l’insieme

M̃ ≡
⋃
i

Φi, Φi ∈ Φ, (31.6.17)

che è l’insieme massimale, è un sottospazio di X. Per costruzione,

x ∈ M̃ =⇒ ∃M ′ ∈ Φ : x ∈M ′. (31.6.18)

Definiamo ora
F (x) ≡ f ′(x), (31.6.19)

dove f ′ è l’estensione lineare che compare nella coppia (M ′, f ′) ∈ Ω. La
costruzione degli M ′ fa s̀ı che la definizione di F non dipenda dalla particolare
f ′ che si sceglie, purché M ′ contenga x. La F ora definita è un funzionale
lineare di norma 1. Se M̃ è un sottospazio proprio di X, con lo stesso
procedimento usato all’inizio si potrebbe costruire un’ulteriore estensione di
F , e questo violerebbe la massimalità di Ω. Quindi

M̃ = X, (31.6.20)

il che completa la dimostrazione nel caso reale.
Q.E.D.
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Capitolo 32

Teorie di campo di tipo I, II e
III

32.1 Tabella riassuntiva dei capitoli 18, 19 e

20

Il contenuto dei capitoli 18, 19 e 20 può essere riassunto come qui riportato
in tabella:

Concetti Matematici Concetti Fisici
Fibrato principale (P,M, π,G) Spazio dei campi di gauge

π−1(x), fibra su x Orbita
Gruppo G di struttura Gruppo di gauge

Scelta di una sezione si : Ui −→ π−1(Ui) Scelta di una gauge
Cambio di sezione Trasformazione di gauge

Pullback sulla base di una 1-forma di connessione Potenziale di gauge
Pullback sulla base di una 2-forma di curvatura Tensore di campo

Trivializzazione Coordinate adattate alla fibra

32.2 Spazio delle storie e notazione concisa

Siamo ora interessati allo spazio Φ a infinite dimensioni di tutte le configu-
razioni di campo ϕi sullo spaziotempo. I campi in esame potrebbero essere
campi scalari reali o complessi, il potenziale elettromagnetico, il potenziale
di Yang-Mills, la metrica. La controparte delle coordinate locali di una va-
rietà differenziabile sono qui i valori assunti da tali campi in un punto dello

357
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spaziotempo. In tale ambito, il funzionale d’azione S è una applicazione

S : Φ −→ R, (32.2.1)

e le equazioni di Eulero-Lagrange, usualmente scritte nella forma

δS

δϕi
= 0, (32.2.2)

vengono riespresse nella forma più concisa

S,i = 0. (32.2.3)

Gli indici latini di campo contengono informazione sul punto dello spaziotem-
po dove si effettuano le operazioni di interesse. La scrittura δj

′

i va intesa allora
nella forma

δj
′

i = δji δ(x, x
′), (32.2.4)

e gli indici ripetuti vanno intesi come l’effetto congiunto di somma su indici
ripetuti e integrazione. In ambito fisico, questa notazione è dovuta a DeWitt
(2003, 2005), ma in ambito matematico c’era già stato importante lavoro sul
calcolo differenziale assoluto negli spazi funzionali continui (Conforto 1933).

32.3 Invarianza di gauge dell’azione

Con la notazione di DeWitt, le trasformazioni di gauge infinitesime si scrivono
nella forma

δϕi = Qi
αδξ

α =

∫
Qi

α(x, x′)δξα(x′)dx′, (32.3.1)

ove i Qi
α prendono il nome di generatori delle trasformazioni di gauge in-

finitesime. L’invarianza di gauge dell’azione si scrive richiedendo che

δS = S,iδϕ
i = S,iQ

i
αδξ

α = 0

=⇒ S,iQ
i
α = 0 =⇒ S,ijQ

i
α + S,iQ

i
α,j = 0. (32.3.2)

Comincia a esser chiaro che la notazione di DeWitt non aumenta il rigore
della trattazione, ma, essendo concisa, permette di individuare più facilmente
il legame tra equazioni di campo apparentemente molto diverse, come pure
le proprietà di maggiore interesse fisico.

Le Qi
α possono essere riguardate come le componenti di un campo vetto-

riale Qα sullo spazio delle storie, ovvero

Qα ≡ Qi
α

δ

δϕi
, (32.3.3)
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ove gli indici greci dalla parte iniziale dell’alfabeto hanno natura gruppale.
L’invarianza di gauge dell’azione espressa nella (32.3.2) si riesprime dunque
nella forma

QαS = 0. (32.3.4)

Diciamo dunque che il funzionale d’azione di una teoria di campo è gauge
invariante se esistono dei campi vettoriali sullo spazio delle storie che lo
lasciano invariato.

Notiamo anche che, sul mass shell o sottospazio dinamico ove valgono le
equazioni di Eulero-Lagrange (32.2.3), la forma finale delle (32.3.2) si riduce
a

S,ijQ
i
α = 0, (32.3.5)

ovvero nelle teorie di gauge l’operatore di derivata funzionale seconda del-
l’azione non è invertibile, poiché ammette autovettori non nulli appartenenti
all’autovalore nullo.

32.4 Trasformazioni di gauge per l’elettrodi-

namica

Può essere istruttivo vedere all’opera un primo esempio di cosa diventano le
formule di DeWitt in un caso molto noto. Invero, le trasformazioni di gauge
per il potenziale elettromagnetico si possono scrivere nella forma

εAµ = Aµ + ∂µε = Aµ +

∫
−δ,µ(x, x′)ε(x′)dx′. (32.4.1)

Dunque, per la teoria di Maxwell, i generatori Qi
α della notazione di DeWitt

si riducono a
Qµ(x, x′) = −δ,µ(x, x′), (32.4.2)

ove nella (32.4.1) si è fatto uso del modo in cui vanno intese le derivate di
distribuzioni, riottenibile del resto dalla identità

(δ(x, x′)ε),µ = δ,µε+ δε,µ. (32.4.3)

32.5 Proprietà dei campi Qα

Per i campi vettoriali Qα valgono le seguenti proprietà:

(i) I campi Qα sono linearmente indipendenti:

Qαξ
α = 0 =⇒ ξα = 0 ∀α. (32.5.1)
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(ii) Le parentesi di Lie dei campi Qα soddisfano la relazione

[Qα, Qβ] = Cγ
αβQγ + S,iT

i
αβ. (32.5.2)

Le teorie di tipo I, tra le quali ricadono anche l’elettrodinamica, le teorie di
Yang-Mills e la relatività generale, sono quelle in cui

Cγ
αβ,i = 0, T iαβ = 0. (32.5.3)

Si dice allora che le Cγ
αβ sono delle costanti di struttura, avendo esse derivate

funzionali nulle rispetto ai campi, e che l’algebra delle parentesi di Lie dei
campi è chiusa poiché non contiene il termine inomogeneo. Si noti che le
costanti di struttura possono dipendere dalle coordinate spaziotemporali.

Le teorie di tipo II sono quelle per le quali

Cγ
αβ,i 6= 0, T iαβ = 0, (32.5.4)

ovvero le Cγ
αβ non sono costanti, ma il termine inomogeneo è ancora nullo.

Alfine, nelle teorie di tipo III si ha

Cγ
αβ,i 6= 0, T iαβ 6= 0, (32.5.5)

ovvero per esse le Cγ
αβ non sono costanti di struttura, e il termine inomogeneo

non si annulla.

(3) Le componenti Qi
α dei campi Qα dipendono linearmente dalle variabili

di campo ϕi, da cui
Qi

α,jk = 0. (32.5.6)

(4) Le Qi
α sono una somma di termini del tipo δ(x, x′) e/o le loro derivate

prime, moltiplicati per funzioni locali delle ϕi e delle loro derivate prime.
Con riferimento alle sole teorie di tipo I, studiamo ora la forma esplicita

della parentesi di Lie dei campi Qα:

[Qα, Qβ] = Cγ
αβQγ

=⇒ Qi
α

δ

δϕi

(
Qj

β

δ

δϕj

)
−Qi

β

δ

δϕi

(
Qj

α

δ

δϕj

)
=
(
Qi

αQ
j
β,i −Q

i
βQ

j
α,i

) δ

δϕj

+
(
Qi

αQ
j
β −Q

i
βQ

j
α

) δ2

δϕiδϕj

= Cγ
αβQ

j
γ

δ

δϕj
. (32.5.7)
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Poiché questa equazione deve valere identicamente, il coefficiente delle derivate
funzionali seconde deve annullarsi, ovvero

Qi
αQ

j
β −Q

i
βQ

j
α = 0 =⇒ Qi

[α Q
j
β] = 0. (32.5.8)

Inoltre, dovendo essere eguali i coefficienti delle derivate funzionali prime
nella (32.5.7), si ottiene

Qi
α Q

j
β,i −Q

i
β Q

j
α,i = Cγ

αβ Q
j
γ. (32.5.9)

Agiamo ora con Qk
γ

δ
δϕk

su ambo i membri della (32.5.9). I termini che

coinvolgono solo le Qi
α e le loro derivate prime conducono a

Qi
α,j Q

j
β,k Q

k
γ −Qi

β,j Q
j
α,k Q

k
γ

−Qi
γ,k Q

k
δ C

δ
αβ = Qi

λ C
λ
δγ C

δ
αβ. (32.5.10)

Prendendo permutazioni cicliche e sommando le tre equazioni risultanti, si
trova

Qi
λ

[
Cλ
δγ C

δ
αβ + Cλ

δα C
δ
βγ + Cλ

δβ C
δ
γα

]
= 0. (32.5.11)

Dovendo tale equazione valere identicamente, essa equivale ad annullare la
somma dei termini C C in parentesi quadra. Inoltre, sommando i termini
con le derivate seconde, si trova una somma Σ di tre termini:

Σ = Qi
α,jk

(
Qj

β Q
k
γ −Qj

γ Q
k
β

)
+Qi

β,jk

(
Qj

γ Q
k
α −Qj

α Q
k
γ

)
+Qi

γ,jk

(
Qj

α Q
k
β −Q

j
β Q

k
α

)
. (32.5.12)

Ad esempio, facendo uso, tra l’altro, della (32.5.8), si trova per la prima riga
della (32.5.12) che

Qi
α,jk

(
Qj

β Q
k
γ −Qj

γ Q
k
β

)
= Qi

α,jk Q
j
β Q

k
γ −Qi

α,kj Q
k
γ Q

j
β

= Qi
α,jk Q

j
β Q

k
γ −Qi

α,kj Q
k
β Q

j
γ

= Qi
α,jk Q

j
β Q

k
γ −Qi

α,jk Q
j
β Q

k
γ = 0, (32.5.13)

e analogamente per gli altri due termini. In tutte le teorie di campo note si
può sempre assumere che

Qi
α,jk = 0.
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32.6 Esempi di costanti di struttura

Per le teorie di Yang-Mills, la formulazione alla DeWitt conduce alle costanti
di struttura nella forma (DeWitt 2003, 2005)

Cγ′′

αβ′ = fγαβδ(x
′′, x) δ(x′′, x′), (32.6.1)

ove le fγαβ sono le familiari costanti di struttura della fibra tipica del fibrato
principale di Yang-Mills. Dette qui Gα le matrici di base per l’algebra di Lie
di Yang-Mills, si ha

[Gα, Gβ] =
∑
γ

fγαβGγ. (32.6.2)

Per la gravitazione, il calcolo fornisce (Niardi 2021)

Cσ′′

µν′ = δσµδ,τ ′′(x
′′, x)δτνδ(x

′′, x′)− δσν δ,τ ′′(x′′, x′)δτµδ(x′′, x). (32.6.3)

32.7 Trasformazioni e gruppo di gauge per

Yang-Mills

Sono di interesse fisico tre concetti di trasformazione di gauge e due concetti
di gruppo di gauge, come segue (DeWitt 2003, 2005).

(i) Trasformazioni di gauge finite.

Consideriamo la 1-forma di componenti

Aµ =
∑
α

GαA
α
µ. (32.7.1)

Per tali componenti, le trasformazioni di gauge finite sono

DAµ = −D,µD
−1 +DAµD

−1. (32.7.2)

(ii) Le trasformazioni di gauge piccole sono quelle per le quali, nella (32.7.2),
la matrice D si ottiene come

D(x) = exp

(∑
α

Gαξ
α(x)

)
, (32.7.3)

ove le ξα sono funzioni finite sullo spaziotempo che si annullano all’infinito.
Pertanto D(x) tende alla matrice identica Il all’infinito, ovvero la matrice
identica in l dimensioni.
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(iii) Le trasformazioni di gauge grandi hanno una matrice D(x) che tende a
±Il all’infinito.

(iv) Il gruppo di gauge proprio è il gruppo di Lie a dimensione infinita con
costanti di struttura Cγ

αβ tali che valga la parentesi di Lie (32.5.2) assieme
alle condizioni (32.5.3), con matrici rappresentative come nella (32.7.3).

(v) Il gruppo di gauge completo si ottiene aggiungendo al gruppo di gauge
proprio tutte le trasformazioni indipendenti dalle variabili di campo, che
lasciano invariato il funzionale d’azione e non originano da simmetrie globali.

In altri termini, possiamo dire che il gruppo di gauge proprio consiste
delle trasformazioni da Φ in Φ che si ottengono esponenziando le trasfor-
mazioni infinitesime (32.3.1). Il gruppo di gauge proprio agisce su Φ, e i suoi
elementi sono detti trasformazioni di gauge. Il gruppo di gauge completo è
l’unione disgiunta del gruppo di gauge proprio e delle trasformazioni che non
dipendono dai campi e lasciano l’azione S invariata e non traggono origine da
simmetrie globali. Le trasformazioni di gauge piccole appartengono al grup-
po di gauge proprio. Le trasformazioni di gauge grandi sono quei particolari
elementi del gruppo di gauge completo che non appartengono al gruppo di
gauge proprio.

Il gruppo di Lie G̃, con costanti di struttura fγαβ tali che, per gli elementi
di base della sua algebra di Lie, valga la (32.6.2), non va confuso col gruppo
di Lie a dimensione infinita che DeWitt chiama gruppo di gauge proprio.

32.8 Struttura dello spazio delle storie

Per teorie di tipo I valgono sia la (32.5.2) che la (32.5.3), e dunque la parentesi
di Lie dei campi che lasciano invariata l’azione assume la forma

[Qα, Qβ] = Cγ
αβQγ. (32.8.1)

Pertanto il gruppo di gauge decompone Φ in sottospazi, detti orbite, ai quali
i campi vettoriali Qα sono tangenti. Dall’indipendenza lineare dei Qα (vedasi
(32.5.1)) inferiamo che ogni orbita è una copia del gruppo di gauge.

Se il gruppo di gauge ha componenti disconnesse, allora anche Φ possiede
componenti disconnesse. Lo spazio di base è la varietà i cui punti sono le or-
bite, ovvero è lo spazio delle orbite. La fisica di interesse si svolge nello spazio
delle orbite. Potrebbero tuttavia esistere degli osservabili fisici, dunque in-
varianti sotto trasformazioni di gauge piccole, che non restano invarianti sotto
trasformazioni di gauge grandi.

A costo di lievi ripetizioni, possiamo anche dire che, detto G il gruppo
di gauge proprio, lo spazio quoziente Φ/G è lo spazio di base del fibrato
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Figura 32.1: Illustrazione dell’orbita di gauge contenente Aµ e indicante
l’effetto di agire su Aµ mediante la trasformazione di gauge.

principale
Φ −→ Φ/G.

32.9 Metrica naturale sullo spazio delle storie

Poiché il gruppo di gauge proprio è un gruppo di Lie possiamo dire che esso,
come varietà differenziabile, ammette una metrica invariante Γ riemanniana
o pseudoriemanniana. Tale metrica può essere estesa in una infinità di modi
ad una metrica γ gauge invariante su Φ. Se si richiede che γ sia una δ(x, x′)
moltiplicata per un coefficiente che non coinvolge le derivate spaziotemporali
dei campi, essa diventa unica per Yang-Mills, e appartiene ad una famiglia ad
un parametro per la gravitazione, come ora andiamo a vedere. L’invarianza
di gauge di γ significa che i campi vettoriali Qα sono campi di Killing per γ,
ovvero

LQαγ = 0. (32.9.1)

L’elemento di linea al quadrato per una teoria di Yang-Mills si scrive nella
forma

ds2 =

∫
dnx

∫
dnx′γµ ν′

αβ′ dA
α
µdA

β′

ν′ , (32.9.2)

ove, una volta introdotta la metrica di Cartan

hαβ = −
∑
γ,ρ

fγαρf
ρ
γβ, (32.9.3)

le componenti della metrica gauge invariante sono (per semplicità di nota-
zione, non usiamo qui g−1 per la forma controvariante della metrica spazio-
temporale)

γµ ν′

αβ′ =
√
ghαβg

µνδ(x, x′). (32.9.4)
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La metrica (32.9.4) per Yang-Mills, essendo indipendente dalle componenti
della 1-forma di connessione e globalmente valida, munisce lo spazio Φ delle
storie della struttura di geometria riemanniana piatta in tutti i punti.

Per la gravitazione, l’elemento di linea al quadrato sullo spazio i cui
elementi sono metriche per lo spaziotempo assume la forma

ds2 =

∫
dnx

∫
dnx′γµνσ

′τ ′dgµνdgσ′τ ′ , (32.9.5)

ove stavolta le componenti della metrica γ sono

γµνσ
′τ ′ =

1

2

√
g
(
gµσgµτ + gµτgνσ + Lgµνgστ

)
δ(x, x′). (32.9.6)

Detto Gµνστ il termine in parentesi tonda nella (32.9.6), l’inversa di γ si
calcola imponendo, per G, la condizione∑

ν,ρ

GλµνρG
νρστ =

1

2

(
δσλδ

τ
µ + δτλδ

σ
µ

)
. (32.9.7)

Se n è la dimensione dello spaziotempo, la (32.9.7) viene soddisfatta dagli
infiniti valori di L tali che

L 6= − 2

n
. (32.9.8)

L’elemento di linea al quadrato (32.9.5) per la teoria di Einstein munisce lo
spazio Φ delle storie della struttura di geometria curva, e ci sono singolarità
di curvatura. Inoltre, non tutte le coppie di punti sullo spazio delle storie
possono essere collegate da geodetiche, quale che sia il valore scelto per il
parametro L (DeWitt 2005).

32.10 Connessione naturale sullo spazio delle

storie

Un vettore V in ϕ ∈ Φ è orizzontale in Φ se è perpendicolare, sotto l’azione
della metrica gauge invariante γ, alla fibra passante per ϕ. Dunque V è
perpendicolare ai campi Qα in ϕ, e scriviamo

γ(V,Q) = 0 =⇒ γijV
iQj

α = 0. (32.10.1)

Dalla (32.9.1) sappiamo che i campi vettoriali Qα sono campi di Killing sullo
spazio delle storie, e al contempo essi sono campi verticali perché generano
le fibre.
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Definiamo ora l’operatore differenziale

Fαβ ≡ −Qi
αγijQ

j
β. (32.10.2)

Questo è un operatore differenziale formalmente autoaggiunto del secondo
ordine. L’indipendenza lineare dei campi Qα implica che Fαβ è non singolare
in tutti i punti di Φ, eccettuati i punti ove si hanno singolarità di curvatura.
In tutti i punti in cui Fαβ è invertibile, si può considerare la sua funzione di
Green Gαβ:

FαβGβγ = −δ γα . (32.10.3)

Si può ora introdurre un nuovo ingrediente della costruzione teorica, ovvero
(DeWitt 2005)

ωαi ≡ γijQ
j
βG

βα. (32.10.4)

Questa ωαi è non locale, ed è un membro della famiglia di forme di connessione
naturali su Φ. Essa prende valori nell’algebra di Lie del gruppo di gauge.

Notiamo che

Qi
αω

β
i = Qi

αγijQ
j
γG

γβ = −FαγGγβ = δ βα . (32.10.5)

Possiamo ora definire un operatore di proiezione orizzontale:

Πi
j ≡ δij −Qi

αω
α
j. (32.10.6)

Tale proiettore annichila da destra le componenti della forma di connessione
non locale, e da sinistra le componenti dei campi di Killing per γ che generano
le fibre. Infatti

ωαiΠ
i
j = ωαi

(
δij −Qi

βω
β
j

)
= ωαj − ωαiQi

βω
β
j = ωαj − δαβω

β
j

= ωαj − ωαj = 0, (32.10.7)

Πi
jQ

j
α =
(
δij −Qi

βω
β
j

)
Qj

α

= Qi
α −Qi

βω
β
jQ

j
α = Qi

α −Qi
βδ

β
α

= Qi
α −Qi

α = 0. (32.10.8)

Un vettore orizzontale si può ottenere da un qualsivoglia vettore mediante
applicazione dell’operatore di proiezione orizzontale.

Sarebbe desiderabile esprimere il presente capitolo allo stesso livello di
rigore dei capitoli 18, 19 e 20. Comunque, il materiale del capitolo 29 e del
presente capitolo spinge l’autore a ritenere che lo studio dei gruppi di Lie a
dimensione infinita e dello spazio delle storie possono condurre a una visione
profonda dei campi fisici fondamentali. Ulteriori osservazioni sono presentate
nel paragrafo 34.1.



Capitolo 33

Esercizi con calcoli originali

33.1 Reazione radiativa classica

L’elettrodinamica classica, oltre a non bastare per descrivere adeguatamente
le interazioni tra radiazione e materia, sembra condurre a equazioni del mo-
to inconsistenti per cariche accelerate che irraggiano. Questo è un sistema
dinamico sul quale l’autore e lo studente Paolo Di Meo hanno sviluppato il
calcolo originale che ora presentiamo.

In elettrodinamica classica, la potenza istantanea totale P (t) irraggiata
da una carica q che possiede una accelerazione ~a vale, se la sua velocità è
piccola rispetto a quella della luce,

P (t) =
2

3

q2

c3
~a · ~a. (33.1.1)

Seguendo Jackson (2001) facciamo ora l’ipotesi, per rispettare il principio
di conservazione dell’energia, che il lavoro eseguito dalla forza di reazione
radiativa nell’intervallo temporale fra t1 e t2 sia eguale all’opposto dell’energia
irraggiata in tale intervallo. Osserviamo ora che, dalla regola di Leibniz per
derivazioni, si ha

d

dt
(~a · ~v) =

d~a

dt
· ~v + ~a · ~a. (33.1.2)

Pertanto, nella formula per la potenza P (t), possiamo riesprimere

~a · ~a =
d

dt
(~a · ~v)− d~a

dt
· ~v. (33.1.3)

367
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Da questa relazione, perveniamo alla ben nota formula per il lavoro svolto
dalla forza di reazione di radiazione:∫ t2

t1

~Frad · ~v dt = −2

3

q2

c3

∫ t2

t1

~a · ~a dt

= −2

3

q2

c3

[
(~a · ~v)|t2t1 −

∫ t2

t1

d~a

dt
· ~v dt

]
=

2

3

q2

c3

∫ t2

t1

d~a

dt
· ~v dt, (33.1.4)

facendo l’ipotesi che il prodotto scalare dei vettori accelerazione e velocità si
annulli agli estremi dell’intervallo temporale.

Come ben noto, deve dunque annullarsi l’integrale definito∫ t2

t1

(
~Frad −

2

3

q2

c3

d~a

dt

)
· ~v dt = 0. (33.1.5)

Per soddisfare tale condizione, una volta definito il tempo

τ ≡ 2

3

q2

mc3
, (33.1.6)

è sufficiente richiedere l’annullarsi dell’integrando, dal quale si ottiene una
forza di reazione radiativa proporzionale alla derivata temporale prima del-
l’accelerazione, ovvero

~Frad = mτ
d~a

dt
. (33.1.7)

D’ora innanzi, possiamo lavorare in coordinate cartesiane ortogonali, e
studiare per semplicità una qualsivoglia componente dell’equazione vettoriale

m~a = ~Fext + ~Frad, (33.1.8)

da cui (omettendo i pedici per le componenti)

a− τ ȧ =
F

m
=⇒ a− τ

2a

d

dt
a2 =

F

m

=⇒ a2 − τ

2

d

dt
a2 = a

F

m
=⇒

(
1− τ

2

d

dt

)
a2 = a

F

m
. (33.1.9)

In altri termini, si perviene ad una equazione differenziale non lineare nella
quale il membro di sinistra esibisce un operatore differenziale del primo ordine
agente sul quadrato di una componente dell’accelerazione, mentre il membro
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di destra dipende dal prodotto aF . Tale equazione suggerisce di cercare
soluzioni esatte nella forma

a2 = χu, (33.1.10)

ove u risolve l’equazione differenziale del primo ordine(
1− τ

2

d

dt

)
u = 0 =⇒ u(t) = u0exp

(
2

τ
(t− t0)

)
. (33.1.11)

D’altronde, inserendo il prodotto (33.1.10) nella (33.1.9), possiamo ottenere
una equazione differenziale per la radice quadrata della funzione incognita χ.
Infatti

a2 − τ

2

d

dt
a2 = χu− τ

2

d

dt
(χu) = χ

(
u− τ

2

du

dt

)
− τ

2
u
dχ

dt

= −τ
2
u
dχ

dt
=
√
χu

F

m

=⇒ 1
√
χ

dχ

dt
= −2

τ

1√
u

F (t)

m

=⇒ 2
d

dt

√
χ = −2

τ

1
√
u0

exp

(
−(t− t0)

τ

)
F (t)

m
,

√
χ−√χ0 = −1

τ

1
√
u0

∫ t

t0

exp

(
−(T − t0)

τ

)
F (T )

m
dT. (33.1.12)

Alfine, riusciamo ad esprimere il quadrato di ogni componente dell’accelera-
zione nella forma

a2 = χu

=

(
√
χ0 −

1

τ

1
√
u0

∫ t

t0

exp

(
−(T − t0)

τ

)
F (T )

m
dT

)2

u0exp

(
2(t− t0)

τ

)
= A(t). (33.1.13)

Notiamo dunque che, diversamente dalla soluzione approssimata di Jackson
(2001), si possono evitare preaccelerazioni per forza esterna nulla purché si
ponga χ0 = 0. La legge oraria del moto per ogni componente cartesiana s(t)
del vettore posizione della carica assume la forma

s(t) = s(t0) + v0(t− t0) +

∫ t

t0

(∫ τ̃

t0

√
A(T )dT

)
dτ̃ . (33.1.14)
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33.2 Punti all’infinito

In geometria proiettiva, si intende per assoluto l’insieme di tutti i punti al-
l’infinito dello spazio. Qui ci proponiamo di mostrare con un calcolo origi-
nale come si possa, usando un metodo proiettivo, portare al finito un punto
all’infinito in una varietà differenziabile avente quattro dimensioni. A tal
fine, assumiamo che esistano (usando coordinate adimensionali) coordinate
locali t, r, θ, φ tali che (prescindendo da ogni conoscenza di soluzioni esatte
in relatività generale)

t ∈ R ∪ {−∞,∞}, r ∈ R+ ∪ {∞}, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π[. (33.2.1)

Introduciamo poi la notazione

x1 = t, x2 = r, x3 = θ, x4 = φ, (33.2.2)

e sia y0, y1, y2, y3, y4 una quintupla di coordinate proiettive omogenee tali che

xµ =
yµ

y0
, ∀µ = 1, 2, 3, 4. (33.2.3)

Le yλ siano soggette alle trasformazioni lineari (le proiettività del capitolo 2)

y′
ν

=
4∑

λ=0

Aνλy
λ, ∀ν = 0, 1, 2, 3, 4, (33.2.4)

la A essendo una matrice di GL(5,R). Tali trasformazioni delle coordi-
nate proiettive omogenee inducono le seguenti trasformazioni delle coordinate
proiettive non omogenee nella varietà differenziabile a quattro dimensioni:

x′
µ

=

∑4
λ=0A

µ
λy

λ∑4
ν=0A

0
νy

ν
, ∀µ = 1, 2, 3, 4. (33.2.5)

Pertanto, dividendo numeratore e denominatore della (33.2.5) per y0, trovia-
mo alfine

x′
µ

=

(
Aµ0 + Aµ1t+ Aµ2r + Aµ3θ + Aµ4φ

)
(
A0

0 + A0
1t+ A0

2r + A0
3θ + A0

4φ
) . (33.2.6)

Da tale formula riconosciamo che, variando θ e φ in intervalli di misura finita,
essi nonn influenzano i valori dei limiti di x′µ quando t→ ±∞ oppure quando
r →∞. Pertanto valgono le formule generali

lim
t→±∞

t′ =
A1

1

A0
1

, lim
r→∞

r′ =
A2

2

A0
2

. (33.2.7)
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Ne segue che, senza sprecare le potenzialità della tecnica proiettiva, possiamo
assumere per la matrice A la forma particolare

A =


1 A0

1 A0
2 0 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 . (33.2.8)

Da questa otteniamo

t′

t
=
r′

r
=
θ′

θ
=
φ′

φ
=
(

1 + A0
1t+ A0

2r
)−1

, (33.2.9)

assieme ai limiti

lim
t→±∞

t′ =
1

A0
1

= t′∞, lim
r→∞

t′ = 0, (33.2.10)

lim
r→∞

r′ =
1

A0
2

= r′∞, lim
t→±∞

r′ = 0, (33.2.11)

lim
t→±∞

θ′ = 0 = lim
r→∞

θ′, (33.2.12)

lim
t→±∞

φ′ = 0 = lim
r→∞

φ′. (33.2.13)

Possiamo dunque definire i primi due concetti di infinito:

(1) L’infinito di tipo tempo, ovvero il punto di coordinate(
t′ =

1

A0
1

= t′∞, r
′ = 0, θ′ = 0, φ′ = 0

)
. (33.2.14)

A seconda del segno di A0
1, possiamo distinguere tra infinito futuro e infinito

passato di tipo tempo.

(2) L’infinito di tipo spazio, che consiste del punto di coordinate(
t′ = 0, r′ =

1

A0
2

= r′∞, θ
′ = 0, φ′ = 0

)
. (33.2.15)

Vanno invece esclusi dalla varietà gli zeri del denominatore, ovvero i punti
(r, t) per i quali

1 + A0
1t+ A0

2r = 0. (33.2.16)

Tale equazione viene risolta da

t = −t′∞
(

1 +
r

r′∞

)
. (33.2.17)
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Risulta inoltre di interesse studiare il caso in cui la proiettività preserva
la 2-sfera sulla quale θ e φ sono coordinate angolari, ovvero

θ′ = θ, φ′ = φ =⇒ A0
1t+ A0

2r = 0 =⇒ t = −A
0
2

A0
1

r = −t′∞
r

r′∞
. (33.2.18)

Inoltre allora si ha t′ = t, r′ = r, e dunque le coordinate dei punti all’infinito
sono del terzo tipo:

(3) Prodotto di una semiretta che parte dall’origine nel primo o quarto
quadrante, per una 2-sfera:(

t′ = t = −t′∞
r

r′∞
, r′ = r, θ′ = θ, φ′ = φ

)
. (33.2.19)

In altri termini, possiamo dire che l’infinito ha punti che giacciono nei prodot-
ti ρ1 × S2 e ρ2 × S2, ove, nel piano con ascisse r′ e ordinate t′, il valore
negativo di t′∞ genera la semiretta ρ1 che parte dall’origine e giace nel pri-
mo quadrante, mentre il valore positivo di t′∞ genera la semiretta ρ2 che
parte dall’origine e giace nel quarto quadrante. Questa costruzione originale
sembra essere la controparte proiettiva dell’infinito futuro (o passato) di tipo
luce in relatività generale (Stewart 1990). Per lo sviluppo di tale programma
di ricerca, rimandiamo al lavoro di Bini e Esposito (2024).



Capitolo 34

Epilogo e Bibliografia

34.1 Analisi critica

Ora che il lettore ha appreso i vari concetti di campo in matematica e in
fisica, e i primi elementi della moderna teoria classica dei campi, sorge spon-
tanea la domanda su quali possano essere gli sviluppi delle tematiche sinora
svolte. Tali sviluppi sono invero molteplici, e ogni autore può offrire una
selezione stimolante ma lungi dall’essere esaustiva. Qui a seguire offro, a mia
discrezione, alcuni spunti (denotati con S) per riflessione critica e ricerca.

(S1) La maggioranza dei fisici preferisce la formulazione hamiltoniana delle
teorie di campo, perché quando si passa a considerare la quantizzazione
l’unitarietà viene garantita dall’inizio. Inoltre, i metodi hamiltoniani for-
niscono prescrizioni sistematiche e molto utili nei calcoli. Tuttavia, solo la
formulazione lagrangiana concorda appieno con le teorie relativistiche. Ad
esempio, il prodotto dei diffeomorfismi sulla retta reale per i diffeomorfismi
sulle superfici di tipo spazio che fogliettano uno spaziotempo globalmente
iperbolico è un sottoinsieme proprio del gruppo completo dei diffeomorfismi
spaziotemporali. Inoltre, le parentesi di Poisson a tempi uguali dei metodi
hamiltoniani vanno in verso opposto all’unificazione di spazio e tempo opera-
ta da Einstein. L’approccio globale, non hamiltoniano, alla teoria dei campi
quantistici, quale operato da DeWitt (2003), richiede d’altronde un notevole
sforzo per reimparare i concetti di base, che solo i fisici ancora in formazione
possono affrontare.

(S2) Le teorie di gauge delle interazioni fondamentali hanno condotto, alla
fine del ventesimo secolo (Donaldson 1983, Gompf 1985), alla scoperta di
infinite strutture differenziabili su R4. Dal punto di vista fisico, resta da
capire quali di queste vadano usate per studiare le moderne teorie di campo

373
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(cf. Duston 2010).

(S3) La teoria dei gruppi di Lie a dimensione infinita, sui quali abbiamo
aperto una finestra nel capitolo 29, deve essere ancora in larga parte costruita.
In fisica della gravitazione, ad esempio, si può ancora imparare molto anche
solo dal gruppo dei diffeomorfismi di uno spaziotempo asintoticamente piatto
(Alessio e Esposito 2018, Esposito e Alessio 2018, Alessio e Arzano 2019,
Bellino e Esposito 2021, Mirzaiyan e Esposito 2023).

(S4) In fisica abbiamo bisogno di predizioni calcolabili, ma queste discen-
dono da schemi avanzati ma non esatti. Ad esempio, sappiamo studiare
bene gli spettri atomici con la meccanica quantistica ordinaria che si basa
sull’equazione di Schrödinger che possiede invarianza solo sotto il gruppo
di Galilei, ma la teoria relativistica richiederebbe la conoscenza della teo-
ria spettrale per operatori pseudodifferenziali. Le equazioni di Maxwell nei
mezzi materiali sono molto più complicate delle equazioni iperboliche del-
la teoria elettromagnetica nel vuoto. I moti planetari in relatività generale
sono calcolabili se si fa una approssimazione rozza sul tensore energia-impulso
dei pianeti, altrimenti bisogna rassegnarsi a studiare equazioni esatte ma in-
trattabili: un sistema accoppiato di equazioni espresse da operatori pseudo-
differenziali in spazi curvi. Si può allora ricorrere agli sviluppi in multipoli,
ma questi non sono nuovi campi fisici fondamentali. Essi rappresentano solo
un ausilio tecnico. In particolare, potrebbe darsi che la relatività generale sia
una approssimazione calcolabile di una teoria esatta ma incalcolabile. Qui
abbiamo in mente il fatto che, a dimensione infinita, non è definita l’ope-
razione di contrazione su tensori (Geroch 2013). Dunque esistono ancora
il tensore di Riemann e la metrica, ma non esistono né il tensore di Ricci
né la traccia di questo né le contrazioni di Riemann con se stesso. Dunque
in tale ambito esteso, non calcolabile, non esistono le sorgenti di divergenze
ultraviolette della teoria con spaziotempo a dimensione finita, ma non sap-
piamo ancora come passare in modo matematicamente consistente dal caso
a dimensione infinita alla teoria di Einstein nella forma a noi nota oggi.

34.1.1 Al di là dell’invarianza di gauge

Quando in Fisica si impone una condizione supplementare per ottenere un
operatore invertibile sui campi, ad esempio la condizione di Lorenz in elet-
trodinamica:

ΦL(A) =
4∑

µ=1

∇µAµ = τ, (34.1.1)
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oppure la condizione di de Donder per la gravitazione:

Φµ(h) =
4∑

ν=1

∇ν

(
hµν −

1

2
gµνtr(h)

)
= τµ, (34.1.2)

ove hµν sono le componenti delle perturbazioni della metrica g, si ha a che
fare con funzionali i quali, ai campi fisici, fanno corrispondere una o più
equazioni denotabili, col linguaggio conciso del capitolo 32, nella forma Pα,
gli α essendo indici di algebra di Lie. A livello classico si può osservare
ad esempio che l’azione di Maxwell in Minkowski fornisce l’operatore non
invertibile (24.5.6), mentre un termine aggiuntivo nell’azione quale la metà
del quadrato della gauge di Lorenz fornirebbe un contributo −∂µ∂ν a tale
operatore, in virtù dell’identità

Φ2
L(A) =

∑
µ,ν

[
∂µ(Aµ∂

νAν)− Aµ∂µ∂νAν
]
. (34.1.3)

L’operatore risultante su Aν sarebbe allora Pµν = −ηµν�, che invece è
invertibile. Più in generale, è invertibile l’operatore (qui ρ ∈ R− {0})

Pµν = −ηµν� +

(
1− 1

ρ

)
∂µ∂ν , (34.1.4)

in quanto il suo simbolo è la matrice

σµν = ηµνk
2 −

(
1− 1

ρ

)
kµkν , (34.1.5)

avente inversa

Σνλ =
1

k2
ηνλ + (ρ− 1)

kνkλ

k4
. (34.1.6)

L’espressione del termine aggiuntivo nell’azione per gauge-fixing arbitrario è
pertanto del tipo 1

2
Pαωαβ′P

β′ . Inoltre, dalla identità

δP α = Pα
,i δϕ

i = Pα
,iQ

i
βδξ

β = F̂α
βδξ

β (34.1.7)

scopriamo che deve esistere un operatore definito come segue:

F̂α
β[ϕ] ≡ Pα

,i[ϕ]Qi
β[ϕ]. (34.1.8)

Tale operatore deve agire su campi χα e ψβ, in generale indipendenti tra
loro. Pertanto siamo indotti ad assumere che si possa costruire il funzionale
d’azione

S̃[ϕ, χ, ψ] = S[ϕ] +
1

2
Pα[ϕ]ωαβ′P

β′ [ϕ] + χαF̂
α
β′ [ϕ]ψβ

′
. (34.1.9)
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Il termine quadratico nei funzionali Pα rompe l’invarianza di gauge del-
l’azione classica, mentre la somma dei tre termini nella (34.1.9) possiede
una nuova simmetria sotto le trasformazioni infinitesime di Becchi-Rouet-
Stora-Tyutin (d’ora innanzi BRST). Con la notazione di DeWitt del capitolo
32, le trasformazioni BRST si scrivono nella forma (d’ora innanzi omettiamo
l’apice sul secondo indice greco)

δϕi = Qi
α[ϕ]ψαδλ, (34.1.10)

δχα = ωαβP
β[ϕ]δλ, (34.1.11)

δψα = −1

2
Cα
βγψ

βψγδλ, (34.1.12)

ove δλ è una costante che commuta con ϕi ed anticommuta con χα e ψα.
Qi

α[ϕ] sono i generatori delle trasformazioni di gauge infinitesime (qui scri-
viamo δG per evitare confusione con il δ usato per BRST nelle Eqs. (34.1.10)-
(34.1.12), e denotiamo mediante δGξ

α un insieme di parametri gruppali line-
armente indipendenti):

δGϕ
i = Qi

α[ϕ]δGξ
α. (34.1.13)

Tali Qi
α sono ristretti dall’identità gruppale (32.5.7)

Qi
α,j[ϕ]Qj

β[ϕ]−Qi
β,j[ϕ]Qj

α[ϕ] = Qi
γ[ϕ]Cγ

αβ, (34.1.14)

nella quale Cα
βγ sono le costanti di struttura dell’algebra di Lie del gruppo

di gauge (cf. (32.6.1) e (32.6.3)). Per teorie locali, le Qi
α sono combinazioni

lineari della δ di Dirac e delle sue derivate. L’operatore di ghost viene definito
dalla (34.1.8), che ci indica come i funzionali Pα usati per fissare le condizioni
supplementari variano sotto trasformazioni di gauge. Le radici classiche di
questa affermazione si possono comprendere osservando ad esempio che, dopo
una trasformazione di gauge della 1-forma di potenziale A, il funzionale ΦL

della gauge di Lorenz varia della quantità (detta ε una funzione di classe C2

nella trasformazione di gauge delle componenti di A)

ΦL(A)− ΦL(A+∇ε) = −�ε. (34.1.15)

Similmente, il funzionale (34.1.2) per la gauge di de Donder varia sotto
diffeomorfismi infinitesimi secondo la relazione

Φµ(h)− Φµ(h+ LXg) = −1

2

4∑
ν=1

(gµν� +Rµν)X
ν . (34.1.16)

Gli operatori differenziali del secondo ordine in tali formule sono due diverse
applicazioni dello stesso concetto espresso dalla (34.1.8).
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Dimostrazione della invarianza BRST. Per prima cosa osserviamo che,
in virtù delle (34.1.10)-(34.1.12), la variazione BRST infinitesima di S̃[ϕ, χ, ψ]
assume la forma

δS̃[ϕ, χ, ψ] = S,i[ϕ]Qi
α[ϕ]ψαδλ+

1

2
Pα
,i[ϕ]Qi

γ[ϕ]ωαβP
β[ϕ]ψγδλ

+
1

2
P β[ϕ]ωβαP

α
,i[ϕ]Qi

γ[ϕ]ψγδλ+ ωαβP
β[ϕ]δλP α

,i[ϕ]Qi
γ[ϕ]ψγ

+ χαP
α
,ij[ϕ]Qj

γ[ϕ]ψγδλQi
β[ϕ]ψβ

+ χαP
α
,i[ϕ]Qi

β,j[ϕ]Qj
γ[ϕ]ψγδλψβ

− 1

2
χαP

α
,i[ϕ]Qi

β[ϕ]Cβ
γδψ

γψδδλ. (34.1.17)

Dall’invarianza di gauge dell’azione classica si ha che

S,i[ϕ]Qi
γ[ϕ] = 0,

poiché
δGS = S,i[ϕ]δGϕ

i = S,i[ϕ]Qi
α[ϕ]δGξ

α = 0.

Inoltre, la somma del secondo, terzo e quarto termine al membro di destra
della (34.1.17) si annulla anch’essa, poiché (δλ)ψα = −ψα(δλ), e sfruttando
la natura simmetrica di ωαβ. Il quinto termine al membro di destra della
(34.1.17) si riduce a

−χαPα
,ij[ϕ]Qj

(γ[ϕ]Qi
β)[ϕ]ψ[γ ψβ]δλ

e pertanto si annulla anch’esso. Da ultimo, usando l’identità (34.1.14) per
esprimere Qi

β[ϕ]Cβ
γδ, la somma del sesto e settimo termine al membro di

destra della (34.1.17) è data da

χαP
α
,i[ϕ]Qi

β,j[ϕ]Qj
γ[ϕ]ψβψγδλ− 1

2
χαP

α
,i[ϕ]Qi

γ,j[ϕ]Qj
δ[ϕ]ψγψδδλ

+
1

2
χαP

α
,i[ϕ]Qi

γ,j[ϕ]Qj
β[ϕ]ψβψγδλ

che viene scoperta annullarsi dopo aver rinominato gli indici e sfruttando
l’identità ψβψγ = −ψγψβ. Q.E.D.

Dunque i calcoli di questo paragrafo mostrano che le trasformazioni BRST
coinvolgono anche campi anticommutanti, e pertanto la simmetria BRST non
è classica (cf. Henneaux 1988). Concettualmente, ne emerge un quadro che
porta ad una conclusione importante, ovvero:

(1) La relatività ci induce a fondare la teoria classica dei campi sul principio
d’azione.
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(2) Il principio di gauge ci fa costruire un funzionale d’azione S gauge inva-
riante.

(3) Ne segue che l’operatore S,ij sui campi non è invertibile.

(4) Tale difetto si può correggere imponendo una condizione supplementare
o di gauge fixing. Si incorpora il gauge fixing nell’azione mediante il termine
1
2
Pαωαβ′P

β′ , per rispettare il ruolo guida del principio d’azione.

(5) L’azione completa diventa allora quella scritta nella (34.1.9), che non
è più gauge invariante. Essa possiede una nuova simmetria, la BRST, ma
questa è quantistica, poiché conduce a campi anticommutanti.

(6) Per curare i limiti delle teorie di gauge, occorre dunque la teoria quan-
tistica dei campi, e a ben guardare è la relatività che ci guida verso la teoria
quantistica dei campi, con la sua enfasi sul principio d’azione. In questo
punto cruciale cediamo dunque il testimone ai corsi di teoria quantistica dei
campi.
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varietà di Poisson, 269
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