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Prefazione

Questo libro origina dalla mia esperienza didattica per un corso per il dot-
torato di ricerca a Salerno nel 1993, poi sul corso di Metodi Geometrici della
Fisica negli anni accademici 2009-2010 e 2011-2012, e poi sul corso di Teoria
Classica dei Campi, per un triennio a partire dall’anno accademico 2022-
2023, per la Laurea Magistrale in Fisica presso il Dipartimento di Fisica
Ettore Pancini dell’Universita Federico IT di Napoli.

Per delineare il piano del testo € opportuna una premessa: a Napoli si
tengono corsi eccellenti di Elettrodinamica Classica e Relativita Generale e
Gravitazione. Dunque, un corso di Teoria Classica dei Campi tende invece
naturalmente, a mio avviso, a offrire una formazione di base sui linguag-
gi matematici avanzati delle moderne teorie fisiche. Il lettore e supposto
conoscere fisica e matematica al livello di uno studente che ha completato
gli esami del primo anno della laurea magistrale in fisica. Il primo capitolo
funge da raccordo con il corso di elettrodinamica classica. Il secondo capitolo
introduce i concetti dell’algebra astratta che non vengono insegnati in corsi
obbligatori per gli studenti di fisica. Il terzo capitolo ¢ dedicato alle varieta
topologiche e alle varieta differenziabili, mentre il quarto capitolo studia le
varieta regolari di R™, che possono essere applicate per comprendere le va-
rieta vincolari dei capitoli 25 e 26. I capitoli dal 5 al 7 svolgono il calcolo
su varieta senza mai far uso di metriche. Il potere di sintesi della notazione
moderna a volte blocca gli studenti all’inizio di questi studi, dunque ho cer-
cato di svolgere in dettaglio vari calcoli ed esempi e controesempi. I capitoli
da 8 a 12 sono dedicati ai gruppi topologici, i gruppi di Lie e le algebre di
Lie, e alle loro applicazioni fisiche.

La geometria riemanniana viene studiata nei capitoli da 13 a 17, mentre
la teoria dei fibrati principali e vettoriali viene svolta nei capitoli da 18 a
20. II capitolo 21 approfondisce il nastro di Mobius, mentre il capitolo 22
approfondisce la fibrazione di Hopf in modo pedagogico. Principi variazionali
e simmetrie sono studiati nei capitoli 23 e 24. Il capitolo 25 ¢ dedicato alla
teoria dei sistemi hamiltoniani soggetti a vincoli, poiché in essi rientrano
anche tutte le teorie di gauge delle interazioni fondamentali. Infatti il capitolo

11
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26 applica tale teoria all’elettrodinamica nello spaziotempo di Minkowski. Il
capitolo 27 studia invece ’elettrodinamica classica in spaziotempo curvo, e
confronta in modo pedagogico i linguaggi vettoriale, tensoriale e delle forme
differenziali, con applicazione ai potenziali di Hertz. La relativita generale
viene studiata nell'impegnativo capitolo 28: il principio di equivalenza, il
principio di covarianza generale, il funzionale d’azione. La teoria dei gruppi
di Lie a dimensione infinita viene introdotta nel capitolo 29, dimostrando
alfine il teorema di Freifeld: esistono diffeomorfismi arbitrariamente prossimi
all’identita che non giacciono su sottogruppi ad un parametro.

Le trasformazioni lineari frazionarie usate nei capitoli 10 e 11 per studiare
il gruppo di Lorentz vengono classificate in ellittiche, paraboliche, iperboliche
e lossodromiche nel capitolo 30. Il capitolo 31 studia e dimostra il teorema di
Hodge sullo spazio delle forme lisce su una varieta di Riemann. La tematica
collegata e lo studio dell’autodualita in geometria riemanniana e nelle teorie
di gauge delle interazioni fondamentali. Il capitolo 32 mostra che tutte le
teorie di gauge note ricadono nelle famiglie di tipo I, IT e I1I, in base alla forma
delle parentesi di Lie dei campi vettoriali che lasciano invariato il funzionale
d’azione. Inoltre, esiste una forma di connessione nonlocale per tutte le
teorie di gauge. Questo capitolo prepara gli studenti che poi, studiando la
fisica quantistica, vorranno (spero) apprendere 1’approccio globale alla teoria
quantistica dei campi in corsi successivi. Quando il corso passera da 32 a 24
lezioni con la riforma della laurea magistrale in Fisica a Napoli, si potranno
ad esempio non tenere le lezioni basate sui capitoli 4, 21, 22, 29, 30, 31, 32,
e svolgere i capitoli da 13 a 17 in sole 4 lezioni.

Ho un profondo debito di gratitudine con gli amici e colleghi Giuseppe
Marmo e Patrizia Vitale, che hanno insegnato Teoria Classica dei Campi
per 12 anni prima di me. Nei capitoli 18, 19, 20, 23, 24, 26, la mia fonte
principale sono stati gli appunti di Patrizia per I’anno accademico 2020-2021,
che ho rielaborato a mia discrezione. Sono poi molto grato agli studenti che
hanno stimolato il mio impegno a tenere queste lezioni e a scrivere i capitoli
del libro. Infatti il libro & dedicato a loro.

Giampiero Esposito
Giugno 2023



Dedica

ai miei studenti
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Fisica moderna e linguaggi matematici

In questo capitolo introduttivo, che potra utilmente essere riletto alla fine
delle lezioni, si intende delineare il cammino concettuale nel quale si inserisce
questo corso di teoria classica dei campi.

Dopo l'opera di Galileo e Newton, la fisica scopre nuove prospettive nel di-
ciannovesimo secolo grazie, tra gli altri, a James Clerk Maxwell (1831-1879).
Maxwell perviene ad una visione unificata dei fenomeni elettrici e magneti-
ci. Einstein nasce proprio nel 1879, e suo sara, tra l’altro, il merito di aver
compreso che le interazioni radiazione materia non possono essere comprese
usando solo la teoria di Maxwell. Einstein va anche al di la del tempo as-
soluto newtoniano, e comprende che spazio e tempo vanno unificati in un
continuo quadridimensionale, la varieta spaziotempo. Einstein vede la fisica
di inizio "900 nella sua interezza, e arriva a concepire 1'unificazione spaziotem-
porale, postula I’eguaglianza di concetti distinti quali massa inerziale e massa
gravitazionale, e comprende che le leggi della fisica devono essere descritte in
linguaggio tensoriale, e dunque devono essere tutte invarianti per diffeomor-
fismi. Inoltre, col suo punto di vista euristico circa i fenomeni di creazione e
conversione della luce, prepara il terreno per comprendere il ruolo di una nuo-
va costante della natura, la costante h di Planck. Sul versante sperimentale,
Millikan misura in modo brillante e accurato h, ma per alcuni anni si rifiuta
di accettare che dunque non ci puo essere una teoria puramente classica delle
interazioni tra radiazione e materia.

Gli sviluppi moderni, dopo i tentativi di Einstein e Weyl di unificare gra-
vitazione e elettromagnetismo, hanno condotto, laddove gli effetti gravitazio-
nali sono trascurabili, a teorie unificate delle interazioni elettromagnetiche e
deboli (teorie elettrodeboli), e alla unificazione di queste ultime con le inte-

15



16 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

razioni forti. L’unificazione si realizza a livello teorico utilizzando la teoria
dei gruppi e, piu in generale, i concetti e le tecniche di alcuni dei principali
rami della matematica: algebra, analisi, geometria e topologia. E il caso
di fare una precisazione importante: non esistono compartimenti stagni che
separano i vari rami della fisica e della matematica, occorre invece sviluppare
una visione globale e interdisciplinare.

Se la visione della fisica moderna & geometrica, e se i fondamenti della
geometria sono da ricercarsi nell’algebra e nell’analisi globale, cosa possiamo
dire in particolare sulla geometria moderna e le sue diramazioni? Esistono,
invero, non meno di 14 tipi di ricerca geometrica (e invero ben di piu), ovvero:

G1: Geometria euclidea

G2: Geometria affine

G3: Geometria proiettiva

G4: Geometria analitica

G5: Geometria riemanniana

G6: Geometria differenziale globale
GT7: Geometria spettrale

G8: Geometria complessa

G9: Geometria algebrica

G10: Geometria simplettica

G11: Geometria noncommutativa (Lizzi 2008)
G12: Geometria pseudoriemanniana
G13: Geometria spinoriale

G14: Geometria twistoriale

Rammenteremo alla fine della seconda lezione che la geometria euclidea ¢
derivata dalla geometria affine, che a sua volta e derivata dalla geometria
proiettiva. Inoltre, tale geometria G3 e un tipo particolare di geometria G9.
Le forme di geometria da G10 a G14 sono nate addirittura in ambito fisico,
mentre le forme da G5 a G7 hanno fondamentali applicazioni in fisica ma
sono nate anzitutto in ambito matematico. La teoria classica dei campi ha
bisogno in particolare delle forme di geometria qui indicate come G5, G6,
G12. Per noi la conoscenza indichera anzitutto lo sforzo di comprendere la
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natura profonda dei concetti considerati. Porsi le domande giuste e trovare le
definizioni appropriate sono aspetti di fondamentale importanza. Ma, a dif-
ferenza del matematico puro, saremo poi interessati alle applicazioni fisiche
concrete di tali concetti per scoprire leggi descritte da equazioni con le asso-
ciate soluzioni. Uno dei meriti dei linguaggi moderni ¢ ’aver mostrato che le
equazioni che regolano i fenomeni fisici sono ben comprese caratterizzando lo
spazio funzionale e ’ambiente geometrico nei quali esistono soluzioni. Questo
aspetto sara il punto di partenza per le prime ricerche degli studenti giunti
alla fine del corso.

Quadro riassuntivo

Maxwell (1831-1879): unifica fenomeni elettrici e magnetici nella teoria elet-
tromagnetica della luce (cf. Lorenz 1867).

Einstein (1879-1955): (i) va al di la di Maxwell nello studio delle interazioni
radiazione materia.

(ii) supera il tempo assoluto di Newton.

(iii) unifica spazio e tempo nella varieta spaziotempo.

Einstein apre la finestra sulla fisica quantistica sviluppando il suo punto
di vista euristico sui fenomeni di creazione e conversione della luce (Einstein
1905). Nella teoria dello spaziotempo, usa il linguaggio tensoriale creato da
Gregorio Ricci-Curbastro e Tullio Levi-Civita, arrivando a comprendere che
le leggi della fisica devono essere invarianti sotto diffeomorfismi. Nel capitolo
28 faremo una analisi dei principi fisici che guidarono Einstein: il principio
di equivalenza e il principio di covarianza generale.

Successivamente, Einstein e Weyl cercarono di unificare gravitazione e
elettromagnetismo (non potevano sapere che sono entrambe teorie di tipo I
(cf. capitolo 31)), mentre nella seconda meta del ventesimo secolo sono state
formulate prima la teoria elettrodebole e poi la teoria unificata delle intera-
zioni elettrodeboli e forti. Attualmente la fisica sta cercando tracce chiare
di una fisica che superi tale modello standard. Il linguaggio matematico
della fisica teorica e quello fornito dai rami dell’algebra, analisi, geometria e
topologia.

1.2 Richiami sulla teoria di Maxwell

Dai corsi precedenti, il lettore e familiare con le equazioni di Maxwell sia in
forma differenziale che integrale per i vettori campo elettrico E, induzione



18 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

magnetica B, campo magnetico H e induzione elettrica D:

= 0B » d [ 5
NE+—=0 E.-ds=—-— | B-nd 1.2.1
\Y +8t :>/C 5 dt/s nda, ( )

d (95 - — — .

V/\H——:J:>/H-d§:£/D-ﬁda+/J-ﬁda, (1.2.2)

ot o dt /s s
V-§—0:>%§-ﬁda—0, (1.2.3)

S
V-ﬁzpﬁ/ﬁ-ﬁda:/pd‘/:q. (1.2.4)
S v

Tali equazioni vanno completate dalle relazioni costitutive, ovvero equazioni
funzionali che collegano tali campi:

D = D(E), H=H(B). (1.2.5)
Nel caso lineare, tali equazioni assumono la forma
. I
D =¢FE, H=—B. (1.2.6)
Ho
Se il caso lineare non viene rispettato, si possono definire i vettori non nulli
L Lo 1 4 o
P=D—-¢FE, M=—B—H. (1.2.7)
Ho

Inoltre, dette i la permeabilita magnetica e € quella elettrica, il potenziale
vettore A si puo ottenere da un vettore 7, il potenziale di Hertz, mediante
la relazione (cf. capitolo 27 e (Stratton 1952))

~ on

A= pe—. 1.2.8
HE, (1.2.8)
Ogni soluzione dell’equazione vettoriale
. - o7
V/\V/\?T—V(V-?T)—G—/MW:O (1.2.9)
determina un campo elettromagnetico attraverso le relazioni
- on
B=uVA— 1.2.10
pe VAo ( )
- 07
E:V<v- *) el 1211
)~ hegs ( )
che si ottengono a partire dalle ben note relazioni
. S 0A
B=VANA E=-V¢— —. (1.2.12)
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1.3 Trasformazioni e matrici di Lorentz

Rammentando i primi concetti di relativita, consideriamo una forma possibile
delle trasformazioni di Lorentz, ovvero

x/;y(x—vt), y'zy, Z/:Z7 t’=7 (t—éx> 7 (1'3'1)
c

ove B =72 7= \/11_? In forma matriciale, possiamo allora scrivere che

ct’ v =08y 0 0 ct
| |-By v 00 x
s | = 0 0 10 y (1.3.2)
2 0 0 01 z

La matrice 4 x 4 che ivi compare ¢ un caso particolare dell’insieme generale
delle matrici 4 x 4 con elementi A% tali che, dette 7y, le componenti della
metrica minkowskiana, si puo scrivere

3

AT A=n, = > 1A% A =ny,. (1.3.3)
a,3=0

Per definizione, ogni A che soddisfa I'Eq. (1.3.3) & una matrice di Lorentz.
L’insieme di tutte le matrici di Lorentz viene denotato mediante O(3,1). Col
linguaggio del secondo capitolo, O(3,1) ¢ il gruppo di Lorentz.
Oltre alle trasformazioni di Lorentz 2’ = Az, la natura consente anche le
trasformazioni di Poincaré
¥ = Az +¢, (1.3.4)

ove A € O(3,1) e £ & una matrice reale 4 x 1 con elementi £° ¢t €2 &3
La legge di composizione di due trasformazioni di Poincaré si ottiene dalla
(1.3.4) assieme a

W =Nt + ¢ = NAx+ NE+& =N+ (1.3.5)

ove abbiamo posto
AN =NA, " =Ne+ ¢ (1.3.6)

A causa del termine £ # 0, le trasformazioni di Poincaré sono anche dette
trasformazioni di Lorentz inomogenee. Le equazioni (1.3.6) ci dicono che il
gruppo di Poincaré ¢ il prodotto semidiretto del gruppo di Lorentz e delle
traslazioni.
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Dalla Eq. (1.3.3) che definisce le matrici di Lorentz, si ha
(detA)2detn = detn = detA = +1. (1.3.7)
Il sottoinsieme
{A € O(3,1): detA =+1} =L, =S0(3,1) (1.3.8)
e detto consistere delle matrici di Lorentz proprie, mentre il sottoinsieme
{Ae0O(3,1): detA=—-1} =1L_ (1.3.9)

e detto consistere delle matrici di Lorentz improprie. Notiamo inoltre che
dalla (1.3.3) si ricava

3
(AOO)2 =1+ Z (Aio)2 = A% > 1, oppure A, < —1. (1.3.10)

i=1
Quest’ultima proprieta suggerisce di definire gli insiemi
0%(3,1) ={A€0(3,1): AO0 > 1}, (1.3.11)
07 (3,1)={A € 0(3,1) < -1}, (1.3.12)

e quindi anche gli insiemi

SO*(3,1) = 0*(3,1) N SO(3,1)
={A€0@3,1): AY>1, detA =1}, (1.3.13)

SO~(3,1) = 0~ (3,1) N SO(3,1)
={Ae0(3,1): AY<—1, detA =1}. (1.3.14)

Inoltre, I'insieme L_ delle matrici di Lorentz improprie consiste dell’'unione
disgiunta delle matrici improprie ortocrone:

LT ={A€O(3,1): detA = —1, Ay > 1}, (1.3.15)
e delle matrici improprie anticrone
L' ={A€0(3,1): deth =1, A} < ~1}. (1.3.16)

Gli insiemi O(3,1),S0(3,1),0%(3,1),SO%(3,1) sono gruppi, mentre gli in-
siemi SO~(3,1), L', L* non sono gruppi.
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Un esempio di matrice di Lorentz impropria ortocrona e
Ay = diag(1,—-1,—1,-1) € L', (1.3.17)
mentre un esempio di matrice di Lorentz in SO™(3,1) assume la forma
Ay = diag(—1,—1,1,1) € SO~ (3, 1). (1.3.18)

Il loro prodotto fornisce un esempio di matrice di Lorentz impropria anti-
crona:

Ay Ay = diag(—1,1,—1,—1) € L*. (1.3.19)
Calcolando i prodotti di matrici si trova inoltre che
Ay x SO*(3,1) = LT, (1.3.20)
Ay Ay x SOT(3,1) = L*, (1.3.21)
Ay x SOT(3,1) =SO~(3,1). (1.3.22)

Sulla base di quanto a noi noto, solo SO*(3,1) corrisponde a osservatori
fisicamente realizzabili. E invece difficile immaginare due osservatori A e B
collegati dalla matrice As, poiché il tempo in A scorrerebbe nella direzione
opposta a quello in B. Inoltre, se la matrice A; collegasse A a B, un guanto
destro visto da A apparirebbe sinistro se visto da B, il che vuol dire che A,
opera come la riflessione in uno specchio.

Se poi ¥ = |¢] 7 & una generica velocita, 5 e 7 sono quelli usati nella
Eq. (1.3.1), 8" = Bn' Vi = 1,2, 3, si dice boost lungo ¥ la matrice A data da
(Regge 1980)

v ok Wk Wk
By — |78 1+ () (=1 ninf(y-1) n'n(y —1)
S R R I BN () KOO VT
v ity =1) ety =1) 1+ () (y -

In generale, le matrici B(¥) non formano un gruppo. Posto @ =

puo scrivere la matrice
-

(v u
Ap(d) = (ﬁ I i > (1.3.24)

(y+1)

che opera la spinta descritta dall’equazione

Ap (i) (”80> = me @) . (1.3.25)
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Il calcolo diretto fornisce talvolta

AB(Ul)AB<ﬁ2> = AB(’ylﬁg + ’}/Q’l_[l), (1326)

ovvero il prodotto di due boost e un boost se e solo se e una matrice sim-
metrica, il che implica che Ap(@;) e Ap(iy) commutano, da cui segue che i
vettori @, e Uy sono paralleli. Ma in generale la (1.3.26) assume invece la

forma
= 7t 1
% U Y U U
! I e | I S | = (%3 L3), (1.3.27)
“ /) \"2 (2+1) 38

ove si e posto

Ls =1+ 1.3.28
SRR CPERY 2%

e si ha (omettendo il pedice 3)
L'b = ~il, Li = b. (1.3.29)

1.4 Invarianza per dualita delle equazioni di
Maxwell

Consideriamo ora le equazioni di Maxwell nel vuoto in assenza di cariche e
correnti:

0 10B°
Ejk i (1.4.1)
0 10E"
E ij k _
J7

Queste equazioni sono invarianti sotto duahta7 ovvero una applicazione ¢ che
opera la trasformazione

o(E) =B, ¢(B) = —E. (1.4.4)

Se le cariche e le correnti non si annullano, la simmetria per dualita e
preservata se vengono aggiunte sia le cariche elettriche che quelle magnetiche.
Tuttavia, finora le cariche magnetiche non sono state osservate, il che rovina
la dualita. A un livello piu profondo, la dualita sembra essere violata quando
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il campo magnetico ¢ derivato da un potenziale vettore mentre il campo
elettrico e derivato da un potenziale scalare, come avviene in elettrostatica.

Il potenziale vettore, tuttavia, non ¢ un ingrediente opzionale, poiché (Witten
1997):

(i) Serve a scrivere l'equazione di Schrodinger per un elettrone in campo
magnetico.

(ii) Serve a derivare le equazioni di Maxwell da una lagrangiana.

(iii) Serve a costruire una teoria unificata di elettromagnetismo, interazioni
deboli e forti nello spaziotempo di Minkowski.

Nelle moderne teorie, cariche elettriche e magnetiche trovano entrambe
posto. Nel caso di accoppiamento debole, tali cariche si comportano in mo-
do completamente diverso. Per l’elettrodinamica, ’accoppiamento debole
significa che la costante di struttura fine

(ge)?
o= (1.4.5)
e piccola. In generale, per accoppiamento piccolo, le cariche elettriche ap-
paiono come quanti elementari. La carica elettrica (). di una qualsivoglia
particella ¢ un multiplo intero di ¢., ovvero Q. = ng,.

D’altro lato, i monopoli magnetici originano, per accoppiamento debole,
come eccitazioni collettive di particelle elementari. Tali eccitazioni collettive
si presentano, nel limite di accoppiamento debole, come soluzioni estese di
equazioni differenziali non lineari. La carica magnetica g, di una qualsivoglia
particella ¢ (N essendo un intero)

o1k
gm = N (1.4.6)
Ge

La teoria quantistica rende dunque possibile scoprire nuove simmetrie fon-
damentali che la teoria classica non arriva a prevedere. Intanto noi andremo
a comprendere meglio le proprieta della teoria classica.

Per approfondimenti di elettrodinamica classica, suggeriamo il ricco e
formativo materiale in Stratton (1952), Schwinger (1998), Jackson (2001),
Stroffolini (2001), Scheck (2018).
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Capitolo 2

Concetti di algebra e geometria

2.1 Gruppi e monoidi

In una visione algebrica, la struttura fondamentale sono i monoidi, e quei
particolari monoidi in cui ogni elemento ammette un inverso sono detti grup-
pi. Noi posporremo questo passo iniziale, e diremo che un gruppo G ¢ un
insieme S tale che, per due qualsivoglia dei suoi elementi gq, go € S, una legge
di composizione interna e definita. Assumeremo che la legge di composizione
sia la moltiplicazione, denotata tramite un puntino inserito tra gli elementi
del gruppo che vengono moltiplicati tra loro. Per essa valgono le seguenti
proprieta:

91,92 € G=¢g1-92 € G. (2.1.1)

Il prodotto e associativo:
91+ (92 93) = (91- 92) - g5. (2.1.2)
I1 gruppo G contiene ’elemento identico (o neutro) e, ovvero
g-u=u-g=g,Vge G, = u=e. (2.1.3)

Ne segue che ’elemento identico ¢ unico. Infatti se ¢’ fosse un altro elemento
identico, si avrebbero entrambe le relazioni

da cui e = €. Se la legge di composizione interna fosse invece ’addizione,
I’elemento identico sarebbe allora indicato con lo zero, ovvero

g+ru=u+g=g9g,Vge G, = u=0. (2.1.4)

25
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Alfine, per ogni g € G, I'inverso esiste ed e unico. Infatti, se esistessero due
diversi inversi, v e I', di g, si avrebbe

e=~v-g=1I-g, (2.1.5)

da cui, moltiplicando alla destra per 7, troveremmo ~ = T'.

L’ordine di un gruppo ¢ il numero dei suoi elementi. Esso puo essere
finito, numerabilmente infinito, o innumerabilmente infinito. A stretto rigor
di termini, per gruppo G deve intendersi la coppia (S, 7), ove S & I'insieme di
cui sopra, detto sostegno del gruppo, e 7 ¢ la legge di composizione interna,
ovvero la moltiplicazione o ’addizione.

Nel caso dei monoidi menzionati poc’anzi, valgono solo le proprieta di
chiusura rispetto all’azione di 7, associativita ed esistenza dell’elemento neu-
tro e, ovvero (Chevalley 1956):

my T My € M, le,mg € M, (216)
(my T ma)T mg =my T(ma T m3), ¥ my, mg,ms € M, (2.1.7)
miTe=eTm=my, Vm; € M. (2.1.8)

Il monoide ¢ la coppia (M, 7). Si noti che la legge di composizione interna
non e necessariamente la moltiplicazione o ’addizione. Ad esempio, dato
I'insieme M delle applicazioni f da uno spazio X in se stesso, si ottiene
un monoide scegliendo 7 come la legge che definisce il concetto di funzione
composta, ovvero

flx) 7 g(x) = f(9(x)), Vf, g € M. (2.1.9)

Ad un livello piu profondo, si puo definire un gruppo a partire da un
insieme J e da una funzione ¢ avente, per dominio, I'insieme delle disposizioni
binarie, con eventuali ripetizioni, degli elementi di J e, per codominio, un
insieme contenuto in J; di modo tale che, se x ed y sono elementi di J, anche
o(z,y), la loro immagine tramite ¢, ¢ un elemento di J. Inoltre si suppone
che per J e ¢ valgano le seguenti proprieta (Scorza 1942):

Qualunque siano x,y, z € J, si ha

p(e(r,y),2) = vz, 0y, 2)), (2.1.10)

esiste in J un elemento u per il quale

p(r,u) =z, (2.1.11)
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qualunque sia x in J. Inoltre, comunque scelto un elemento x di J, si puo
determinare in J un elemento z’ tale che risulti

oz, 2") = u. (2.1.12)

Indicata allora con G la coppia di enti J e ¢, si dice che G ¢ il gruppo formato
dagli elementi di J rispetto all’operazione ¢. Gli elementi di G sono quelli di
J, e ¢ ¢ detta l'operazione di moltiplicazione in GG. Un gruppo si dice finito
(infinito) se tale ¢ l'insieme dei suoi elementi. In particolare, un gruppo
a moltiplicazione commutativa si dice abeliano. L’elemento u viene detto
I’elemento identico o identita di G. Un gruppo che, all’infuori dell’identita,
non contenga altri elementi, viene detto gruppo identico. Un elemento di un
gruppo che coincida col suo inverso si dice bilatero. Dunque, per ciascun
gruppo, ’dentita e un elemento bilatero.

Se X € un insieme non vuoto, J ¢ I'insieme delle trasformazioni biunivoche
di ¥ in sé, e ¢ ¢ I'operazione di moltiplicazione tra di esse, allora H = (J, 1) ¢
un gruppo, per il quale I'identita e la trasformazione identica di . Il gruppo
H viene detto il gruppo totale su . 11 gruppo totale & finito (infinito) se tale
e 2; se X ¢ finito ed i suoi elementi sono aq, ..., a,, gli elementi di H sono le
sostituzioni sugli n oggetti aq, ..., a,, e il loro numero e n!. Il gruppo totale H
risulta abeliano se, e solo se, I'insieme ¥ e finito e il numero dei suoi elementi
¢ 1 oppure 2 (Scorza 1942).

Quadro riassuntivo. Monoidi e gruppi sorgono quando si considerano insie-
mi M muniti di una applicazione ® che e una legge di composizione interna.
Data la coppia (M, ®), siamo dunque interessati alle seguenti proprieta:

(i) ® & una legge di composizione interna:
O(my,me) e MV my,mee M = ®: M x M — M. (2.1.13)
(ii) ® ha la proprieta associativa:
O(D(my, ma), mg) = ®(mq, ®(mg, ms3)) ¥V mq, mg, mg € M. (2.1.14)
(iii) Esiste I’elemento neutro e di M:
O(m,u) = ®(u,m) =m, Yme M = u=e. (2.1.15)
(iv) Ogni elemento di M ha un inverso ~:
d(m,y) =®(y,m)=e, Vm e M = y=m"' = ,,. (2.1.16)

Se valgono solo le proprieta (i) e (ii), la coppia (M, ®) & un semigruppo. Se,
in aggiunta, vale anche la proprieta (iii), (M, ®) ¢ un monoide. Inoltre, se
vale anche la proprieta (iv), (M, ®) ¢ un gruppo.
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Nel capitolo 8 tratteremo in dettaglio il concetto di realizzazione di un
gruppo astratto G. Questa consiste nell’associare ad ogni a € GG una appli-
cazione T'(a) in modo tale che, alla composizione di elementi del gruppo G,
corrisponda la composizione ¢ delle associate trasformazioni, ovvero:

T(®(a,b)) = o(T(a), T(b)). (2.1.17)

2.2 Anelli, corpi e campi

D1. L’insieme A, dotato di due operazioni binarie + e - € un anello se valgono
le seguenti proprieta:

(A,+) € un gruppo abeliano con elemento neutro 0, ovvero:

P1. Proprieta associativa dell’addizione:

(a+b)+c=a+ (b+c), (2.2.1)

P2. Proprieta commutativa dell’addizione:

a+b=b+a, (2.2.2)

P3. Esiste un elemento w € A, elemento neutro rispetto all’addizione, tale
che
wta=a+w=a. (2.2.3)

Tale w ¢ detto lo zero di A: w = 0.

P4. Esistenza dell’inverso rispetto all’addizione: Va € A, esiste un elemento
b € A tale che
a+b=b+ta=0=b=—a. (2.2.4)

P5. (A,-) € un semigruppo (cf. Eq. (2.1.14)):

(a-b)-c=a-(b-c). (2.2.5)

P6. La moltiplicazione e distributiva rispetto alla somma:
a-(b+c)=a-b+a-c, (2.2.6)

(a+b)-c=a-c+b-c (2.2.7)
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Tutte le relazioni di cui sopra devono valere Va, b, ¢ € A. Se la moltiplicazione
e commutativa, A & detto anello commutativo. Se ammette un elemento
neutro, generalmente indicato con 1, 'anello ¢ unitario.

D2. Dicesi corpo un anello con unita i cui elementi non nulli hanno inverso
moltiplicativo, ovvero

Va#0, Iy:ay=vya=e = vy=a""' =,. (2.2.8)

D3. Un campo ¢ un anello commutativo con unita i cui elementi non nulli
hanno inverso moltiplicativo, ossia un corpo commutativo.

Esempi. I quaternioni (capitoli 8 e 22) formano un corpo non commutativo.
Invece, i numeri razionali Q, i numeri reali R e i numeri complessi C formano
i campi razionale, reale e complesso, rispettivamente.

Controesempio: Sia (G, +) un gruppo abeliano, e si ponga

xy =0Vr,y € G. (2.2.9)

In tal caso, (G,+,-) ¢ un anello commutativo, ma non ¢ unitario se G' non
e ridotto al solo 0. Se n & un intero > 2, I'insieme M, (Q) (M,(R), M,(C))
delle matrici n x n su @ (rispettivamente su R, su C), con I'usuale somma,
e il prodotto righe per colonne, € un anello unitario non commutativo.

2.3 Divisori dello zero

L’equazione (2.2.9) ci spinge a definire il concetto di divisori dello zero, e lo
faremo tramite esempi. Consideriamo dapprima le matrici 2 x 2

= (é 8) s = (8 (1)) . (2.3.1)

o= xu + Yus = (g 2) (2.3.2)

Le matrici della forma

sono dette numeri bireali (Spampinato 1949). Dunque
deta = xy = 0 = 2 = 0 oppure y = 0. (2.3.3)
Siano ora xuj e yus con x # 0 e y # 0. In tal caso troviamo

TUL YUg = Y Urls = 0 (2.3.4)
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0 0
U1Ug = 00/

Esistono dunque due sistemi di numeri bireali che fungono da divisori dello
7€ro:

poiché

zuy, v € R—{0}, yus, y € R —{0}. (2.3.5)

Al fine di fornire un secondo esempio, consideriamo le matrici

w— (é ?) e— (8 (1)) , (2.3.6)

e la loro combinazione lineare

v = zu -+ ye = <g i) . (2.3.7)
Pertanto
detvszZij:O:vzgﬁ:(g g),y#(), (2.3.8)
e notiamo che
yey'e = yy'e? =0, (2.3.9)

poiché

> (00
5_(0 O).

Ne concludiamo che nell’algebra dei numer: duali v = xu + e esiste un solo
sistema di divisori dello zero: ye, y € R — {0}.

2.4 Moduli

In matematica, un modulo € una struttura algebrica che generalizza il concet-
to di spazio vettoriale richiedendo che gli scalari non costituiscano un campo
ma un anello. Un modulo su un anello A € quindi un gruppo abeliano M
su cui e definita un’operazione che associa ad ogni elemento di A e ad ogni
elemento di M un nuovo elemento di M. Nonostante la definizione molto
simile, i moduli possono avere proprieta radicalmente diverse da quelle degli
spazi vettoriali. Ad esempio, non tuttii moduli possiedono una base, e quindi
non e possibile definire una dimensione che li caratterizzi.
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D4. Sia A un anello. Un A-modulo sinistro M & un gruppo abeliano
(M, +) su cui & definita un’operazione A x M — M tale che

a(v+w) = av+ aw, Ya € A, Yo,w € M, (2.4.1)
(a+b)v =av+bv, Ya,be A, Yv e M, (2.4.2)
(ab)v = a(bv), Ya,b € A, Yv € M. (2.4.3)

Analogamente, A-modulo destro € un M su cui e definita un’operazione M x
A — M su cui valgono analoghi assiomi, ma in cui a e b sono scritti a destra
degli elementi di M. Per i moduli destri, la controparte delle condizioni
(2.4.1)-(2.4.3) si scrive dunque come segue:

(v+w)a =va+wa, Ya € A, Yv,w € M, (2.4.4)
v(a+0b) =va+vb, Va,b e A, Yv € M, (2.4.5)
v(ab) = (va)b, VYa,b e A, Yv € M. (2.4.6)

Mentre stando soltanto alle prime due proprieta le due strutture differiscono
solo per una diversa convenzione di scrittura (ovvero l'ordine dei fattori nel-
l'operazione), nella terza si mostra una differenza sostanziale fra loro, in
quanto ab # ba in generale. Se I'anello A ¢ commutativo, allora i concetti di
modulo destro e sinistro coincidono, nel senso che sono una variante di scrit-
tura I'uno dell’altro, e pertanto sono isomorfi. Se M & contemporaneamente
un A-modulo destro e sinistro, e se le due moltiplicazioni sono compatibili,
ovvero se vale

(av)b = a(vb), Ya,b e A, Yv € M, (2.4.7)

allora M e detto bimodulo, o modulo bilatero.

2.5 Proiettivita fra due iperspazi 5,

Nei capitoli 10, 11 e 30 faremo uso delle trasformazioni lineari frazionarie,
che discendono dall’applicazione di concetti di geometria proiettiva. Pertanto
definiamo alcuni concetti di base da qui in poi nel presente capitolo.

Siano dati due iperspazi S, e S, con r > 1, e siano (xy, T2, T3, ..., Tr11) le
coordinate omogenee del punto corrente in S,, e (27, @5, ..., z,., ;) le coordinate
omogenee del punto corrente in S;. Consideriamo la relazione lineare

r+1
:[;;:Zaij xj, V’L:L,T‘Fl (251)
j=1



32 CAPITOLO 2. CONCETTI DI ALGEBRA E GEOMETRIA

che trasforma la (r 4+ 1)-pla (1, ..., z,41) nella (r + 1)-pla (24, ..., 2, ). Me-
diante la (2.5.1) resta quindi fissata una corrispondenza fra i punti di S, ed
i punti di S;. Ad un punto (z;) di S, corrisponde un punto (%) di S}, le
cui coordinate sono date dalle formule (2.5.1). Questa corrispondenza si dice
una proiettivita tra S, e S. (Spampinato 1950). In particolare, se S, e S
sono riferiti ad uno stesso sistema di coordinate, la proiettivita si dice una
proiettivita in 5.

Data la proiettivita w di equazioni (2.5.1), e la proiettivita 7 di equazioni

r+1
¥ = bpa, Vi=1,..,r+1 (2.5.2)
t=1

che porta un punto di S/ in un punto di un iperspazio S/, resta determinata
la proiettivita che porta un punto di S, in un punto di S! avente le equazioni
che si ottengono dalle (2.5.2) sostituendo alle 2’ i valori dati dalle (2.5.1),
ossia avente ’equazione

r+1 r+1
"o
r = E bt E Qg Ty, (2.5.3)
t=1 q=1
ovvero
r+1
"o
T; = E bit ag x4, (2.5.4)
q;t=1

che si puo scrivere pure nella forma

r—+1 r+1
Tl = Z (Z bji atq> T, (2.5.5)

q=1 t=1

Cio posto, indichiamo con (C,s) la matrice prodotto della matrice (b,)
per la matrice (a,s), ovvero poniamo

r+1

Cig =Y _bit ayg. (2.5.6)
t=1

In virtu delle (2.5.6), le (2.5.4) si possono scrivere nella forma

r+1

¥ = Cigug, j=1,..,r+ L. (2.5.7)
qg=1

La proiettivita di Eq. (2.5.3) (oppure (2.5.4), (2.5.5), (2.5.7)) si dice la
proiettivita prodotto delle proiettivita w e m, e si indica con 7w.
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2.6 Trasformazioni tra gli elementi di un in-
sieme

Consideriamo un insieme [ di elementi e supponiamo che sia data una legge
L la quale faccia corrispondere ad ogni elemento a di I un elemento o’ di I:

L:ael—La)=d e€l,Vael, (2.6.1)

e che esista la legge L™!, che si dice inversa di L, che faccia corrispondere
all’elemento a’ 1’elemento a:

Lt:del—-L'd)=acl. (2.6.2)

Si dice allora che L e una trasformazione tra gli elementi di /.

2.7 Gruppi di trasformazioni

Consideriamo un insieme G di trasformazioni applicate tutte ad un insieme di
punti (o varieta, cf. capitolo 3). Se ogni trasformazione dell’insieme ¢ dotata
di inversa, la quale appartiene all’insieme stesso, e se inoltre il prodotto di
due trasformazioni di G' e ancora una trasformazione di questo insieme, si
dice che G costituisce un gruppo di trasformazions.

Ad esempio, se consideriamo nel piano reale euclideo una traslazione

¥=z+a, ¥y =y+b, (2.7.1)

I'insieme di tutte le traslazioni che si ottengono facendo variare a e b nel
corpo dei numeri reali costituisce un gruppo. Le proiettivita (2.5.1) pure
costituiscono un gruppo di trasformazioni.

2.8 Concetto generale di geometria

Una proprieta dicesi invariante rispetto ad un gruppo G di trasformazioni
quando essa non si altera per una qualunque trasformazione di G. Ad
esempio, sulla retta il birapporto di quattro punti P, P, P3, Py:
(P — P3)(Py — Py)

(P — Py) (P, — P3)’

ove (P, — P;) denota la lunghezza del segmento orientato da P, a P;, ¢
invariante rispetto al gruppo delle proiettivita della retta.

b(Pr, Py, P, Py) = (2.8.1)

Definizione. Costruire una geometria significa assegnare un insieme di ele-
menti ed un gruppo di trasformazioni operanti su questi elementi, e studiare
le proprieta dell’insieme invarianti per le trasformazioni del gruppo.
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2.9 Alcuni esempi di geometria

In un piano reale o complesso proiettivo, consideriamo tutte le proiettivita
non degeneri, ciascuna di equazioni

l'/ = anx -+ ay + &13t, (291)
Y = anx + axny + asst, (2.9.2)
t/ = a31Z + as2y + Cngt, (293)

con det(a;;) # 0 e con le a;; reali o complesse.

Fra le proiettivita del piano, consideriamo le affinita, ossia le proiettivita
nelle quali la retta impropria corrisponde a se stessa. Le equazioni di una
affinita si ottengono dunque dalle (2.9.1)-(2.9.3) ponendo a3 = asy = 0.

Poiché una affinita fa corrispondere punti propri a punti propri, possiamo
considerare un’affinita come una corrispondenza fra i punti di un piano reale
o complesso euclideo, e le sue equazioni si possono scrivere (dividendo le
(2.9.1)-(2.9.3) per ag3 e passando a coordinate non omogenee)

x=2y=Y (2.9.4)
/ t

Tl ey 08 vy (205)

t’ ass t ass t ass3

y'=2£ D2 DY B X 4y 4+ (2.9.6)
t ass t ass3 t ass

Le affinita formano anch’esse un gruppo, denotato con A, che & un sottogrup-
po delle proiettivita P. Infatti evidentemente I'inversa di una affinita ¢ una
affinita. Se poi consideriamo due affinita, la prima di esse fa corrispondere
alla retta impropria se stessa ed anche la seconda fa corrispondere alla ret-
ta impropria se stessa, sicché la retta impropria e preservata anche per il
prodotto delle due affinita, che quindi risulta una affinita.

Fra le affinita di un piano reale euclideo consideriamo le similitudini, ov-
vero quelle particolari affinita che mantengono costante il rapporto tra due
segmenti omologhi. Vogliamo dimostrare che anche le similitudini costitu-
iscono un gruppo, S, sottogruppo di A e quindi anche di P. Infatti, che
I'inverso di una similitudine sia una similitudine, e evidente. Se poi s; e sy
sono due similitudini, siano A", B" gli omologhi di due punti A e B rispetto a
s1, ed A”, B"” gli omologhi di A’ e B’ rispetto a s,. La similitudine prodotto
s981 fa corrispondere ad A, B rispettivamente A”, B”. Si ha

AIB/ B A//B//
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con o0y, 09 costanti, e quindi, essendo

A//Bl/ A//B// A/B/

AB  A'B' AB’ (2.98)
si trova
A//B//
qg — 20 = costante. (2.9.9)

Quindi il prodotto siso delle due similitudini, mantenendo costante il rap-
porto A;;l;” tra due segmenti omologhi, ¢ una similitudine.
Si hanno dunque tre gruppi P, A, S, e in corrispondenza a questi tre gruppi

si hanno tre geometrie:

(a) Geometria proiettiva del piano proiettivo reale o complesso, che studia
le proprieta invarianti rispetto alle proiettivita (2.5.1).

(b) Geometria affine del piano euclideo reale o complesso che studia le
proprieta invarianti rispetto alle affinita.

(c) Geometria euclidea del piano reale euclideo, che studia le proprieta
invarianti rispetto alle similitudini.

Per costruzione, tutte le proprieta della Geometria (a) sono pure proprieta
della (b) ma non viceversa, cosi pure le proprieta della (b) sono proprieta della
(c), ma non viceversa. Ovvero, il numero delle proprieta va aumentando
quando si passa dalla Geometria proiettiva alla Geometria affine, e da questa
alla Geometria euclidea.

Si dice dunque che la geometria euclidea ¢ derivata dalla geometria affine,
che a sua volta e derivata dalla geometria proiettiva.

Per studi ulteriori di algebra astratta, consigliamo di cominciare dal trat-
tato di Curzio et al. (2014), mentre per una trattazione orientata verso la
fisica teorica consigliamo l'opera di Balachandran et al. (2010). La ricer-
ca moderna in fisica teorica sta anche applicando un altro concetto astrat-

to, quello di gruppoide, per il quale rimandiamo al lavoro in Ciaglia et al.
(2019a,b), Ciaglia et al. (2022).

2.10 Descrizione proiettiva di una retta

Siano (xg, x1) coordinate proiettive omogenee su una retta. Due casi possono
0
presentarsi:

(i) Se x1 # 0, & definita la divisione per z1, e possiamo passare alle coordinate
proiettive non omogenee

(%’%) = (i—?l) — (a,1). (2.10.1)
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(ii) Se 1 = 0, non & definita la divisione per x, e possiamo passare invece
alle coordinate proiettive non omogenee

<@, ﬁ) = (1,0). (2.10.2)

To To

Il punto (1,0) ¢ il punto all’infinito nel linguaggio della geometria proiettiva,
che appare dunque particolarmente adatta a trasportare al finito gli insidiosi
punti all’infinito della matematica. Questa proprieta verra sfruttata in un
calcolo originale nel paragrafo 33.2.



Capitolo 3

Varieta topologiche e varieta
differenziabili

3.1 Spazi topologici

I concetti di insieme aperto e intorno di un punto trovano compiuta espres-
sione nella teoria degli spazi topologici, che sono di fondamentale importanza
in analisi e in geometria.

Dato un insieme astratto S e un suo sottoinsieme proprio A: A C S,
la frontiera topologica di A, denotata mediante FA, e l'insieme dei punti
che non sono né interni né esterni ad A. L’insieme A ¢ aperto (un campo in
analisi) se

FACS-—A (3.1.1)

Negli spazi metrici M (vedasi paragrafo 3.2) esiste una nozione naturale di
intorno di un punto: dicesi intorno di z € M ogni insieme che contiene
propriamente una palla centrata in x. Ma se lo spazio non fosse metrico,
cosa potremmo dire? Originariamente si ragionava come segue.

Uno spazio topologico consiste della coppia (S, {Z(x)}), ove {Z(z)} denota
una famiglia di intorn:i di x, Vo € S, che deve avere le seguenti proprieta:

(1) Ogni = € S ammette almeno un intorno, ed ¢ contenuto in ogni suo
intorno, ovvero:

VeeS, 3Z(x),ex e J ¥V Je{Z(x)}. (3.1.2)
(2) Possono sempre trovarsi intorni Z(x), J(z), K(x) € {Z(x)} tali che
K(z) C Z(z) x J(x). (3.1.3)

37



38CAPITOLO 3. VARIETA TOPOLOGICHE E VARIETA DIFFERENZIABILI

(3) Se y appartiene ad un intorno di z, esiste un intorno di y contenuto
propriamente in un intorno di x:

y € I(r) = II(y) C I(x). (3.1.4)

(4) Se x e y sono punti di S tra loro distinti, esistono sempre intorni di tali
punti che sono disgiunti. In simboli, si scrive che

rey€S, x#y= 3L(x),Z(y): Z(x)( Z(y) = 0. (3.1.5)

Quest’ultima condizione esprime il postulato di Hausdorff.
Nella letteratura moderna, uno spazio topologico e definito nel modo
seguente:

D1. Siano X un insieme qualsivoglia, e 7 una collezione di sottoinsiemi di
X. La coppia ordinata (X, 7) si dice spazio topologico se sono soddisfatte le
seguenti tre condizioni:

(i) Sia X che l'insieme vuoto ) appartengono a 7.

(ii) Una qualunque collezione {G,}, finita o infinita, di elementi di 7 possiede
la proprieta

U Gy, €T, seG, €T1Va. (3.1.6)

Ovvero 7 e chiusa rispetto all’'unione numerabile dei G,,.

(iii) Una qualunque collezione finita {G1, ..., G, } soddisfa la condizione

(Ga € 7 (3.1.7)
a=1

Ovvero 7 ¢ chiusa rispetto all’intersezione finita dei G,,.

Se (X, 7) € uno spazio topologico, gli elementi di 7 si chiamano insiemi
aperti o, semplicemente, gli aperti di X. Un sottoinsieme U di X ¢ chiuso
se il complemento di U in X, che viene indicato come X — U, ¢ un insieme
aperto.

Poiché il complemento del complemento di U e U stesso, si dice che un
insieme ¢ aperto quando il suo complemento e chiuso. La nozione di spazio
topologico permette, quindi, di introdurre gli insiemi aperti e quelli chiusi.
E importante osservare che, pur avendo definito uno spazio topologico come
coppia ordinata (X, 7) dove 7 & una topologia nellinsieme X, si parla nor-
malmente dello spazio topologico X, ovvero omettendo la scrittura di 7. Due
proprieta frequentemente incontrate dagli spazi topologici di interesse sono
la connessione e la compattezza.
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D2. Uno spazio topologico X si dice sconnesso se esistono due sottoinsiemi
di X non vuoti A e B tali che

ANB=10, AUB=X. (3.1.8)

Uno spazio topologico X si dice connesso se non e sconnesso. Un esempio di
insieme connesso € 'insieme R dei numeri reali; esempi di insiemi sconnessi
sono 'insieme ) dei numeri razionali e l'insieme [0, 1] U [2, 3].

Per introdurre la compattezza abbiamo bisogno di una definizione pre-
liminare: quella di ricoprimento aperto di un insieme K C X dove X € uno
spazio topologico.

D3a. Una collezione di insiemi { F, } ¢ detta essere un ricoprimento di K’ C X
se I'unione di tutti gli F, contiene K:

K c|JF.. (3.1.9)

Se tutti gli insiemi F,, sono aperti, il ricoprimento ¢ detto ricoprimento aperto.

D3b. Un insieme K C X ¢ compatto se ogni ricoprimento aperto di K con-
tiene un sottoricoprimento finito. Ovvero, se {F,} ¢ una collezione di insiemi
aperti la cui unione contiene K, anche I'unione di un’opportuna famiglia fini-
ta di {F,} contiene K. In particolare, se lo stesso X ¢ compatto, X e detto
essere uno spazio compatto. Invero, ¢ anche possibile definire la compat-
tezza di X richiedendo che ogni successione di punti di X ammetta almeno
un punto di accumulazione. Qui ci limitiamo ad anticipare che uno spazio
metrico (paragrafo 3.2) & sequenzialmente compatto se da ogni successione
{x,} in esso si puod estrarre una sottosuccessione convergente verso un punto
dello spazio metrico. Per il confronto delle varie definizioni di compattezza,
si rimanda ai corsi di analisi funzionale (e.g. Carbone e De Arcangelis 2022).

Per quanto riguarda le funzioni definite su uno spazio topologico ed a valo-
ri in un altro spazio topologico, nel seguito lavoreremo con funzioni continue
e con omeomorfismi, che quindi passiamo a definire.

D4. Se X e Y sono due spazi topologici, e se f € una applicazione di X inY,
si dice che f ¢ continua se f~1(V) & un aperto per ogni aperto V' contenuto
inY.

D5. Dati due spazi topologici X ed Y, un’applicazione biunivoca f : X — Y
[tale dunque che punti distinti abbiano immagini distinte (f iniettiva), e per
la quale f(X) =Y (f surgettiva)| che sia continua assieme alla sua inversa,
si dice omeomorfismo di X su Y. Se esiste un omeomorfismo di X su Y, gli
spazi X ed Y si dicono omeomorfi.
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3.2 Spazi metrici

Una classe di spazi topologici spesso incontrata in fisica consiste negli spazi
metrici.

D6. Uno spazio metrico & una coppia ordinata (X, d) ove X € un insieme e
d una funzione distanza definita su X x X e avente le seguenti proprieta:

0 <d(z,y) < oo, (3.2.1)
dz,y) =0 z =y, (3.2.2)
d(z,y) =d(y,x), (3.2.3)
d(z,y) < d(z,z) +d(z,vy). (3.2.4)

La (3.2.4) e detta disequaglianza triangolare. Puo essere formativo osservare
che la proprieta di simmetria (3.2.3) puo esser fatta discendere dalle altre.
All'uopo, si fa uso della (3.2.2) e si scrive la (3.2.4) nella forma

d(w,z) <d(y,z) +d(y, 2),

ponendo ivi z = x una volta, z = y una seconda volta. Nel primo caso si trova
0 < 2d(y, z), ovvero d(x,y) > 0. Nel secondo caso si trova d(z,y) < d(y, ).
Si sfrutta alfine 'arbitrarieta in x e y per scambiarli tra loro, da cui anche
d(y,x) < d(x,y). Entrambe le maggiorazioni valgono V z,y € X, da cui la
desiderata simmetria (3.2.3) della funzione distanza. Questa tecnica viene
usata di sovente in matematica: due funzioni f e g sono eguali se si riesce a
dimostrare la validita di ambo le relazioni f < ge f > g.

Sex e X er >0, la palla aperta con centro x e raggio » > 0 ¢ 'insieme

B(z,r)={y e X : d(z,y) <r}. (3.2.5)

Se 7 ¢ la collezione di tutti gli insiemi £ C X che sono unioni arbitrarie di
palle aperte, 7 € una topologia in X. Quindi uno spazio metrico € uno spazio
topologico la cui topologia ¢ generata dalla sua metrica, e scriviamo

T = {EeX: E:UB(Q)(:U,T)}. (3.2.6)

Un esempio immediato di spazio metrico e lo spazio euclideo R"™, dato da
tutte le n-ple ordinate di numeri reali (z',...,2") con 2 € R, Vi =1,...,n.
L’usuale distanza euclidea tra i punti z = (2!, ...,2") e y = (3!, ...,y"), data
da

d(z,y) = (Z(ﬁ' —W) : (3.2.7)

i=1
definisce infatti una metrica su R"”.
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3.3 Varieta topologiche

Una volta introdotti gli spazi topologici, e presentati gli spazi matrici come
un particolare tipo di spazio topologico, passiamo a definire il concetto di
varieta.

D7. Una warieta topologica € uno spazio topologico M con la seguente pro-
prieta: se x € M, esiste un intorno U di x e un intero n > 0 tali che U ¢
omeomorfo a R". Con i noti simboli, scriviamo che

Vee M, 3U € {Z(x)}, 3n > 0: U omeomorfo a R". (3.3.1)

Il numero intero n che compare in questa definizione e detto la dimensione
di M.

L’esempio piu semplice di varieta topologica ¢ tutto R™: per ognix € R"
possiamo infatti prendere I'intorno U di x come coincidente con R™. Un altro
esempio semplice di varieta topologica ¢ una palla aperta in R”. In analogia
alla (3.2.5), una palla aperta in R" con centro z e raggio p ¢ definita come
I'insieme

B(z,p)={y € R": d(z,y) < p}. (3.3.2)

Per ogni punto appartenente ad una palla aperta in R™ possiamo prendere
U coincidente con 'intera palla aperta. Siccome una qualunque palla aperta
in R™ e omeomorfa a R”, concludiamo che una palla aperta e una varieta
topologica. Questo secondo esempio implica che un qualunque sottoinsieme
aperto V di R™ e una varieta topologica. Infatti, per ogni z € V, possiamo
scegliere come intorno U di x una palla aperta tale che x € U C V.

3.4 Varieta differenziabili

Abbiamo appena visto che una varieta topologica e essenzialmente uno spazio
topologico che e localmente omeomorfo allo spazio euclideo R™ per un certo n.
Per costruire le varieta differenziabili, che racchiudono come caso particolare
le curve e superfici della geometria differenziale classica, avremo bisogno di
considerare applicazioni piu lisce degli omeomorfismi. A tal fine premettiamo
dunque la definizione di applicazione di classe C", r essendo un intero > 0.

D8. Una applicazione ¢ da un insieme aperto O di R" in un insieme aperto
O' di R" si dice di classe C" se le coordinate (2", ..., z"") del punto immagine
#(p) in O’ sono funzioni delle coordinate (z,...,2") di p in O tali che le loro
derivate fino a quella di ordine r esistono e sono continue. Se una applicazione
e di classe C" per ogni intero r comunque elevato, essa e detta infinitamente
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differenziabile. Per applicazione di classe C° si intende una applicazione
continua.

Fatta questa premessa, introduciamo la definizione di varieta differenzia-
bile:

D9. Una varieta differenziabile M, n-dimensionale, di classe C", ¢ uno spazio
topologico M con un atlante {(U,, ¢o)} di classe C", ossia una collezione di
carte (Uy, ¢o) dove gli U, sono sottoinsiemi di M e le ¢, sono omeomorfismi
dei corrispondenti U, in insiemi aperti di R" tali che:

(i) Gli U, ricoprono M, ovvero

M= U, (3.4.1)

(ii) Se U, Us # 0, l'applicazione
$a @ ¢5" 1 p(Us NUp) = ¢pa(Us N Up) (3.4.2)

e una applicazione di classe C" di un sottoinsieme aperto di R™ in un sot-
toinsieme aperto di R™ (Fig. 3.1).

[ -
/\\\ ‘é? /‘[\ o ) w
\\ - | o
/ g ) ’ ( /«\)
[ )t

Figura 3.1: Corrispondenza tra i punti di una varieta differenziabile e i punti
dello spazio euclideo a n dimensioni.

Ciascun sottoinsieme U, di M ¢ un intorno di coordinate locali con le
coordinate locali * (a = 1, ..., n) definite dall’applicazione ¢,. Ovvero, sep €
U, C M, le coordinate dip sono le coordinate di ¢,(p) in R™. La condizione
(ii) nella definizione D9 garantisce che, nella regione di intersezione di due
intorni di coordinate locali, le coordinate in un intorno sono funzioni di classe
C" delle coordinate nell’altro intorno, e viceversa.
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Un atlante si dice compatibile con un dato atlante di classe C" se la
loro unione e un atlante di classe C" per M. L’atlante costituito da tutti
gli atlanti compatibili con un dato atlante ¢ detto atlante completo della
varieta. L’atlante completo fornisce quindi I'insieme di tutti i possibili sistemi
di coordinate che ricoprono M.

Sulla varieta differenziabile M e possibile definire una topologia assumen-
do che gli insiemi aperti di M siano costituiti da unioni di insiemi U, ap-
partenenti all’atlante completo. Tali U, dell’atlante completo si dicono in-
torni aperti di coordinate. Questa topologia rende ciascuna applicazione ¢,,
un omeomorfismo da U, in un sottoinsieme aperto di R”, e ritroviamo in
tal modo la definizione D7 di varieta topologica. Nell’ambito delle varieta
differenziabili, possiamo assumere che le ¢, ® gbgl siano di classe C'*°, oppure
di classe C" con r finito, a seconda dei casi.

3.5 Carte per la 1-sfera
La 1-sfera, definita come
St={(z,y) € R*: 2 +y* =1}, (3.5.1)

¢ una varieta di classe C™, ed ¢ una sottovarieta unidimensionale di R?. Un
insieme di carte per essa e il seguente:

Uy ={(z,y) € S': >0}, d1(z,y) = v, (3.5.2)
U ={(z,y) € S': <0}, ¢afz,y) = v, (3.5.3)
Us = {(x,y) e St:y> 0}, os3(z,y) = x, (3.5.4)

U= {(z,y) € S': y<0}, ¢a(z,y) == (3.5.5)

Osserviamo che, sebbene le funzioni ¢; siano state scritte come funzioni di
entrambe le coordinate z e y, in realta si sottintende che = e y soddisfano la
condizione 22 4 y? = 1, e dunque la 1-sfera & uno spazio unidimensionale.
Allo scopo di dimostrare che le funzioni di transizione sono infinitamente
differenziabili, consideriamo come esempio l'intersezione di U; e Us:

UinUs={(z,y) € S': >0, y>0}. (3.5.6)

Dalla relazione x? + y* = 1 considerata per valori positivi di y si ottiene
y =1 —22. Quindi, in U; N Uz si ha

y=v1—2% x €]0,1], y €]0,1], (3.5.7)
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da cui segue che

o3 (7) :(x, V1-— x2> = (x,y), (3.5.8)

e infine

01O g3t (r) =y =V1— 22 (3.5.9)

che ¢ infinitamente differenziabile sull’intervallo z € ]0,1[|J vy € ]0, 1].

3.6 Carte per la 2-sfera

La 2-sfera S? & definita come la varietd bidimensionale

S? = {($1,$2,I3> € R%: Z(xk)Q = 1} . (3.6.1)

k=1

Per ricoprire S? occorrono sei intorni di coordinate, ovvero

Uy ={(z1,29,23) : 1 >0, 29 €] —=1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.2)
Uy ={(z1,m9,23) 1 1 <0, 29 €] —1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.3)
Us = {(z1,m9,23) 1 23>0, 2y €] —1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.4)
U= {(z1,m9,23) 1 22<0, 2y €]—-1,1], z3 €] —1,1[}, (3.6.5)
Us = {(z1,m9,23) 1 23>0, 2y €] —1,1], zo €] —1,1[}, (3.6.6)
Us = {(z1,m9,23) 1 23<0, 2y €] —1,1], 20 €] —1,1[}. (3.6.7)

3.7 Proiezione stereografica per la n-sfera

La n-sfera S™ ¢ definita come un insieme immerso nello spazio euclideo (n +
1)-dimensionale mediante la condizione

St={rzeR": z.-x=1}, (3.7.1)
dove
n+1
r-ox = Z(ack)2 (3.7.2)
k=1

Dimostriamo ora che S™ & una varieta differenziabile e che quindi ¢ una
sottovarieta di R"™! mediante le proiezioni stereografiche dai poli nord e sud
di S™.
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Denotiamo con N e 8 rispettivamente il polo nord ed il polo sud di S™,
ossia 1 punti

N - (Nl, NQ, ceey Nn+1) = (O, 0, ceey 1), S == (Sl, Sg, ceey Sn+1) == (0, 0, ceey —1)
(3.7.3)
Consideriamo inoltre i due seguenti insiemi:

UlESn—N, UQESn—S, (374)

ed osserviamo che U; ed U, ricoprono S™, ossia S™ = Uy |JU,. Calcoliamo
ora le proiezioni stereografiche ¢; e ¢, dai poli nord e sud rispettivamente,
e facciamo vedere che I'insieme delle due carte (Uy, ¢1) e (Us, ¢2) costituisce
un atlante di classe C*° per la n-sfera S™. Siccome U; ed Us, come abbiamo
gia visto, ricoprono S™, si tratta di dimostrare che, nella regione di sovrap-
posizione U; (U, la funzione ¢ ® ¢;' & una applicazione infinitamente
differenziabile.

Iniziamo a determinare la proiezione stereografica ¢, dal polo nord. A tal
fine, preso un punto z € Uy, tracciamo la retta passante per il punto N nella
direzione che va da N verso x, e determiniamo l'intersezione di questa retta
con liperpiano R™ di R™™!. Prima di eseguire questo calcolo esplicitamente
ricordiamo che, per ogni coppia di punti p = (p1,....,pn) € ¢ = (q1, .., ¢n) In
R"™, si definisce segmento orientato da p a ¢ il vettore

v :p_q: (ql _pla“'7Qn_pn>' (375)

Ricordiamo inoltre che la retta in R", passante per un punto p = (py, ..., pn)
e avente la direzione di un vettore v = (vy,...,v,) consiste dei punti x =
(21, ..., z,) le cui coordinate sono date da

T =pr +ut,Vk=1,..,n, t € R, (3.7.6)

o, in forma ancora piu concisa, x = p + vt. La variabile ¢ ¢ detta parametro
e la (3.7.6) si dice rappresentazione parametrica della retta.

Fatte queste premesse, scriviamo [’equazione parametrica della retta in
R™! passante per il polo nord N ed avente la direzione del vettore u =
r—N = (21,29, ..., 1,41 — 1), essendo x un generico punto appartenente a
Uy = S™—N. In virtu della (3.7.6), tale equazione parametrica ¢ data da

r, =tag, Vk=1,...n; x| =1+ t(xp —1). (3.7.7)

Le coordinate del punto di intersezione di questa retta con l'iperpiano di
equazione z,_, = 0, ossia l'iperpiano passante per l'origine (0,0,...,0) e
perpendicolare all’asse x,, 1, si ottengono risolvendo il seguente sistema:

r, =teg, Vk=1,...n; x,,; =1+ t(xpp — 1),2),,; =0. (3.7.8)
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Dalle ultime due equazioni di questo sistema si puo ricavare il parametro t:

1
A et (3.7.9)

Quindi la proiezione stereografica dal polo nord e I'applicazione
¢1ZU1:Sn—N—>Rn

definita tramite la relazione

I e
¢1 L1y ey Ty Tpy1) = ( g ey > e R™ 3.7.10
( + ) (1 _ xn+1> (1 _ xn+1> ( )
Analogamente calcoliamo ¢3. Preso un generico punto x appartenente a
Uy = S™ — 8, 'equazione parametrica della retta passante per il polo sud ed
avente la direzione di z — & = (21,...,Tp11 + 1) €

x, =txy, Ye=1,..,n; 2, = =14+ t(xpp1 + 1). (3.7.11)

Per determinare le coordinate del punto di intersezione di questa retta con

I'iperpiano di equazione z;,,; = 0, bisogna risolvere il sistema

xy =trg, Vh=1,..,n; = —1+t(xp1 +1), z,,, =0. (3.7.12)

Le ultime due equazioni di questo sistema implicano che

1
= —— 7.1
AT zn)’ (3.7.13)

e sostituendo questo valore di ¢ nelle prime n equazioni del sistema (3.7.12)

si trova
/ T

T = —=
g (1 +xn+1)

La proiezione stereografica dal polo sud e quindi ’applicazione

L VE=1,..,n. (3.7.14)

¢22 UQZSn—S%Rn

definita tramite la relazione

I Ty
o Ti) = e R". 3.7.15
¢2(:I"1 x +1) ((1+$n+1) (1+$n+1)) ( )

Le applicazioni ¢; e ¢9 sono omeomorfismi da U; su R".
Determiniamo ora ’applicazione inversa

¢I11 Rn—>U1:Sn—N
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Preso un generico punto y = (y1, ..., yn) € R"™ denotiamo con
Tr = (33'1, .-.,xn+l) < U1 = 5" —N

il punto di intersezione della retta, passante per N ed intersecante in y I'iper-
piano R™ di equazione x,,+; = 0, con la sfera S™. Per definizione di proiezione
stereografica dal polo nord, le coordinate di y € R"™ sono legate a quelle del
punto x € U dalle relazioni

= (1 —Zpi1)yp, VE=1,.. n. (3.7.16)

Poiché il punto x giace sulla n-sfera, le sue coordinate devono soddisfare

I’equazione
n+1

D (z)’ =1 (3.7.17)

k=1
Inserendo la (3.7.16) in tale formula, e ponendo

n

on = (1) (3.7.18)

=1

troviamo per x,1 ’equazione di secondo grado

(14 0)(@011)* = 2042041 + (0, — 1) =0, (3.7.19)
che viene risolta da L
On
Tpy] = ——————. 3.7.20
+1 (O_n + 1) ( )

In tale formula, possiamo solo accettare il segno — al numeratore, poiché per

ipotesi z appartiene a U; = S™ — N, e dunque non pud essere eguale ad 1.

Quindi la (n + 1)-ma coordinata del punto immagine ¢, (y) = z &
(o — 1)

R (3.7.21)

In virtu delle (3.7.16), questa relazione permette di esprimere le prime n
coordinate di z = ¢;'(y) nella forma

2y

—— Vk=1,..,n. 3.7.22
(O’n—"—l)’ ) 7/n’ ( )

T =

Concludiamo pertanto che I'applicazione ¢;' : R* — U; = S™ — A associa
ad un generico punto y di R" il punto in U; dato da

_1 B 211 2y, (on—1)
Gr (Y15 s Yn) = <<0n et o 1)> . (3.7.23)
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Consideriamo ora l'intersezione UyNUy = S™— (N, S). Dalle relazioni (3.7.15)
e (3.7.23), che definiscono 'azione di ¢y e (¢1) ! rispettivamente, si deduce
che I'applicazione ¢ ® (¢;)~! associa ad ogni punto

y=(1, ) € 01(hNls) C R

il punto di coordinate

2Yk

(on+1) V=1, ..n

(on=1)"
1 + (on+1)

ovvero il punto

s € (tinty) C R

[yl
L’applicazione ¢y ® ¢;' ¢ quindi un omeomorfismo. Possiamo allora con-
cludere che la n-sfera ha un atlante che consiste di due carte definite dalle
proiezioni stereografiche dai poli nord e sud.

Il materiale in questo paragrafo origina da una tesina che Stefania Marra,

dottoranda di ricerca dell’Universita di Salerno, scrisse nel 1993 dopo aver
seguito un mio corso di geometria differenziale.



Capitolo 4

Varieta regolari di R"

4.1 Varieta m-dimensionali di R". I

Questo capitolo, che si basa sul lavoro in Prodi (1974), ¢ dedicato al concetto
di varieta m-dimensionale di R", che trova applicazione, ad esempio, alle
varieta di interesse per i capitoli 25 e 26. Presenteremo le varieta in due
modi complementari, ovvero come immagine e come immagine inversa.

Un insieme I' C R™ prende il nome di varieta differenziabile m-dimensionale
se e dotato della seguente struttura: per ogni punto p € I' si possono trovare
un intorno W di p in R, un insieme aperto U C R™ ed una applicazione

. U—->I'NW

che sia un omeomorfismo. Inoltre, si richiede che I’applicazione ® sia di classe
C!, ed abbia matrice derivata di rango m in ogni punto.

Con l'ausilio di una scrittura piu esplicita, rappresentando ’applicazione
® mediante le equazioni

1 = o1(U, Uz, .oy Upy), (4.1.1)
) :@2<U1,U2,...,um), (412)
Ty, = pn(Ur, ug, ..., Up,), (4.1.3)

si richiede che le ; abbiano derivate prime continue e che la matrice

91 Op1 Op1.
ou1 Ouso Tt Qum
Op2  Op2 92
ouq Ousg T Oum (414)
O¢n Opn Opn
ouq Ous 7 Oum

49
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abbia in ogni punto un minore di ordine m non nullo.

L’omeomorfismo ® consente dunque di introdurre le coordinate locali
Uy, Us, ..., Uy, Per rappresentare i punti di I' appartenenti all'intorno W. Le
funzioni ¢; possono eventualmente avere ulteriori proprieta di regolarita, ad
esempio possedere derivate continue fino all’ordine k. In tal caso si parla di
varieta regolare di classe C*.

La condizione teste imposta alla matrice (4.1.4) ¢ particolarmente espres-
siva. Per interpretarla, consideriamo per semplicita il caso n = 3, m = 2,
nel qual caso la varieta pud essere chiamata una superficie in R3. Indicando
come di consueto con (z,y,2) le coordinate del punto di R e con (u,v) i
parametri, scriviamo le (4.1.1)-(4.1.3) nella forma

r=p(u,v), y=x(u,v), z=1(u,v). (4.1.5)

L’imporre alla matrice derivata di avere caratteristica 2 equivale ad affermare
che i due vettori

sono indipendenti. Questo significa che sulla superficie le linee coordinate
u=costante e v=costante sono dotate di tangente in ogni punto, e che le due
tangenti spiccate per uno stesso punto alle due linee coordinate passanti per
esso si intersecano sotto un angolo che e diverso da 0 e da .

La condizione posta sulla matrice derivata ha un’ulteriore importante
conseguenza. Ritornando al caso generale, supponiamo ad esempio che, in
un certo punto @ = (uy, U, ..., Uy,) € U sia non nullo il determinante formato
dalle prime m righe della matrice (4.1.4). Allora, per il teorema d’inversione
locale, € possibile ricavare uq,us, ..., u,, in funzione di xi,xo, ..., x,,. Sos-
tituendo nelle rimanenti n —m equazioni, si riesce a rappresentare I';, almeno
in un intorno abbastanza piccolo del punto T = ® (@), nel seguente modo:

Tm+1 = hl(ﬁfl,l’g,...,xm), (416)

Tm+2 = hg(l’l,l'g,...,l’m), (417)

Ty, =y (21, T2, ooy T (4.1.8)
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Pertanto, una varieta m-dimensionale &, localmente, un grafico cartesiano
con base in un aperto di uno spazio lineare m-dimensionale di R" generato
da un sottoinsieme della base canonica di R™. Tale spazio lineare che serve
da base per il grafico puo cambiare da punto a punto: lo si comprende subito
pensando alla 2-sfera in R3.

In generale, non si puo rappresentare tutta la varieta I' con un unico
omeomorfismo ® (ossia con un unico sistema di coordinate locali). Ad esem-
pio, nel precedente capitolo abbiamo esibito le carte per la 2-sfera in R?, ma
essa non puo essere rappresentata mediante un unico sistema di coordinate.
Se infatti cosi fosse, si avrebbe un omeomorfismo tra la 2-sfera, che e uno
spazio compatto, ed un aperto di R?, che non pud essere uno spazio compat-
to. Osserviamo poi che, come la proiezione stereografica del capitolo 3 ci fa
vedere, togliendo alla 2-sfera un solo punto, ovvero il polo della proiezione,
si ottiene uno spazio omeomorfo a R2.

E spesso possibile rappresentare una varieta come immagine di un’unica
applicazione, qualora si rinunci alla natura iniettiva di questa. Consideriamo
ad esempio la 2-sfera centrata nell’origine e avente raggio r. Essa puo essere
rappresentata parametricamente mediante le ben note equazioni

xz =1 sin(f) cos(p), (4.1.9)
y =1 sin(f) sin(p), (4.1.10)
z =1 cos(f), (4.1.11

\

ove la colatitudine 6 varia in [0,7] e la longitudine ¢ varia in [0,27]. E
immediato riconoscere che, per ogni valore di #, i due punti (0,0) e (2m,0)
vengono portati in uno stesso punto; inoltre, ciascuno degli insiemi {(¢,0)}
e {(¢, )} viene portato in un unico punto (questi due punti sono i poli della
2-sfera).

4.2 Varieta m-dimensionali di R". 11

Studiamo ora il secondo modo di presentare le varieta regolari m-dimensionali.
All’uopo, definiamo r» = n — m e sia ' un insieme non vuoto costituito dalle
soluzioni del sistema di equazioni

gl(xbaj?a"')xn) :()7 (421)

gQ(xlaanv"')xn) :()7 (422)

9r(T1, T2, ey Tp) = 0, (4.2.3)



52 CAPITOLO 4. VARIETA REGOLARI DI RN

ove le funzioni g; definite in R™ sono per ipotesi di classe C* e tali che la
matrice

991 ¢ 991
T P . . 2
992 Og2 992
dx1 Oz ' Oam (4.2.4)
99r  Ogr. 9gr.
dx1 Oz " Oam

abbia in ogni punto rango r (ossia il massimo rango che puo avere, essendo
r < n). Allora Iinsieme I' si puo ancora dire varietd m-dimensionale di
classe C'. In tal modo I' & riguardato come immagine inversa dell’origine,
nell’applicazione

G: R"— R"

definita dai primi membri delle (4.2.1)-(4.2.3).

Esempio 4.1. In R3, la 2-sfera di equazione
P4yt + 2 —-1=0 (4.2.5)
¢ una varieta, poiché

grad(z® + y* + 22 — 1) # 0 su S% (4.2.6)

Esempio 4.2. In R*, riferito alle coordinate x,y, v, t, 'insieme
[={(z,y,v,t): +y* =1, 0"+t =1} (4.2.7)

¢ una varieta bidimensionale. Si noti inoltre che la varieta (4.2.7) & omeo-
morfa al prodotto di due circonferenze, e dunque ¢ omeomorfa ad un toro.

Piu in generale, si chiama ancora varietd m-dimensionale di classe C'* un
insieme I' che sia rappresentabile localmente, ovvero in un intorno di ogni suo
punto, mediante un sistema del tipo (4.2.1)-(4.2.3), con le proprieta enunciate
sopra. In altri termini, non richiediamo pit che le funzioni g; siano definite
in tutto R”, e ci accontentiamo di poterle prendere, in modo opportuno, in
un intorno sufficientemente piccolo di ciascun punto di I'.

In virtu di questa interpretazione piu ampia, il concetto ora introdotto
e del tutto equivalente a quello definito nel paragrafo precedente. Per di-
mostrarlo, facciamo vedere che anche le varieta definite localmente da un
sistema del tipo (4.2.1)-(4.2.3) sono, in un intorno abbastanza piccolo di
ciascun loro punto, varieta cartesiane. A tal fine supponiamo che, fissato un
punto p € T', la matrice (4.2.4), calcolata in tale punto, abbia non nullo il
determinante formato dalle ultime r colonne. Sotto tale ipotesi possiamo, in
virtl del teorema del Dini, risolvere univocamente il sistema (4.2.1)-(4.2.3)



4.2. VARIETA M-DIMENSIONALI DI RYN. IT 53

rispetto alle ultime r variabili. Quindi, localmente, per i punti di I" vale an-
cora una rappresentazione del tipo (4.1.6)-(4.1.8), tenendo sempre presente
che abbiamo posto r =n — m.
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Capitolo 5

Calcolo su varieta. 1

5.1 Applicazioni differenziabili tra varieta

Le varieta differenziabili vengono considerate per poter sfruttare la teoria
familiare di funzioni di piu variabili reali, ma in modo che il calcolo sviluppato
non venga a dipendere dalle coordinate scelte. Il merito di aver compreso
tale necessita va ascritto a Gregorio Ricci Curbastro (Ricci-Curbastro 1893),
ma egli vi pervenne sviluppando una teoria tensoriale delle superfici, mentre
noi, seguendo in parte Nakahara (2003), studieremo dapprima una geometria
intrinseca che non dipende dall’introduzione di metriche, per poi sviluppare
la geometria riemanniana nei capitoli dal 13 al 17.

Sia f : M — N una funzione dalla varieta m-dimensionale M alla varieta
n-dimensionale N. Al punto p € M corrisponde dunque il punto f(p) € N,
OVVero

f:pe M— f(p) € N.

Se (U, ¢) € una cartasu M e (V1) e una cartasu N,ovep € Ue f(p) € V,
f ha la seguente descrizione in coordinate:

YO fOE i R™ 5 R", (5.1.1)

per la quale facciamo riferimento alla Fig. 5.1.

Se scriviamo ¢(p) = {2} e ¥(f(p)) = {y°}, alloray = O f ©
e I'usuale funzione a valori vettoriali di m variabili. Questa relazione viene
talvolta scritta in modo conciso ma impreciso come y = f(x) oppure y® =

fe(ar).
D1. Se la funzione y = ¢ ® f ® ¢! & di classe O™ rispetto ad ogni x*,
diciamo che la f & differenziabile in p, oppure in x = ¢(p). Le applicazioni

differenziabili sono anche dette lisce. Si richiede la classe C* per essere in
accordo con la natura liscia delle funzioni di transizione.

95
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)

K P~
Figura 5.1: Applicazioni tra varieta.

La differenziabilita di f ¢ indipendente dal sistema di coordinate. Infatti,
prese due carte (Up, 1) e (Us,ps2) che hanno intersezione non vuota, sia
p € Up NUs; e avente coordinate {z'} secondo ¢; e coordinate {z4} secondo
2. Quando & espressa in termini di {z{'}, f assume la forma

¢ © f © (301)717

mentre nelle coordinate {x4} si ha

bOfo@) =vofole) (noe). (5.1.2)

Poiché, per ipotesi, 115 = @1 ® @5 & di classe C*, resta provato che la
differenziabilita di f non dipende dal sistema di coordinate. Nei casi piu
semplici, quanto detto corrisponde ad avere y = f(z1) e y = f(x1(2z2)). Se
f(z1) & di classe C™ rispetto a zf, e x1(x3) & di classe C'™ rispetto a x,

allora y = f(z1(x2)) ¢ anch’essa di classe C™ rispetto a x¥.

D2. Se f: M — N ¢ un omeomorfismo e 9, ¢ sono funzioni coordinate come
prima,; se inoltre y = ¥ ® f®¢ ! ¢ invertibile, e sia y che x = O f 1 OY ™ (y)
sono di classe C'*°, f ¢ detta un diffeomorfismo e M e detta diffeomorfa a N,
e viceversa, e si scrive M = N.

I diffeomorfismi classificano gli spazi in classi di equivalenza, a seconda
che sia possibile 0 meno deformare uno spazio in un altro in modo liscio.
L’insieme dei diffeomorfismi f : M — M ¢ il gruppo Diff (M) (capitolo 29).
Due punti di vista sono di interesse a riguardo:

Punto di vista attivo: Sia p € (U, ), tale che p(p) = 2#(p), e f(p) abbia
dunque coordinate ¢(f(p)) = y*(f(p)), f(p) € U. La y & una funzione
differenziabile di z.
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Punto di vista passivo: Se (U, ¢) e (V, 1) sono carte a intersezione non vuota:

U, )N (V) # 0,

abbiamo due valori di coordinate: z* = ¢(p), y* = ¥(p) per il punto p €
U NV. L’applicazione  — y ¢ differenziabile poiché per ipotesi la varieta
e di classe C'*°: questa riparametrizzazione e un punto di vista passivo della
trasformazione di coordinate. Tale gruppo di riparametrizzazioni ¢ anch’esso

indicato con Diff (M).

5.2 Curve

Una curva aperta su una varieta M: dim(M) = m ¢ una applicazione 7 :
la, b[— M, ove 'intervallo aperto |a, b ha 0 come punto interno. Per ipotesi,
la curva non deve avere autointersezioni. Eventualmente, puo aversi a = —oo,
b = +oo. Una curva chiusa & (invece) una applicazione p : S — M. In una
carta (U, ), una curva v ha la descrizione coordinata

r=pOy:R—->R™

La maggioranza degli autori moderni chiama curva ’applicazione ~, ma al-
cuni autori eminenti chiamano curva I'immagine ~y(t¢), per porre 'enfasi sulla
visualizzazione del concetto.

5.3 Funzioni lisce su una varieta

Una funzione liscia su M & una applicazione liscia f : M — R. Su una carta
(U, ¢), scriviamo
foe1:R" 3R,

che ¢ una funzione a valori reali di m variabili reali (Fig. 5.2).

Hoe 4

S~ [ £
/ M \ 7[ { o
( (- e
\\/»// /’/7/ -

e —7¢
RM\ I

Figura 5.2: Una funzione f di classe C'* sulla varieta differenziabile M.

Lo spazio delle funzioni lisce su M si denota con F(M) = C*®(M).
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5.4 Vettori tangenti come classe d’equivalen-
za di curve tangenti

Andiamo ora a introdurre un altro concetto che e alla base di tutta la geome-
tria moderna. I vettori tangenti generalizzano il concetto di retta tangente a
una curva differenziabile:

_
_dasz

y —y(wo) = a(z — 20), a
o

Consideriamo allora una curva = :|a, b|— M, e una funzione f: M — R.

D3. 1l wettore tangente in «(0) ¢ una derivata direzionale di una funzione
f(v()) lungo v in t = 0. 1l tasso di variazione di f(v(t)) in t = 0 lungo la
curva e

%f(v(t)) T g%(f ® cp_l(x)> w ~ (5.4.1)

Posto allora -
XH = %Z(t)) o X = ;X“%, (5.4.2)

si pud scrivere -
%f(v(t)) e ;m;X“% = X[f]. (5.4.3)

D’ora in poi, scriveremo X|, o X, per indicare il vettore tangente a A
in p = 7(0) lungo la direzione data dalla curva avente immagine y(¢). In
particolare, applicando X, alle funzioni coordinate, troviamo

" Ozt dx

— oxv dit

_dat(t)

Xp [x/i] = dt

(5.4.4)

t=0 t=0

Notiamo ora che la condizione di tangenza non individua una singola
curva ma una classe d’equivalenza di curve tangenti in un punto, come mostra
la Fig. 5.3.

Possiamo dunque dire che, se due curve v; e 7, soddisfano le condizioni

(i) 71(0) = 72(0) = p,

L det @) de(e()
(11> dt =0 dt t:07
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R

|
/’7

Figura 5.3: La condizione di tangenza individua una classe d’equivalenza di
curve tangenti in un punto.

allora 7 (t) e 72(t) forniscono lo stesso operatore differenziale X, e scriviamo

MN(t) ~ 72(t)

per indicarlo (in analisi, ~ ¢ invece il simbolo di sviluppo asintotico, un
concetto del tutto diverso!).

D4. Un wvettore tangente & una classe d’equivalenza di curve tangenti in un
punto, ovvero:

()] = {7(7&): 4(0) = 7(0) e w _ dw“g(t))

t=0

t:O} . (5.4.5)

D5. Lo spazio tangente 7,(M) e 'insieme di tutti i vettori tangenti a M in
p, ovvero l'insieme di tutte le classi d’equivalenza di curve tangenti a M in

D-

5.5 Campi vettoriali

D6. L’assegnazione di classe C°° di un vettore tangente X, al variare di
pin M & detta campo wvettoriale. Dunque X (senza pedice!l) & un campo
vettoriale se, Vf € C*(M), si ha X[f] € C>°(M), e scriviamo

X € x(M) = X[f] € C®(M), (5.5.1)

X(M) essendo lo spazio di tutti i campi vettoriali su M.
I vettori e, = a%, p=1,...,m, sono i vettori di base di 7,(M), e sono
detti la base coordinata. Una volta scritto V' € T,(M) come

V= Zm: Vte,,
pn=1
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le V# sono le componenti di V' rispetto a {e,}.
Per costruzione, un vettore esiste indipendentemente dalla specificazione

di coordinate:
df ((t))

dt

= X[f].

t=0
Le coordinate sono assegnate solo per esigenze di calcolo. L’indipendenza
dalle coordinate consente di determinare come si trasformano le componenti.

Se
p € UnUj, ©=¢i(p), y=¢;»),

si ha . .
X, = ZXMi =y X" 0 (5.5.2)
P OxH oyv’
p=1 v=1
da cui segue
Xt = X[y = i x9" (5.5.3)
— oxVv

Data una matrice A nel gruppo GL(M,R) delle matrici reali m x m e
invertibili, con componenti A/, si potrebbe formare una nuova base

G=> Ale, (5.5.4)
17

detta base non coordinata.

5.6 Spazio cotangente

Poiché lo spazio tangente T,,(M) ¢ uno spazio vettoriale, esiste il suo spazio
duale, che consiste di applicazioni lineari nel punto p:

wy: T,(M) —R. (5.6.1)

Si dice allora che w, appartiene allo spazio cotangente in p, denotato me-
diante T ;(M ). La w, ¢ variamente detta: vettore duale, vettore cotangente,
covettore, applicazione lineare in un punto, 1-forma.

L’esempio piu semplice di 1-forma lo fornisce il differenziale df di una
funzione f € C*(M). L'azione di df su V' € T,(M) ¢ definita da

(df. V) = V[f] = ijwﬁ e R. (5.6.2)
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Poiché, nelle coordinate = = ¢(p), df & espresso mediante

siamo indotti a riguardare {dz"} come una base di T,;(M). Per consistenza
con la condizione (5.6.2), deve aversi la relazione di pairing

, 0 ox” ”

Una 1-forma arbitraria w, con componenti w, in base duale alla base coordi-
nata e, sl esprime come

w= Zwud:v“. (5.6.4)
pn=1

Poiché la 1-forma w e indipendente dal sistema di coordinate, dato un punto
p € U;NU; sipuo scrivere, posto x = ¢;(p), y = ¢;(p):

w= iw”dx“ = iﬁydy”. (5.6.5)
u=1 v=1

Ma allora

L= Oy” - L Ot
dy” = Z axud:c“ —= W, = Zwua—yy. (5.6.6)
pn=1

p=1

5.7 Prodotto interno

Il prodotto interno € una applicazione definita sul prodotto degli spazi tan-
gente e cotangente in p e a valori in R, ovvero

() ) TH(M) x Ty(M) — R, (5.7.1)

p

che agisce secondo la regola
0
(W, V)= @V (dat, 5 2) = D w, Vel =Y w" (5.7.2)
v v 1

Tale operazione ¢ definita sempre e solo tra vettori e i loro duali.
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5.8 Campi di 1-forma e campi tensoriali

D7. In completa analogia alla definizione di campo vettoriale, un campo di
1-forma ¢ una assegnazione di classe C*° di 1-forma w), al variare del punto
pin M.

D8. Un tensore di tipo (g, r) € una applicazione multilineare che associa a r
elementi di T,,(M) ed a g elementi di 7;;(M) un numero reale. Un elemento
di T7,(M) viene scritto in termini delle basi come

0 0
— H1-.-g 1 Ur
T_{;}T V1Vr i ®..Q Oha ®dz"™ ® ... dz". (581)
u}{v

SeiV; = Zu Vi“% sono una [-pla di campi vettoriali, e w; = Zu wipdxh

una s-pla di 1-forme, ’azione di T su di essi fornisce un numero reale

T(wr, ooy wsi Vi, Vi) = ) THM e VLV (5.8.2)
{nhiv}

Un campo tensoriale ¢ una assegnazione liscia di un elemento di T)7,(M)
Vp € M. L’insieme dei campi tensoriali di tipo (¢,r) su M & indicato con
T9(M). Ad esempio

TO(M) = C=(M) = F(M) = Q°(M), TY(M) = Q'(M). (5.8.3)

5.9 Pushforward

D9. Una applicazione liscia f : M — N induce naturalmente ’applicazione
dallo spazio tangente a M in p allo spazio tangente a N nel punto immagine
di p tramite f, ovvero

Jot Tp(M) = Ty (N), (5.9.1)

variamente detta pushforward (letteralmente: mappa che spinge innanzi)

oppure mappa differenziale. Ecco lo schema appropriato:
Data g € C®(N), allora g® f € C>(M). Un vettore V. € T,(M)
agisce su g ® f a dare un numero reale V[g ® f]. Pertanto si definisce

(fV)lgl =Vigo fl. (5.9.2)

Detta (U, ¢) una carta su M e (V,1) una carta su N, questo implica che

tW)sevw|=v[se o), (5.9.3)
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n N
Y fmp ) A@\ef}

Fhe! N ,

T‘,[n) ‘5@-)”
£
_—
f X

Figura 5.4: L’applicazione liscia f e il suo pushforward.
ove x = ¢(p) e y = ¥(f(p)). Tenendo presente che
V= Zw - LV = Zwaa -, (5.9.4)
la (5.9.3) fornisce
ZW“aQ[QGw ] ZV“ [g@f@w ()] (5.9.5)

In particolare, scelto g = y“, otteniamo la relazione tra le componenti W< e
le componenti V#:

0
o w_- L«
wWe = 2#: iy (), (5.9.6)
ove la matrice delle derivate parziali 2 —M e il jacobiano dell’applicazione f :
M — N. Similmente, si puo definire il pushforward

for T3, (M) = T, (N), (5.9.7)

Esempio. Siano (2!, z?) coordinate in M, e (y',4?% y*) coordinate in N. Sia
inoltre

V= b (5.9.8)
un vettore tangente a M in (z', z?).
in coordinate, si scrive y = (y*, y?

y' =ty =a? gt = 1= (21)? = (22)2 (5.9.9)
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Pertanto

oy* 0
£V = Z Z Ve 3

pn=1 a=1
oyt 0 oy? 0 oy3 o3\ 0
_ 19y o 20Y” O 19Y° 20y O
=V ox! oyt oV 0x? 0y? v ox! v ox? ) 0y3
0 vy y?\ 0
:aa—y1+ ?—(&—3+5E 0_3;3 (5910)

5.10 Pullback

L’applicazione f : M — N induce anche il pullback (letteralmente: spingere
all’indietro), ovvero una applicazione dallo spazio cotangente a N nel punto
immagine di p tramite f allo spazio cotangente a M in p:

fo1 Ty (N) = T2(M). (5.10.1)

Una volta assegnati V' € T,(M)ew € T}, (N), il pullback di w mediante
f* e definito da

(ffw,V) =(w, £V). (5.10.2)

Data w =}, wady® € TN, si ha

ffw= Zwaz —d b= Z <Zwa%> dzt = ;fuda:“. (5.10.3)

o «

Pertanto, le componenti della 1-forma ottenuta tramite pullback di w sono

Zwa s (5.10.4)

Si noti anche che nulla vieta di definire un pullback su tensori di tipo (0, r).

5.11 Pushforward e pullback della composizione
di funzioni lisce

Se f: M — Neg: N — P sono applicazioni lisce tra varieta, puo essere

di interesse sapere come si comporta il pushforward o il pullback della loro

composizione. A tal fine, tenendo a mente la definizione (5.9.2), cominciamo
col porre f,V = W, e osserviamo che

(. OW)[E] = WkOg]l = f.V[EGOg = VIE©gO f] = (9O £). VK], (5.11.1)
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e pertanto
(9O fe=9:0 fu (5.11.2)
Inoltre, dalla definizione (5.10.2), e dalla (5.11.2), deduciamo che

(9O [yw, V) =(w,(g© f):V) = (w,(9: © f)V) = (g"w, V)
= ((f" ®g) V), (5.11.3)

ovvero
(gof)=rog. (5.11.4)

5.12 Pushforward per tensori di tipo misto

Nel caso particolare in cui 'applicazione f : M — N e un diffeomorfismo,
allora (e solo allora) esiste la mappa indotta anche per tensori di tipo misto.
Ad esempio, sia

T = ZT“—@dm (5.12.1)

Y Oxh

un tensore di tipo (1,1) su M, esia f: M — N un diffeomorfismo. Questo
induce allora il seguente tensore su N:

oy dz¥ 9
(ZT“—@dz ) > Tyaiu 855 5y ® dyP, (5.12.2)

IR e )

ove {z#} sono coordinate locali in M, e {y*} sono coordinate locali in N.

5.13 Immersioni e embeddings

D10. Sia f : M — N una applicazione liscia, con dim(M) < dim(N).
La f ¢ una immersione se il suo pushforward f, : T,(M) — TN ¢ una
applicazioe iniettiva (ovvero punti distinti di 7,()) hanno sempre immagini
distinte tramite f,).

D11. L’applicazione f: M — N ¢ un embedding se f ¢ iniettiva e anche
f« € iniettiva, ovvero se f € una immersione iniettiva. L’immagine f(M) e
detta sottovarieta di N.

La Fig. 5.5 mostra nella prima parte una immersione, e nella seconda
parte un embedding. A causa dell’intersezione in un punto dell’otto volante
nella prima parte della figura, possiamo dire che punti distinti di S* hanno
la stessa immagine.
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5! 1 R
//\\) 71@ ‘ g e
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Figura 5.5: La prima parte della figura mostra una immersione che non ¢ un
embedding, mentre la seconda parte mostra un embedding.

Se f: M — N & un embedding, M e diffeomorfa alla sua immagine
f(M). Dunque, parlare dell’embedding di S" in R"*! vuol dire che la n-sfera
S™ ¢ diffeomorfa alla sua immagine f(S™).

5.14 Altri esempi sulla notazione tensoriale

E bene abituarsi a scrivere nel linguaggio appena introdotto i tensori di uso
piu frequente. Ad esempio, si ha

T e T)M)=T=> T,dr"®ds", (5.14.1)
W,V
T e THM) =T = ZTzl,wQ@dx“@dx (5.14.2)
P WIRY
TeTQ(M):T—ZT*Hi® 9 % de’ @ da? (5.14.3)
2 —/\ voHx © g . 14,
NTRN

Inoltre, se X,Y sono campi vettoriali, e w,{) sono campi di 1-forma, la
valutazione di un tensore di tipo (2,2) su di essi fornisce

T(w, %X, Y)= > T wQ,X"Y", (5.14.4)

A V5P
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mentre gia sappiamo che

(W, X) =w(X) =) w,X" (5.14.5)

Un tensore non va mai confuso con le sue componenti in una base co-
ordinata o non coordinata. Purtroppo, questo abuso di linguaggio € di uso
corrente nella letteratura, e non di rado ingenera confusione. La scrittura
esplicita degli indici di sommatoria ¢ utile nei calcoli espliciti, come pure
quando si studiano campi tensoriali su varieta di diverse dimensioni, ove
sarebbe del tutto arbitrario convenire che certi indici competono alla varieta
a dimensione pit elevata. Ad esempio, le superfici intrappolate dei buchi neri
sono varieta bidimensionali immerse in varieta tridimensionali che fogliettano
lo spaziotempo a quattro dimensioni. In geometria differenziale, il problema
dell’immersione isometrica locale di superfici bidimensionali nello spazio am-
biente tridimensionale ha impegnato per oltre un secolo fior di matematici
(Darboux, Bianchi, Weingarten, Ricci-Curbastro ...).
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Capitolo 6

Calcolo su varieta. 11

6.1 Flusso di un campo vettoriale

Assegnato un campo vettoriale X sulla varieta M, una curva integrale v di
X ¢ una curva in M il cui vettore tangente in z ¢ proprio X valutato in .
In una carta (U, p), si scrive dunque

dat(y(t))

= X"0(), (6.1.1)

ove x#(v(t)) & la p-ma componente di p(v(t)), e X* & la y-ma componente
del campo vettoriale in z. Ovvero ogni singola componente di X coincide
con la corrispondente componente del vettore tangente alla curva. Si puo
anche dire che trovare la curva integrale di X equivale a risolvere il sistema
autonomo di equazioni differenziali ordinarie (6.1.1) con la condizione iniziale
g = 2 (7(0))-

Il teorema di esistenza e unicita delle equazioni differenziali ordinarie
garantisce che esiste un’unica soluzione della (6.1.1) almeno localmente, con
dato iniziale zfj. In particolare, se la varieta M ¢ compatta, la curva integrale
di X esiste V¢ € R. In generale, la curva integrale potrebbe esistere solo
per un sottoinsieme di R.

Per enfatizzare che serve informazione sul dato iniziale, denotiamo d’ora
innanzi con o(t, ) una curva integrale di X passante per z, in t = 0, e sia
ot (t, x) lassociata coordinata. Allora la (6.1.1) si scrive

Lo (t,x0) = XM (o (t, x0)), (6.1.2)

con 'associato dato iniziale

(0, xq) = k. (6.1.3)

69
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Ci occorre dunque una applicazione ¢ : R x M — M detta flusso generato
dal campo wvettoriale X € x(M). Per costruzione, un flusso soddisfa la
condizione

o(t,o"(s,x0)) =0t +s,20), Vs,t € R (6.1.4)
Infatti p
aau(t,a”(s,xo)) = XH"(o(t,0"(s,x0)), (6.1.5)
0(0,0(s,xg)) = o(s,x0), (6.1.6)
e d’altronde
%J“(t +s,20) = ma“(t + s,29) = XH(o(t + s, 20)), (6.1.7)
o(0+ s,x) = o(s, zo). (6.1.8)

Pertanto, ambo i membri della (6.1.4) soddisfano lo stesso problema di valori
iniziali, ovvero la stessa equazione differenziale con la stessa condizione in-
iziale, e ne concludiamo che la (6.1.4) & dimostrata. Ovvero vale il seguente
teorema:

Teorema 6.1. Per ogni x di M, esiste una applicazione differenziabile o :
R x M — M tale che

(i) 0(0,2) = x,

ii) l'applicazione t — o(t,x) risolve il problema espresso dalle (6.1.2) e

(
(6.1.3),
(

iii) o(t,o(s,x)) = o(t + s, ).
In questo enunciato, = e il punto iniziale, non fissato ma variabile su M.

6.2 Esempi di flusso

Calcoliamo ora il flusso generato da un campo vettoriale liscio in due casi (la
ricerca moderna studia invece il flusso di campi vettoriali con bassa regolarita
o non lisci, e.g. Colombo 2017).

Esempio 6.1. In R?, sia dato il campo vettoriale

0 0
X = —y=— —. 6.2.1
() =~y + (6:2.1)
Dall’equazione (6.1.2) si ha allora
d 1 d 2
W —xt=y, T —Xx2—y, (6.2.2)
dt |, dt |,
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e dalla (6.1.3) si ottiene

a' (0, (z,9)) =z, ¢*(0, (z,y)) = y. (6.2.3)
Dunque troviamo
do! do?
ditz—az int=0, ditzal int=0. (6.2.4)
Questo significa che studiamo il sistema accoppiato
dot do?
==t (e,y), = = (t (@), (6.2.5)

con le condizioni iniziali (6.2.3). Calcolando le derivate prime di ambo i
membri delle (6.2.5), e poi reinserendo le (6.2.5), si trovano le equazioni del
secondo ordine a coefficienti costanti

d? &
(ﬁ + 1) o"=0,k=1,2 (6.2.6)
che sono risolte da
o' = Alcos(t) + B'sin(t), 0% = A% cos(t) + B*sin(t). (6.2.7)

Imponendo le condizioni iniziali, troviamo allora

o' (0, (x,y)) = A = 2, ¢%(0, (z,y)) = A% =y, (6.2.8)
%ﬂozwz—#m@wnzw, (629)
do? 2 1 B
= . =B*=0(0,(z,y)) = =, (6.2.10)
da cui alfine
o(t,(x,y)) = (xcos(t) — ysin(t), y cos(t) + x sin(t)). (6.2.11)

Esempio 6.2. Consideriamo in R? il campo vettoriale

o 0
X=yg o5 (6.2.12)

Per il suo flusso abbiamo quindi le condizioni iniziali

01(07 (x,y)) = Z, UQ(Oa (l’,y)) =Y, (6-2-13)
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dot

= Xt =y =0%0,(x,y)), (6.2.14)
=0

d 2

dit = X2 =2 =0'(0,(z,y)), (6.2.15)
t=0

con le quali studiamo stavolta il sistema accoppiato

do?

dt

dot

dt =o' (t, (z,y)). (6.2.16)

= o’ (t, (z,9)),

Mediante procedura interamente analoga all’esempio precedente, esso con-
duce alle equazioni del secondo ordine disaccoppiate

d2
<@ — 1) of =0, k=12 (6.2.17)

che sono risolte da
o = Aket + BFe™ kK =1,2. (6.2.18)

In virtu delle condizioni iniziali (6.2.13)-(6.2.15), troviamo il sistema lineare
A'+ B =2, A+ B* =y, (6.2.19)

A' —B' =y, A? - B?> =12, (6.2.20)

che dunque fornisce la seguente espressione per il flusso:

o(t, (z,y)) = (“ nak A Coluet ) B e D U x)e_t) . (6.2.21)

2 2 T2 2

6.3 Gruppo ad un parametro di trasformazioni

Fissato ¢t € R, un flusso o(¢,z) ¢ un diffeomorfismo da M in M. L’insieme
dei flussi diventa un gruppo commutativo mediante le regole

(1) ou(os(2)) = Or1s(x) = 01 © 05 = vy,
(2) op=mappa identica,
(3) ot = (00) 7"

Tale gruppo e detto gruppo ad un parametro di trasformazioni. In particolare,
se t = ¢ infinitesimo, al punto = di coordinate z* corrisponde

ol (z) = ot(e,x) = o + e XH(x), (6.3.1)
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e diciamo che il campo vettoriale X e il generatore infinitesimo della trasfor-
mazione o;.

Assegnato un campo vettoriale X, il flusso che ad esso corrisponde ¢ detto
esponenziazione di X, ovvero

ot (t,z) = e 2t (6.3.2)

Infatti, se consideriamo un punto separato dal punto iniziale ¢(0,z) di una
distanza parametrica t lungo il flusso o, troviamo

o) = o+t (s, )+ o (L) s, +
ot (t,z) = x SR ol B CE0| MR

2!
LY (A
ds 2! \ds

(s, )],

= ¢lis ot(s,z)|,_o = ¥ 2. (6.3.3)

Il flusso o soddisfa le tre proprieta riportate qui di seguito:
0(0,2) =z, (6.3.4)

d oyax o Ak
aa(t,az)—Xe x—a[e x}, (6.3.5)

o(t,o(s,z)) =o(t,eX z) =eX Xz =X o =g(t +5,2).  (6.3.6)

6.4 Derivata di Lie

Siano o(s,x) e 7(t,x) i flussi generati dai campi vettoriali X e Y rispettiva-
mente, per i quali valgono quindi le equazioni differenziali

dot(s,x)

ds

drh(t, x)

:XN<U(573;))7 dt

= YH(7(t,x)). (6.4.1)
Vorremmo ora calcolare come varia il campo vettoriale Y lungo il flusso
o(s,x). A tal fine, sarebbe sbagliato calcolare la differenza delle componenti
di Y nei punti z e 2’ = 0.(x), poiché v € T,(M) mentre 2’ € T, (M), e
tali spazi tangenti sono distinti. L’operazione che e definita consiste invece
nel considerare dapprima ’applicazione

(0-2) ¢ T (M) = Tu(00), (6.4.2)
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dopo di che calcoliamo la differenza tra i seguenti due vettori in T,(M):

()

La derivata di Lie di un campo vettoriale Y lungo il flusso di un campo
vettoriale X ¢ definita, V X, Y € x(M), dal limite

e Y| .

oe(x)

1_
Ly = lim=|(0-) Y, 4= Y]
e—>0¢e L * €
1_
= 1im = | V], ~(0.) VI, o)
e—=0¢g L * -
1y

Qui a seguire mostriamo la figura che compete alla definizione di derivata di
Lie.

\ N 7/
\\ N \ \ /ﬂ ( Vi)r{ y[ri o Lrwf\
\\ | &ﬁ[ﬂ/ 0o

X W0
R il

\

Figura 6.1: Le operazioni geometriche che si effettuano nella definizione di
derivata di Lie.

Teorema 6.2. Detta {e,} = {52:} = {9,} la base coordinata per lo
spazio tangente, si ha

LyY =30 (X 0,07 = Y9,X" )e,. (6.4.4)
R

Dimostrazione. Sia (U, ) una carta con coordinate x, e siano X" e Y
le componenti dei campi vettoriali X e Y rispettivamente. Allora o.(z) ha
coordinate z* 4+ e X*(x), e si trova

Vg = SV (27 42X7(0)) €l o
”w

= 3 [vVi(@) + 3 X @0 el (6.4.5)
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Se ora agiamo su tale vettore, definito in o.(z), mediante il pushforward

<a,€> , dobbiamo tener presente che o_.(x) ha coordinate z¥ — e X" (z), e

che 9
_ p_Y
<“—E>*W =2 Ot [ © "—f}
o
Pertanto troviamo

(0-) Y, 0 = Z[ )+ gZXA JoNY ()]0, 3 [2 = X7 (@)] e,

v

S V) e, +ezlz( £)0,Y" (x) - %w)aﬂX”(x))] e,
+oO@2). (6.4.6)

In virtu della definizione (6.4.3) e del calcolo (6.4.6), il teorema ¢ dimostrato.
Q.E.D.

6.5 Parentesi di Lie

Un altro concetto di fondamentale importanza ¢ quello di parentesi di Lie
dei campi vettoriali X,Y € x(M). Essa ¢ definita da

(X, Y]f = X[Y[f]] - Y[X[f]], V f € CF(M). (6.5.1)
Il suo calcolo esplicito fornisce

X, V]S = Y [X0u00, 1) = Y0,(X70,f)]

== {X“ [(@Y”)@V f+Y"0,0, f} —y* [(GMX )0, f + X ”Muf] }

- Z [(XM(0Y") = YH8uX7) )0 f + XY (0,0, = D,0,)f | (65.2)

v
e dunque, poiché le derivate parziali 9, e 0, commutano quando agiscono su
funzioni di classe C*°, si trova alfine
X, Y] = Z(X”@MY” - Y“@MX”) e, = LxY, (6.5.3)
v

ove abbiamo fatto uso del teorema del paragrafo precedente nell’ultima e-
guaglianza. Notiamo ora le seguenti proprieta della parentesi di Lie:
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(1) Bilinearita: per ogni valore delle costanti ¢; e ¢o, si ha

(X, a1 + Ys] = o[ X, V1] + e[ X, Y2, (6.5.4)
[Cle +CQX2,Y] = Cl[Xl,Y] —|—CQ[X2,Y]. (655)

(2) Antisimmetria:
(X, Y] = -]V, X]. (6.5.6)

(3) Identita di Jacobi:
[X,Y],Z]+ [V, 2], X] +[[Z, X],Y] = 0, (6.5.7)

anche scrivibile come

3

3 efik[[xi,xj},xk} —0, (6.5.8)

i7j7k:]‘

avendo posto nella (6.5.8) X; = X, Xo =Y, X3 = Z. Inoltre si trova
LixY = [fX,Y] = 3 (FX10,Y* = Y 0,(fX"))e,

8%
= Y XMOY e, = Y YHOuf)X ey — [ Y Y (0,X")ey
"% w,v w,v
= fIX,Y]=Y[f]X, (6.5.9)
assieme all’altra relazione

Lx(fY) = Y2 [XF0u(5Y70,) = Y 0,(X"9,)]
-y [X“(@u FY?8, + fX"0,(Y"8,) — fY“@u(X”&,)]

= X[f]Y + fIX,Y]. (6.5.10)

Si puo inoltre dimostrare il seguente risultato sul pushforward della parentesi
di Lie dei campi vettoriali X e Y

LIX Y] =[f.X, £Y],VX,Y € x(M),Vf € C°(M).  (65.11)

La parentesi di Lie mostra la non commutativita di due flussi. Infatti,
detti o(s,z) e 7(t,z) i due flussi di cui prima, supponiamo di spostarci prima
di € lungo o, e poi di 6 lungo 7, da cui (Fig. 6.2)
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o

\\ ;/ U((/C, D-(fé/z/))

/J
/ J
| /
| f
L e
— “1‘ 2 k\” bin)

Figura 6.2: La parentesi di Lie [X,Y] misura di quanto il parallelogramma
in figura non riesce a chiudersi.

(5, 0(e,x)) = TH(5, 2" + e X" (x))
ot + e XH(z) + Y H (2 + e XV (x))
~ ot 4 e XM (x) 4 0Y M +552X” )0, Y (z).  (6.5.12)

Q

Se invece ci spostiamo dapprima di ¢ lungo 7, e poi di € lungo o, appro-
diamo nel punto (teniamo ancora presente che §Y” & un prodotto, non una
variazione infinitesima):

ot(e,7(6,x)) = ot (e, 2" + 6Y"(x))
at + oY H(x) + EX“(m” +0Y"(x))
ot 4 OY () + eXH(x) + edZY" )9, X" (x).  (6.5.13)

Q

Pertanto si trova
TH(0,0(e,z)) — ot(e, (6, x)) = €[ X, Y]H, (6.5.14)

e quindi vediamo che la parentesi di Lie ci indica di quanto il parallelogramma
della Fig. 6.2 non riesce a chiudersi. Altrimenti detto

LxY =[X,Y]|=0<=o(s,7(t,x)) =7(t,0(s,2)). (6.5.15)

Un concetto importante e la definizione di derivata di Lie di un campo di
I-forma w € QY(M) lungo un campo vettoriale X € y(M). Essa & data da

1
Lyxw = lim = [ (0)* w|,.,) — w|x]. (6.5.16)

e—0 &
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Esprimendo w nella base duale a quella coordinata per lo spazio tangente, si
trova

(02)" @y oy = D wilw)da
I

+ey [X”(a:)@l,wﬂ(x) + @XV(;U))%(Q:)] dz*,  (6.5.17)

da cui
Lw = 3 [X* O+ (0, X" Yo )] o (6.5.15)
v,p

che & un altro campo di 1-forma.
Se invece consideriamo l'azione della derivata di Lie su funzioni lisce,
troviamo

. 1 I3 1% %
Lyf = lim = | f(0.(x)) — f(@)] = lim = [ f(a" + eX"(2)) = f(a")
= Zxﬂ(x)%f = X[f]. (6.5.19)

Se t e ty sono campi tensoriali dello stesso tipo, si ha
Lx(t1 +t2) = Lx(t1) + Lx(t2), (6.5.20)

e inoltre
Lx(t @ t) =(th1) @ty + 1 © Lta, (6.5.21)

ove t1 e ty sono arbitrari campi tensoriali. Quest’ultima relazione si dimostra
a partire dalla proprieta secondo cui, dato Y € x(M), e data w € Q' (M), si
ha

Lx(Y ®w) = lim ! [ ((J,E)*Y ® (05)*w>

e—0 &

- (v @w),]

T

~ lim = (0.8 (0w —w)+((0-hY — V) @]

e—0 &

da cui seguono le desiderate estensioni come la (6.5.21).
In particolare, se T' & un campo tensoriale di tipo (1,1) su M, si ha la sua
espressione in base coordinata

T = ZTu”dx“ ® ey, (6.5.23)

2l
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e pertanto

LxT =Y X[TV]da" @ e,

I
+ 30 |1 (Lxdet) @ e, + Trdr'e(Lxey) |.
J787%

Nei calcoli torna anche utile 'identita

Lixy/T = LxLyT — Ly LxT.

6.6 Le r-forme

79

(6.5.24)

(6.5.25)

Se definiamo ricorsivamente il prodotto wedge di r 1-forme a partire dalle

relazioni

dz" N\ dx¥ = dzt @ dx” — dx¥ @ dat = —dx¥ N dxt,

da* A dz* A dz’ = dr’'® (dx” QR dz’ —dz¥ ® dx“)
+ dx“@(dx” ® da* — da* ® da:”)
+

dz"’'® (dx)‘ K dx* — dz"* ® d:z:)‘>

= do’ @ da" Adxt + da* @ da¥ A da)

+ dr¥ @ dz* A dat,

(6.6.1)

(6.6.2)

possiamo, a partire dalle componenti di tensori totalmente antisimmetrici,

definire forme differenziali di ordine r, ad esempio

1

EF[W]d:c“ Adx”,
v
1 a B

Z QG[agv]dx Adx” N dx7.

a,Byy

Una generica r-forma w € Q"(M)], si scrive allora come segue:

1
W= Z ﬁwulm_umdx“l Adz?? A N datT

{u}

ove si tiene conto di tutte le possibili permutazioni degli indici.

(6.6.3)
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Finora, avevamo considerato lo spazio Q°(M) delle O-forme lisce, ovvero
C>(M), elo spazio Q' (M) dei campi di 1-forma, ove dimQ! (M) = dim(M) =
m. Gli spazi successivi sono gli QP(M), aventi per base

{dz"* A ... N datv}
m(m—1)-....(m—p+1)

p!
{dz' A ... ANdz™}, e tale spazio di m-forme ¢ unidimensionale.

e dimensione , per ogni p < m, mentre in (M) la base &

6.7 Derivata esterna

La derivata esterna € una applicazione dallo spazio delle r-forme nello spazio
delle (r 4 1)-forme:

d: Q"(M)— Q (M), (6.7.1)
la cui azione su una r-forma w viene definita come segue:
1 0 y i s
dw = ] {Z} Hg it dx” Ndx" Ao A dxtr (6.7.2)
v

Qui a seguire riportiamo tre esempi di uso frequente.

Esempio 6.3. Siano «a e ( le 1-forme

a=> a,dit, B=Y" B,dz". (6.7.3)
" v

Per il loro prodotto esterno si ottiene allora

alNp= Z a,Bydat N da” = — Z a,Bydx” N dxt
v v

= — Zﬁua,,dx“ Ndx” = =[N a. (6.7.4)
[TR%

Esempio 6.4. Siano o una 1-forma come nell’esempio 6.3, e v una 2-forma.
Pertanto il loro prodotto esterno trova l’espressione

1

— - o v A

a Ny Zauz%,\dx Adx” N dx
JTR79N

1

= Z E'y,,)\d:v” A dzt A e, dat(—1)?
TR\

=7 (6.7.5)
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Esempio 6.5. Derivata esterna di un prodotto esterno di forme differenziali.
Siano a e (8 le 1-forme dell’esempio 6.3. Si ha allora

d(a A ) = d( 3 apBudat A dx”)
'

= ) (ouBy) pda’ Adat A da”
wv,p
= Z ay pda” A dat A B,dx” + Z a, By pda? (=1) A dz” A da*
wv,p w,v,p
= (da) A B — (df) A« (6.7.6)

comunque scelte a, 8 in QY (M).
Per le definizioni e calcoli in questo capitolo, il lettore puo confrontare
con Landi e Marmo (1990).
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Capitolo 7

Calcolo su varieta. 111

7.1 Campi vettoriali come derivazioni

Cominciamo questo capitolo approfondendo la nostra comprensione di con-
cetti gia introdotti. In primo luogo, possiamo osservare che un campo vetto-
riale liscio puo essere visto come una applicazione

X : C®(M) — C=(M) (7.1.1)
tale che
X[f+h] = X[f]+ X[h], V f,h € C®°(M), (7.1.2)
XA fl=MX[fl, Vf € C®(M),V\ € R, (7.1.3)
X[fhl = hX[f] + fX[h], ¥V f,h € C=(M). (7.1.4)

Le (7.1.2) e (7.1.3) ci dicono che X ¢é una applicazione lineare da C*°(M) in
C>®(M), ela (7.1.4) ci mostra che X & una derivazione. Infatti, le derivazioni
sono applicazioni V' : C*°(M) — R tali che

v[f +h] =v[f]+v[h], ¥V f,h € C™(M), (7.1.5)
VMl = M[f], Y f € O®(M), VA € R, (7.1.6)
vo[fh] = h(p)olf] + f(p)vlh], ¥ f,h € CF(M). (7.1.7)

L’insieme di tutte le derivazioni in p € M viene denotato mediante D, (M).

7.2 Tensori antisimmetrici e forme differen-
ziali

In notazione indiciale, un tensore di tipo (0, 2) antisimmetrico ha componenti

1 1
Fu = §(FMV+FVM) + Q(FMV — Fop) = Fluwy + Fiw) = Fu) = —Fyp, (7.2.1)

83
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da cui F(X,Y)=—F(Y, X), e inoltre
v 1 v
F = Z Fda" @ dx” = 5 Z(FW — F,,)dz" @ dx

w,v w,v

:—ZFde ® dz” ——ZFde & dx*
= Z w(det @ dr” — dx” @ dat)
= Z §Fde“ A dx”. (7.2.2)

Se indichiamo con A, le componenti covarianti del quadripotenziale del-
I’elettrodinamica classica, possiamo costruire la 1-forma

A= "A,dr", (7.2.3)

da cui

dA =" A,,dz" \dz"

2214

1 1

=3 Z Ay dx” Ndzt + 3 Z Ay dx” N dz"

= Z A, pdat A dz Z A, da” A da”
v

= Z A, )dat A dx”

=F=> ngdx“ A da?, (7.2.4)
w,v

da cui ricaviamo le componenti del tensore di campo elettromagnetico

0 0

A, —=—A,.
ozv™ "

In coordinate cartesiane, si ottiene dunque nel vuoto la matrice antisimme-

trica 4 x 4 ancora denotata con F),,

0 —E, —E,

E, 0 B, —-B
Fw=1g, -B. 0

E. B, -B, 0

F

v — A
K OxH

(7.2.5)

vl (7.2.6)
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7.3 Forme differenziali per gradiente, rotore
e divergenza

Se f : R® — R & una funzione liscia, possiamo riguardarla come una 0-forma
wo = f(x,y, z), da cui otteniamo una 1-forma mediante derivata esterna:
of of of
—dr + —dy + ——dz. 7.3.1
~ " T8, 5 (7.3.1)
Questa e la 1-forma gradiente.
Assegnata in R? la 1-forma liscia

dwy

wy = wy(z,y, 2)dr + wy(z,y, 2)dy + w,(z,y, 2)dz, (7.3.2)
se ne calcoliamo la derivata esterna, tenendo presente che

de Ndx =dy Ndy =dz Ndz =0,

troviamo
d(JJl =
Ow, Ow,
+8—dx Ady + a—dz A dy
8
83: 8y
Ow,  Owy Ow,  Ow,
Owy  Ow,
( % O ) dz N dx. (7.3.3)

Questa e la 2-forma rotore.
Infine, assegnata la 2-forma liscia

Wo = Wey(x,y, 2)dx N dy + wy,(2,y, 2)dy A dz + wp(x,y, 2)dz ANdz, (7.3.4)
la sua derivata esterna fornisce (omettiamo la scrittura dei 6 termini mani-

festamente nulli a causa dell’antisimmetria del prodotto esterno)

Ow,
ws = dwy = g)zydz/\dx/\dy

_I_ﬁwyz do Ady A dz
ox

B 0wy n 0wy n Owgy
\ Or dy 0z

) drx Ndy N dz. (7.3.5)
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Questa ¢ la 3-forma divergenza. Essa ¢ un esempio di forma chiusa, poiché
dws = 0. (7.3.6)
Si noti che, per una generica r-forma liscia, si ha

2
1 0wy, .,

= _l A v
rl A 0x 0x

d*w dz* Ada” A dz™t A A dat (7.3.7)

Pertanto, poiché
o? o?
0x29z"  0x’Ox™’

mentre dz* A dz¥ = —dz¥ A dz?, si trova d?w = 0, ovvero la derivata esterna
¢ nilpotente di ordine 2 quando agisce su forme lisce.

7.4 1l prodotto interno iy

Se X e un campo vettoriale sulla varieta M, il prodotto interno ¢x € una
applicazione che associa ad un campo w di r-forma un campo di (r—1)-forma:

ix Q(M) — QHM), (7.4.1)
mediante la definizione
. 1 1 2 r
Ixw = m {Z}X wuug...urd'x# A N dxt. (742)
vip

In particolare, se w ¢ una l-forma con componenti w,, tale definizione
fornisce

ixw=> X'uw, (7.4.3)
I
ixdw = Z X (0w, — Opw,,)dz”. (7.4.4)
JT87%

Valgono inoltre le relazioni

be,dr Ndy = dy, i.,dy Ndz =0, i, dz Ndx = —i. (dx Ndz) = —dz. (7.4.5)
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Sempre nel caso di w intesa come 1-forma, si trova inoltre la relazione notevole
1
(dix +ixd)w =d( D Xrw,) +ix > 5 Oui, = D, )da* A da”
p pov
= > (0 X e+ X (i) | da” + D7 XDy, — Do) da”
v W,V

=3 [wn(0x7) + X100, ] da”
e (7.4.6)

Questa equazione e un caso particolare di un risultato generale per tutte le
r-forme lisce 7, in base al quale

Notiamo anche che, dalla nilpotenza di ordine 2 del prodotto interno: (ix)? =
0, discende la proprieta di commutazione

7.5 Varieta orientabili

Data la varieta M, siano x* coordinate locali in un aperto U;, e y* coordinate
locali in un aperto U;. Se il punto p di M appartiene all'intersezione di U; e

Uj, lo spazio tangente ad M in p puo essere spazzato dai vettori e, = %,
oppure dai vettori e, = 8%&. Essi sono collegati dalla relazione
oxt
[ Z a—yaeu. (751)
o

Se J = det (gy%) e positivo su U; (U, le basi {e,, } e {4} sono dette definire
la stessa orientazione.

La varieta M ¢ orientabile se, ¥V U;, U; : U; (U, # 0, esistono coordinate
locali nelle quali J > 0. Quando la varieta M, m-dimensionale, ¢ orientabile,
esiste allora una m-forma w, detta forma di volume. Per definizione, se esiste
una funzione liscia h tale che

h >0, w=hw', (7.5.2)

allora le forme di volume w e w’ sono equivalenti.
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Data h(p) > 0 nella carta (U, ¢), e la forma di volume espressa come

w = h(p)dz* A ... A da™, (7.5.3)
allora se p € U,;(\U; possiamo scrivere
Ol oz™
_ o Wm 1 m
w = h(p) oy Ayt A A oy dy"™ = h(p)Jdy A ... \Ndy™, (7.5.4)

ove J > 0 poiché la varieta M ¢ orientabile per ipotesi.

7.6 Integrazione su varieta

Se f € una funzione definita sulla varieta M e a valori in R, e w ¢ la forma
di volume (7.5.3), si definisce l'integrale

/fw_/ Flor (@)h(o) (2))dat..da™. (7.6.1)

La varieta M € paracompatta se € sempre possibile ricoprire ogni parte di
M con un numero finito di insiemi U; di un ricoprimento aperto {U;} di M.
Se esiste una famiglia {¢;(p)} di funzioni differenziabili e tali che:

0<e(p) <1, Vi, (7.6.2)

ei(p) =0sep & U, (7.6.3)

Zsk(p) =1,Vp € M, (7.6.4)
2

si dice che le {¢;(p)} sono una partizione dell’unita subordinata al ricopri-
mento {U;} di M. Si scrive allora che

= Feie) = 3 filw). (7.6.5)
e in virtu delle (7.6.1)
Jre=% ] 5

=2 o fi(@: H@)h(p; H(2))dat A ... A dz™. (7.6.6)

e (7.6.5) si trova che

Nel caso semplice della 1-sfera, tali formule diventano

2m T
/ cos? 0 df = / cos? 6 sin? 4 +/ cos? 6 cos? b SR (7.6.7)
o ; 2 ). 272

bo| 3
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7.7 Una forma differenziale esatta ma non
chiusa

Non tutte le forme differenziali di interesse sono di classe C*°. Per rendercene
conto, andiamo ora a costruire una forma differenziale di classe C°. A tal
fine, cominciamo col considerare in R? la funzione F : z,y — F(z,y) definita
come segue (Bongiorno 1992):

F(z,y) = %—yg)) se (z,y) % (0,0), (7.7.1)
F(z,y) =0se (z,y) = (0,0). (7.7.2)

Notiamo che F(z,0) = F(0,y) = 0, Vx € R, Yy € R. Dunque esistono le
derivate parziali F, e I}, nell’origine, poiché ad esempio

F,(0,0) = lim 220 = F(0,0)

z—0 x—0

=0. (7.7.3)
Fuori dell’origine, si ha

Fylz,y) = y(@® — ") (a® + )~
+ay2z(2® +y*) 7t — ay(2® — y?) (2 +y?) 222
y(a* + 42%y* — y*)
= (7.7.4)

Tale derivata risulta continua, poiché, come si puo vedere passando a coor-
dinate polari z = pcos(p), y = psin(p), si ha

lim F,(x,y)=lim psin cos(¢) sin?(2 = 0. 7.7.5
e, el y) = lim psin(e)(cos(e) sin”(2¢)) (7.7.5)
Tale limite & uniforme rispetto a ¢ (ovvero vale indipendentemente dal par-

ticolare valore di ¢), per la limitatezza dell’espressione in . Inoltre, se
(x,y) # (0,0), si trova

Fy(z,y) = 2(2® — ) (2* + y*) !
—zy2y(2® + ) — ay(2® — y?) (2 +y?) 22y
4 g2 — ot
_ el Ay —y) (7.7.6)
(232 + y2)2

mentre

F,(0,0) = 0. (7.7.7)
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Consideriamo ora nel piano euclideo la 1-forma avente per componenti le
derivate parziali F, e F),, ovvero

w = A(r,y)dz + B(z,y)dy, Alr,y) = Fu(z,y), B(z,y) = F,(z,y). (7.7.8)

Tale 1-forma ¢ definita su R? con coefficienti continui, e per costruzione & esat-
ta, avendo per primitiva la famiglia ad un parametro di 0-forme appartenenti
a CH(R?)

F(z,y) + costante.

Tuttavia, nell’espressione di dw si trova

0A 0B 0B 0A
dw=—dy Nd —dr ANdy = | — — — | dx N dy. 7.7.9
“ dy Y x+8x Ly (8:6 8y> LAy ( )
La condizione necessaria e sufficiente per la chiusura di w:
0B 0A
—_— = 7.7.10
or Oy ( )
e pero disattesa nel caso in esame, in quanto
_ .. F(0,y) — F(0,0)
A,(0,0) = F,,(0,0) = zl/li% 0
-5 = b (7.7.11)
mentre
_ _ . Fy(2,0) — F(0,0)
B,(0,0) = F,,(0,0) = zltli\r(l) po
_al
= :lcli%ﬁ = 1. (7.7.12)

L’origine (0,0) & 'unico punto di R? dove le derivate A, e B, differiscono, ma
tanto basta a dimostrare che la nostra 1-forma, pur se esatta, non e chiusa.

7.8 Una forma differenziale chiusa ma non
esatta

Consideriamo in R? — (0,0) la 1-forma

(y+z)dx + (y — z)dy

0=
(2% +y?)

= E(z,y)dx + H(z,y)dy. (7.8.1)
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Pertanto

E,=@+y) " = (y+a)@@®+y°) "2
2 9

_ sty -y (7.8.2)
($2 + y2)2

H,=—*+y)" = (y—2)(@® +y*) "2
(22 — 22y — y?)
= S = E,. (7.8.3)

Troviamo dunque che € ha coefficienti continui in R? — (0,0), e dotati di
derivate E, e H, continue e eguali, da cui segue che {2 ¢ chiusa nel campo
R? — (0,0). Ma, detta v la circonferenza centrata nell’origine e di raggio 1,
si trova

/Q#O (7.8.4)

Infatti, posto x = cos(t),y = sin(t), t € [0, 27|, si ottiene

/ (B(x,y)dr + H(x, y)dy)

v

= /0 7r(sin(t) + cos(t))(—sin(t))dt +/0 7r(sin(t) — cos(t)) cos(t)dt
:—/%ﬁ:—%. (7.85)
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Capitolo 8

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. 1

8.1 Concetto di gruppo

Desideriamo qui seguire la catena logica impiegata da Hermann Weyl (1950)
per definire il concetto di gruppo, peraltro da noi gia definito nel secon-
do capitolo. Il concetto di gruppo, uno dei pit antichi e profondi concetti
matematici, fu ottenuto per astrazione dal concetto di gruppo di trasfor-
mazioni. Un campo di punti, un insieme di elementi che noi chiamiamo
punti, sui quali le trasformazioni operano, ¢ alla base delle trasformazioni.
Questo insieme di punti puo essere o la totalita di un numero finito di elemen-
ti esibiti individualmente, o un insieme infinito, in particolare un continuo
quale lo spazio o il tempo. Una applicazione o corrispondenza S dell’insieme
di punti su se stesso € determinata da una legge che associa ad ogni punto p
dell’insieme un punto p’ quale immagine: p — p’ = Sp. Due corrispondenze
Sp e T'p sono identiche se, per tutti i punti p, i due punti immagine Sp e T'p
coincidono. Se il loro insieme di punti contiene un numero finito di elementi,
la corrispondenza S puo essere definita assegnando esplicitamente il punto
immagine per ogni punto p. Per insiemi infiniti, tuttavia, 1’associazione e
solo possibile assegnando la legge della funzione S.

Fra tali corrispondenze, ve ne € una particolare che associa ad ogni punto
p il punto p stesso: p — p. Questa e detta l'identita I. Due corrisponden-
ze possono essere applicate successivamente: se la prima trasforma il punto
arbitrario p in p’ = Sp, e la seconda trasforma p’ in p” = TP/, allora la
corrispondenza risultante dalla composizione delle due e definita dall’appli-
cazione p — p”" = Tp' = T(Sp) ed & denotata mediante T'S (letta da destra
a sinistra, ovvero si effettua prima S e poi T

93
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Noi restringeremo la nostra attenzione a corrispondenze S che sono biu-
nivoche: i punti immagine p’ = Sp associati a p saranno sempre distinti, e
ogni dato punto p’ apparira come I'immagine di uno, e solo uno, dei punti
p. Ne discende che tale corrispondenza biunivoca S : p — p’ determina una
seconda corrispondenza, I'inversa S~ : p’ — p di S, che appunto la cancella:

S'(Sp) = p, S(SP) =7, (8.1.1)

ovvero

S'S=1,85"=1. (8.1.2)

L’inversa di S™! ¢ ancora S: (S7!)™' = S, e Iidentita I & l'inversa di se
stessa. La corrispondenza T'S che risulta da due corrispondenze biunivoche
S e T ¢ essa stessa biunivoca, e la sua inversa ¢ (T'S)™! = S™I1T~! poiché
invertendo le corrispondenze p — p’ — p” ne risulta p” — p’ — p. Pertanto
considereremo solo quelle corrispondenze, dette anche trasformazioni o sosti-
tuzioni, che sono biunivoche. In tale ambito abbiamo le due fondamentali
operazioni di inversione e composizione.

Un esempio cinematico di gruppo ¢ offerto dai moti di un corpo rigido.
Le posizioni sono in tal caso rappresentate dai punti materiali, e I'insieme dei
punti ¢ lo spazio stesso. La corrispondenza biunivoca p — p’ collega lo stato
iniziale e quello finale: quel punto materiale che originariamente ricopriva il
punto spaziale p viene trasportato nel punto p’ dal moto. Corrispondenze
congruenti dello spazio su se stesso saranno anche brevemente chiamate moti
nel senso geometrico del termine.

Siamo ora pronti a formulare il concetto di gruppo di trasformazioni. Con
tale termine intendiamo un qualsivoglia sistema 7 di trasformazioni di un
dato insieme di punti, che ¢ chiuso nel senso espresso dalle seguenti condizioni:

1

(1) L'identita I C 7.
2)S e r=S"ter
B)YVS,T e, TS €.

Come esempi. menzioniamo il gruppo delle n! permutazioni di n oggetti,
le applicazioni congruenti o moti dello spazio euclideo tridimensionale, tutte
le trasformazioni lineari omogenee in n variabili con determinante non nullo
(corrispondenze affini di uno spazio vettoriale a n dimensioni), e il gruppo
delle trasformazioni unitarie in n dimensioni.

Se il punto p va nel punto p’ mediante una trasformazione del gruppo 7,
allora p’ & detto essere equivalente a p rispetto al gruppo 7. Lo stesso concetto
viene applicato quando consideriamo invece di un punto p una figura che
consiste di punti. Espresse in questi termini, le tre richieste per un gruppo
non sono niente altro che i tre assiomi di eguaglianza:
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(1) p & equivalente a p.
(2) Se p’ & equivalente a p, allora p & equivalente a p'.

(3) Se p' & equivalente a p, e p” & equivalente a p', allora p” & equivalente a p.

Come gia sappiamo dal secondo capitolo, secondo il programma di Erlan-
gen di Klein, ogni geometria di un insieme di punti e basata su un particolare
gruppo 7 di trasformazioni dell’insieme; le figure che sono equivalenti rispetto
a 7, e che quindi possono essere trasportate in un’altra mediante una trasfor-
mazione di 7, devono essere considerate come la stessa figura. In geometria
euclidea questo ruolo e svolto dal gruppo delle trasformazioni di congruenza,
che consiste dei moti sopra menzionati, e in geometria affine dal gruppo delle
trasformazioni affini. Il concetto di gruppo esprime la specifica isotropia o
omogeneita dello spazio; esso consiste di tutte le corrispondenze biunivoche
dello spazio con se stesso, ovvero quelle trasformazioni che lasciano immutate
tutte le relazioni oggettive tra punti dello spazio che possono essere espresse
geometricamente. La simmetria di una particolare figura in un tale spazio
e descritta da un sottogruppo di 7 che consiste di tutte le trasformazioni di
7 che trasportano la figura sopra se stessa. L’arte della piastrellatura or-
namentale, che fu perfezionata dagli egiziani, contiene implicitamente una
considerevole conoscenza di natura gruppale. Troviamo qui, forse, il piu an-
tico frammento di matematica nella cultura umana. Ma solo recentemente
siamo stati in grado di enunciare chiaramente i principi formali di questa
arte; tentativi in questa direzione furono gia compiuti da Leonardo da Vin-
ci, che tento di dare una descrizione sistematica dei vari tipi di simmetria
possibili in un edificio. Ma le strutture simmetriche pitt meravigliose sono
esibite nei cristalli, la simmetria dei quali e descritta da quelle trasformazioni
di congruenza dello spazio euclideo che portano i reticoli atomici del cristallo
a coincidere con se stessi.

8.2 Gruppi astratti e le loro realizzazioni

Un numero arbitrario di trasformazioni di un dato insieme di punti sopra se
stesso puo essere applicato in successione; ovviamente non dobbiamo consid-
erarne solo due. Ma quando effettuiamo questo processo un passo alla volta,
esso viene automaticamente ridotto ad una successione di composizioni di
trasformazioni considerate due alla volta:

ABC... = A[B(C...)].
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Questa possibilita di effettuare una composizione estesa in passi che non coin-
volgono piu di due trasformazioni alla volta dimostra che la legge associativa

(AB)C = A(BC)

vale per tre qualsivoglia trasformazioni A, B, C. La struttura di un gruppo di
trasformazioni ¢ ottenuta da esso mediante astrazione quando consentiamo
alle trasformazioni stesse di degenerare in elementi di natura immateriale,
conservando solo la loro individualita e le regole in accordo con le quali
due date trasformazioni vengono composte, in un dato ordine, a formarne
una terza. In accordo con quel che dicevamo poc’anzi, tale composizione
obbedisce necessariamente alla legge associativa. Forse obbedisce anche ad
altre leggi universali, ma poiché non abbiamo al momento nessuna indicazione
di questo, tentiamo una formulazione della struttura astratta del gruppo
mediante le seguenti definizioni:

Un gruppo astratto € un sistema di elementi entro il quale una legge di
composizione ¢ assegnata tale che, mediante di essa, origina da due qual-
sivoglia (eguali o diversi) elementi a, b del gruppo, presi in questo ordine, un
elemento ba. Le seguenti condizioni sono quindi soddisfatte:

(1) La legge associativa
c(ba) = (cb)a. (8.2.1)

(2) Esiste un elemento I, I’elemento unita, che lascia un elemento arbitrario
a inalterato mediante composizione con esso:

Ia=al =a, Va. (8.2.2)

(3) Per ogni elemento a esiste un inverso a~' che fornisce, mediante compo-
sizione con esso, 1’elemento unita I:

aa ' =ata=1. (8.2.3)

Tale gruppo astratto non va confuso con la sua realizzazione mediante
trasformazioni, ossia corrispondenze biunivoche di un dato insieme di pun-
ti. Una realizzazione consiste nell’associare ad ogni elemento a del gruppo
astratto una trasformazione T'(a) dellinsieme di punti in modo tale che, al-
la composizione di elementi del gruppo, corrisponda la composizione delle
associate trasformazioni:

T(ab) = T(a)T(b). (8.2.4)
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Segue da questo che all’elemento unita I corrisponde l'identita Z, e agli
elementi fra loro inversi, @ e a~!, corrispondono le trasformazioni inverse,
ovVVero

T(a™") =T "(a). (8.2.5)
La prima asserzione segue dal caso particolare
T(a)T(I)=1T(a) (8.2.6)

della (8.2.4) mediante composizione a sinistra col reciproco della trasfor-
mazione T'(a):

T Ya)T(a)T(I) =T(I) =T *(a)T(a) =T. (8.2.7)

La (8.2.5) ¢ allora contenuta nella (8.2.4) come caso particolare con la scelta
b=a':

3
&
|
K
&
=
=
=
)

L
I
N
=
S
L
|

=T(a™). (8.28)

La realizzazione & detta fedele (o iniettiva) quando a elementi distinti del
gruppo corrispondono trasformazioni distinte:

a# b= T(a) £ T(b). (8.2.9)

In accordo con la fondamentale equazione (8.2.4), la condizione necessaria e
sufficiente per la fedelta e che T'(a) sia I'identita solo se a = I = elemento
unita, poiché, se a,b sono due elementi del gruppo segue allora da T'(a) =
T(b), ovvero

T(a)T () =T(a)T(b ") =T(ab™") =T, (8.2.10)

che sotto queste condizioni ab™' = I == a = b. Se il gruppo astratto
G ¢ ottenuto da un gruppo di trasformazioni 7 mediante astrazione, allora
viceversa 7 ¢ una realizzazione fedele di G.

Nello studio dei gruppi di trasformazioni abbiamo sempre a che fare con
due varieta:

-L’insieme dei punti privo di struttura.

-La varieta degli elementi del gruppo di trasformazioni, la struttura della
quale e espressa dalla legge di composizione.
Il problema originale si scinde dunque in due:

-L’esame delle varie strutture gruppali possibili.
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-L’esame della possibilita di ottenere realizzazioni del dato gruppo astratto
mediante trasformazioni di un dato insieme di punti.

Questi due problemi sono di carattere fondamentalmente differente, e
richiedono un apparato matematico fondamentalmente differente per la loro
discussione.

L’astrazione dalla natura degli elementi del gruppo ¢ espressa matemati-
camente dal concetto di isomorfismo. Se abbiamo due gruppi G,G’ e, ad
ogni a € G ¢ associato un elemento ¢’ € G’ in modo uno a uno, tale che

(ba) =V'd, (8.2.11)

allora i due gruppi sono detti semplicemente isomorfi.

Gruppi astratti semplicemente isomorfi non offrono alcun modo di dis-
tinguere 'uno dall’altro. Due gruppi di trasformazioni isomorfi posso essere
considerati una rappresentazione fedele di uno e lo stesso gruppo astratto.
Un gruppo puo essere isomorfo a se stesso, ed ¢ allora detto essere automor-
fo. Tale automorfismo ricorre quando G e G’ coincidono, ovvero quando una
associazione biunivoca a — @’ che soddisfa la (8.2.11) viene a stabilirsi tra
gli elementi del gruppo G.

Il problema sorge se o meno ogni gruppo astratto possegga una realiz-
zazione fedele. Se questo non fosse il caso, il concetto di gruppo astratto
quale sviluppato sopra sarebbe troppo ampio, ovvero esisterebbero in ag-
giunta alla legge associativa, altre leggi puramente formali per la composi-
zione di trasformazioni che sono soddisfatte da ogni gruppo di trasformazioni.
Viceversa, una dimostrazione della realizzabilita di ogni gruppo astratto ci
direbbe che tutto quel che si puo dire circa le leggi formali per la compo-
sizione di trasformazioni ¢ contenuto nelle nostre condizioni da (1) a (3). Si
puo infatti costruire una realizzazione fedele di ogni gruppo astratto G as-
sumendo come insieme di punti la varieta gruppale stessa e consentendo che
ad ogni elemento a € G corrisponda la trasformazione s — s’ = as della
varieta gruppale su se stessa. QQuesta traslazione a sinistra sara oggetto di
studio nel capitolo 9, assieme alla associata traslazione a destra.

Dato un gruppo astratto G, 'insieme G’ C G ¢ detto sottogruppo di G
se G’ & un insieme di elementi di G che esso stesso soddisfa le condizioni che
caratterizzano un gruppo: ’elemento unita I € G’ con a appartiene anche
a!, e con a,b appartiene anche ba. Queste tre condizioni possono essere
ridotte ad una sola:

a,b € ' =ba' € G (8.2.12)

Ad esempio, nel gruppo dei moti euclidei € contenuto il gruppo delle rotazioni
(che lascia un punto, il centro, fisso) e il gruppo delle traslazioni. Le trasfor-
mazioni unitarie costituiscono un sottogruppo del gruppo completo di tutte
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le trasformazioni lineari omogenee; le permutazioni pari sono un sottogruppo
del gruppo di tutte le permutazioni.

8.3 Rappresentazioni di gruppi

Nel richiedere che le trasformazioni che devono servire come realizzazione
di un dato gruppo astratto G siano lineari e omogenee, perveniamo ad un
problema che e molto fruttuoso dal punto di vista matematico e che e allo
stesso tempo della piu grande importanza per la fisica; noi parliamo allora
di una rappresentazione, anziché di una realizzazione, del gruppo. Una rap-
presentazione n-dimensionale di (G, o una rappresentazione di grado n, con-
siste nell’associare ad ogni elemento s del gruppo una trasformazione affine
U(s) dello spazio vettoriale n-dimensionale R = R,, in modo tale che queste
trasformazioni obbediscano alla legge di composizione

U(s)U(t) = U(st). (8.3.1)

Diciamo allora che s induce la trasformazione U(s) nello spazio di rappre-
sentazione R. Scegliendo un sistema di coordinate in R, ogni trasformazione
U(s) e rappresentata da una matrice quadrata di n righe e n colonne, il cui
determinante € non nullo. Sostituendo 'originario sistema di coordinate con
un altro, ottenuto da esso mediante la trasformazione A, la corrispondenza
che era prima rappresentata dalla matrice U(s) ¢ ora rappresentata dalla ma-
trice AU (s)A~!. Pertanto, se I'associazione s — U|(s) & una rappresentazione,
I’associazione

s — AU(s)A™!

e ovviamente anch’essa una rappresentazione, poiché
AU(S)A™H AU A = AU(s)U () A~ = AU (st) A1 (8.3.2)

Quest’ultima rappresentazione ¢ detta essere equivalente alla precedente.
Esse sono essenzialmente la stessa cosa, poiché differiscono soltanto nella
scelta del sistema di coordinate in termini del quale esse sono descritte. In
particolare, una rappresentazione in una dimensione consiste nell’assegnare
ad ogni elemento s del gruppo un numero non nullo x(s) in modo tale che

x(st) = x(s)x(t). (8.3.3)
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8.4 Introduzione alla teoria dei gruppi topo-
logici

Sia GG uno spazio topologico sul quale & definita una operazione ® per cui
(G,®) & un gruppo. G & detto un gruppo topologico se il prodotto

GxG—G, (9,§) > 90(, (8.4.1)

e 'inversione

1

GG g—g ,9€e Gy 70g=g0y=e=1, (8.4.2)

sono applicazioni continue. Pertanto, si richiede che le strutture di gruppo e
di spazio topologico si raccordino in modo coerente (Esposito 2017).

Teorema 8.1. Se (G,®) ¢ un gruppo topologico, ¥V a € G la moltiplicazione
a sinistra definita da a:

L,:G—G, g—a®y, (8.4.3)
come pure la moltiplicazione a destra
R,:G—=G, g—g0®a, (8.4.4)

¢ un omeomorfismo. Inoltre, I’applicazione che ad ogni elemento di G associa
I'inverso ¢ un omeomorfismo.

Dato a € G, notiamo che L, e continua poiché G & un gruppo topologico,
e che l'inversa e data da L,-1, anch’essa continua. Pertanto L, e un omeo-
morfismo. Analogamente, si dimostra che R, ¢ un omeomorfismo. Inoltre,
I’applicazione inversa

G—G, g9,

per definizione di gruppo topologico, ¢ continua e coincide con la propria
inversa. Q.E.D.

Uno spazio topologico X si dice omogeneo se, V x,y € X, esiste un
omeomorfismo f : X — X tale che

flz) =y. (8.4.5)

La proprieta di omogeneita significa che ogni porzione dello spazio topologico
¢ indistinguibile da un’altra dal punto di vista topologico.

I gruppi topologici sono spazi omogenei: infatti, se (G,®) € un gruppo
topologico e g,¢g € G, allora

f=L,10Ry, (8.4.6)
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¢ un omeomorfismo (questo segue dal teorema precedente, considerando la
composizione di omeomorfismi) tale che

flog=g'ogod =4 (8.4.7)

Tuttavia, non e vero il viceversa: ad esempio, la retta reale R munita della
topologia di Sorgefrey (che ha come base di aperti gli intervalli semichiusi
[a, b]) & uno spazio topologico omogeneo che non ammette struttura di gruppo
topologico. Un altro esempio di spazio topologico che non ammette struttura
di gruppo ¢ la 2-sfera S2.

8.5 Struttura di gruppo topologico sulle sfere
SU gt §8

Cominciamo col ricordare che la n-sfera S™ ¢ il seguente insieme di punti di
Rn—‘rl:

St = {(xl, ey Tpyp) € RMTL: %(@2 = 1} : (8.5.1)

J=1

Ogni n-sfera S™ immersa in R™™! ammette una struttura di spazio topologico,
quella di sottospazio indotta da R"*!. Discutiamo ora i seguenti casi:

(1) n = 0. In tal caso studiamo la 0-sfera
SO = {+1,-1}, (8.5.2)

i cui elementi sono le radici dell’equazione 22 = 1. Detto Z linsieme dei
numeri interi relativi, si pud anche scrivere che S = Z/2.

(2) n = 1. In tal caso studiamo la circonferenza nel piano euclideo, e si puo
ricorrere all'identificazione R? = C, e dunque esprimere la 1-sfera nella forma

St=1{zeC:|z|=1}. (8.5.3)
Possiamo pertanto considerare su S! 1'operazione
d:S'x St St
cosi definita V2,2, € S

(I)(Zl, 22) = Z1 29. (854)



102 CAPITOLO 8. GRUPPI ASTRATTI; TOPOLOGICI; DI LIE. 1

Stiamo pertanto cosiderando il prodotto di numeri complessi di modulo 1,
che risulta ancora essere un numero complesso di modulo 1 poiché

‘Zl 2’2’ = ‘le ‘Zg‘ =1-1=1. (855)

Vale naturalmente la proprieta associativa dell’operazione ® in quanto essa
vale in C. Inoltre, se z € S!, allora

R (x —iy) (r—iy) T _
Ll _ _ =Z-7, (8.5.6)

(z+iy) (v+iy)(xz—iy) (2% +y?)

mentre I'elemento neutro ¢, chiaramente, 1; pertanto (S',®) ¢ un gruppo
abeliano.

(3) m = 3. Anche per la 3-sfera S immersa nello spazio euclideo R* & pos-
sibile un’utile identificazione dello spazio ambiente. A tal fine, consideriamo
{1,4,7,k}, la base canonica di R* e definiamo un’operazione bilineare ¢,
avente 1 come elemento neutro e tale che, sulla base, valga

o(k,i) =75 = —(i, k), (8.5.9)
p(i,i) = ¢(J,4) = ok k) = —1. (8.5.10)

Con la somma + componente per componente e 'operazione di prodotto ¢
ora definita, lo spazio H = (R*, +, ¢) risulta essere un corpo (cf. capitolo 2),
noto come il corpo dei quaternioni. Tale corpo fu introdotto nel 1843 da Sir
William Hamilton, che voleva estendere al caso tridimensionale il profondo
legame che esiste, nel caso bidimensionale, tra numeri complessi e geometria
nel piano euclideo (legame di cui ci siamo avvalsi nello studio della 1-sfera).

Se g € H, esistono, unici, quattro numeri reali ¢1, g2, q3,q4 € R tali che

q¢=q + @i+ qsJ + @k, (8.5.11)
e il coniugato g di g e definito come il quaternione
G =1 — g2t — g3 — qak. (8.5.12)

Il calcolo diretto mostra allora che, Vp,q € H,Va € R, si ha

pP+q=p+q pi=qp, §=¢, a=a. (8.5.13)
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Inoltre, la norma di ¢ ¢ il numero reale non negativo

N@)=qa=> (@) (8.5.14)

L’inverso di un quaternione ¢ il quaternione
1 1

¢l=—7. 8.5.15

N (8.5.15)
Infatti allora 3 N( )
. qq q

N(q) N(q) ( )

A questo stadio, si puo definire la 3-sfera come l'insieme dei quaternioni di
norma 1, ovvero

S*={q € H: N(g)=1}. (8.5.17)

Consideriamo su S? la restrizione del prodotto definito su H; questa opera-
zione ¢ definita poiché, se p,q € S3, allora

N(pq) =pgpq=pgqp=pP=1=pg € S°. (8.5.18)

Inoltre, se ¢ € S3, si trova

- q q _ 3
NiglY)=-—=——-=Gg=N(¢)=1Vq € S 8.5.19
(¢ N N (@) (q) ( )
Pertanto, anche I'inverso di ogni elemento di S® appartiene a S, e possiamo
dire che (S?, ) ¢ un gruppo, ma non si tratta di un gruppo abeliano, poiché

ad esempio ¢(i,j) = k = —p(J,1).

(4) n = 7. In completa analogia al caso della 3-sfera, anche su R® si pud
definire una applicazione bilineare che conferisce allo spazio un’operazione
interna. Infatti, se {1,e,...,e7} ¢ la base canonica di R®, si pud definire
un’applicazione bilineare I avente 1 come unita e tale che la valutazione di
I' sulle coppie dei vettori di base fornisce i valori mostrati in tabella nella
pagina seguente.

Lo spazio O = (R®, +,T") ¢ I'algebra degli ottonioni. I concetti di coniugato,
norma e inverso sono del tutto analoghi al caso dei quaternioni e dunque,
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r €1 €9 €3 €4 €5 €g €7
e1 | —1 ey4 er | —ex | eg | —e5 | —e3
ey | —eq | —1 es e; | —es | er | —eg
es | —er | —es | —1 €6 ey | —es | e
€4 €9 —€1 | —€ -1 (&4 €3 —€5
€5 | —€g €3 —€g | —€7 -1 €1 €4
(& €5 —e€r €4 —e€3 | —€1 —1 €9
€7 €3 €6 —e€1 €5 —€4 | —€9 -1

anche per la 7-sfera S7, si puo scrivere che
ST={w € O: Nw)=1}. (8.5.20)

Si noti pero che 'applicazione bilineare appena introdotta non definisce un
prodotto associativo su S7. Ad esempio

[(C(ey, ez),e3) = I'(ey, e3) = —eg, (8.5.21)

mentre
['(e1,T(e2,e3)) = L(er, e5) = e. (8.5.22)

Questo non dimostra che su S” non si possano definire strutture di gruppo,
ma indica che, data un’algebra di dimensione n, se se ne costruisce un’altra
di dimensione doppia 2n, come insegna la costruzione di Cayley-Dickson, si
riesce a dotare di struttura di gruppo solo S°, St e S3.

Vale la pena studiare la continuita dei prodotti definiti su S°, S! e S3.
Nel caso di S, la topologia considerata su S° x S° & quella discreta, e dunque
il prodotto & continuo. Nel caso di S!, abbiamo considerato la restrizione su
St del prodotto fra numeri complessi, che risulta essere continuo. Infatti,
considerando C = R x R, il prodotto tra i numeri complessi z; = (z1,y1) e
29 = (x9,y2) € dato dal numero complesso

21 2y = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2U1)- (8.5.23)

Se indichiamo con
p: CxC—-C=RxR

il prodotto tra numeri complessi, e con 7, my le proiezioni continue su prima

e seconda componente nell’identificazione C = R x R, otteniamo che

p(Zl, ZQ) = <7Tl <21)7T1 (22) — 7T2(21)7T2(22), 7T1(21)7T2(22) + st (ZQ)W2(21)> .
(8.5.24)
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Dunque, poiché una funzione a valori nel prodotto di due spazi & continua
se e solo se le sue componenti sono continue, e poiché somme e prodotti di
funzioni reali continue sono continue, si ottiene la tesi.

Se GG e un gruppo e X e uno spazio topologico si dice che G agisce su X
se esiste un omomorfismo

¥ : G — Hom(X), (8.5.25)

ove Hom(X) & il gruppo degli omeomorfismi di X. Tale omomorfismo &
detto azione del gruppo G su X, eV g € G scriviamo ¢(g) = 1,. Inoltre, se
Vg € G —{e} risulta che ¢, non ammette punti fissi, 'azione ¢ detta libera.

8.6 Gruppi di Lie a dimensione finita

Se, nella definizione di gruppo topologico, sostituiamo allo spazio topologico
una varieta differenziabile, e richiediamo che le operazioni di prodotto e in-
verso siano applicazioni differenziabili anziché solo continue, otteniamo quel
che prende il nome di gruppo di Lie. La dimensione di un gruppo di Lie e
dunque la sua dimensione come varieta differenziabile (capitolo 3).

I gruppi di Lie sono dunque gruppi muniti anche della struttura di varieta
differenziabile, e tali che le operazioni di

(i) prodotto:

GxG—=G, (91,02) > 010GV, € G, (8.6.1)

(ii) inversione:

G—=G,g—=7:V9elG, IyelG: goy=70g=ce
:}7:9_1:797 (862)

sono differenziabili. Si puo dimostrare che G ha un’unica struttura analitica
mediante la quale le operazioni di moltiplicazione e inversione sono scrivibili
come serie di potenze convergenti. Nei libri fino a meta degli anni ’70 si insi-
steva sulla richiesta di analiticita, anziché sulla natura C'*° di moltiplicazione
e inversione.

Di particolare interesse nelle applicazioni fisiche sono i gruppi di matrici
che sono sottogruppi dei gruppi lineari generali GL(n,R) (matrici reali in-
vertibili n x n) o GL(n,C) (matrici complesse invertibili n x n). Il prodotto
di elementi e, in tal caso, il prodotto righe per colonne fra matrici, e I'inverso
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2

¢ 'inverso di una matrice. Le coordinate di GL(n,R) sono n® numeri reali.

GL(n,R) ¢ una varietad non compatta, e ha dimensione n?.
Sottogruppi di interesse di GL(n,R) sono il gruppo ortogonale O(n),
il gruppo lineare speciale SL(n,R) e il gruppo ortogonale speciale SO(n),

definiti come segue (denotando con M" la trasposta di una matrice M):

O(n) = {M € GL(n,R) : MM'=M'M =1,}, (8.6.3)
SL(n,R) = {M € GL(n,R) : det(M) =1}, (8.6.4)
SO(n) = O(n) () SL(n, R). (8.6.5)

In relativita speciale, incontriamo il gruppo di Lorentz del capitolo 1:
0(3,1) = {M € GL(4,R) : MnM" = 7]} , (8.6.6)

ove 1 ¢ la metrica di Minkowski.

I1 gruppo GL(n,C) é I'insieme di trasformazioni lineari non singolari in
C", che sono rappresentate da matrici non singolari n x n ad elementi com-
plessi. II gruppo unitario U(n), il gruppo lineare speciale SL(n, C') e il grup-
po unitario speciale SU(n) sono definiti come segue (denotando con M la
matrice hermitiana coniugata di M):

U(n) ={M € GL(n,C) : MM"=M'M =1}, (8.6.7)
SL(n,C) = {M € GL(n,C) : det(M) =1}, (8.6.8)
SU(n) = U(n) () SL(n, C). (8.6.9)

Un teorema importante garantisce che ogni sottogruppo chiuso H di un
gruppo di Lie G & un sottogruppo di Lie (Nakahara 2003). Dunque, ad
esempio, O(n), SL(n,R) e SO(n) sono sottogruppi di Lie di GL(n,R). Per
capire perché SL(n,R) & un sottogruppo chiuso, consideriamo ’applicazione
f : GL(n,R) — R definita da A — det(A). Chiaramente f ¢ una applicazione
continua, e f~!(1) = SL(n,R). Un punto {1} & un sottoinsieme chiuso di R,
quindi f~*(1) & chiuso in GL(n,R). Ma allora il teorema appena menzionato
ci garantisce che SL(n,R) € un sottogruppo di Lie.

Di particolare interesse ¢ la versione proiettiva di SL(2, R), ovvero (Katok
1992):

(az +b)

PSL(2,R) = {z ~ ot a)

ad — be = 1} = SL(2,R)/S, (8.6.10)

ove 'omeomorfismo § agisce secondo la regola

d(a,b,c,d) = (—a,—b, —c, —d). (8.6.11)
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8.7 Algebra di Lie di un gruppo di Lie

Siano a, g elementi di un gruppo di Lie G con legge di composizione interna
®. La traslazione a destra R, : G — G e la traslazione a sinistra L, : G — G
di g mediante a sono diffeomorfismi da G a G definiti dalle leggi

R.(9) =9g®a, Ly(9) =a®yg. (8.7.1)
Pertanto, le applicazioni L, e R, inducono le applicazioni
Lo Ty(G) = Ty G) = i) (C). (8.72)

Ra* : Tg(G) — Tg@a(G) = TRa(g)(G)- (8.7.3)

Queste traslazioni danno luogo a teorie equivalenti, e quindi possiamo scegliere
quale delle due usare. D’ora in poi ci baseremo sulle traslazioni a sinistra.

Sia X un campo vettoriale su un gruppo di Lie G, ovvero sia X € x(G).
Tale campo X e detto invariante a sinistra se

a®g *

Nel prossimo capitolo faremo uno studio di tutti i campi vettoriali invarianti
a sinistra, che formano [’algebra di Lie £L(G) del gruppo G, dopo aver definito
alcuni concetti importanti.
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Capitolo 9

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. 11

9.1 Altre proprieta delle traslazioni a destra
e a sinistra

Sia ((G,7);®) un gruppo topologico con topologia 7 e legge di composizione
interna ® denotata come segue:

Vh,g e (Gy1): ®(h,g)=hog € (G,71), (9.1.1)

ove ® & un opportuno prodotto (righe x colonne fra matrici, o prodotto di
funzioni di variabile reale, ad esempio). Le applicazioni L, e R, del capitolo
precedente possiamo dunque riesprimerle mediante la notazione

La(g) = ®(a,9) =a©y, (9.1.2)

Ro(g) = ®(g,0) =g O a. (9.1.3)

Gia quando si definisce I'inverso di g € (G, 7) si incontrano, a ben vedere, L,
e R,. Infatti si richiede allora che

Vge (G,r)Aye(G,1): yOg=gOvy=c¢, (9.1.4)
il che implica la semplice ma notevole relazione

L,(9) = R,(g) =e. (9.1.5)

Ovvero, mediante l'inverso v di g, le azioni delle traslazioni a sinistra e a
destra vengono a coincidere, e solo in quel caso.

109
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Notiamo ora che le composizioni di traslazioni agiscono secondo le regole

La@b(Q) - La(Lb(g>>7 (916)
Rb@a(g) = Ra(Rb(g>) (917>
Infatti si ha
Laop(9) =a®bo g=®(a®b,g), (9.1.8)
La(Ly(9)) =a©b® g = Laeb(9), (9.1.9)

mentre per le traslazioni a destra si ha
Ryoa(9) =90 bOa, (9.1.10)

R.(Ry(9)) = Ra(9 ©b) = g ©b©® a = Ryea(g)- (9.1.11)

Le (9.1.6) e (9.1.7) si possono anche scrivere nella forma
Laop(9) = La(Ls(9)) = a ©b© g = ®(a © b, g) = ®(a, (b, g)), (9.1.12)

Raon(9) = Ry(Ra(9)) = g ®a® b= ®(g,a ® b) = &(P(g,a),b). (9.1.13)

9.2 Classi laterali e sottogruppi normali
Sia H un sottogruppo di un gruppo G e, Vz,y € G, sia
x Ryy<a'y € H. (9.2.1)

Tale R ¢ una relazione d’equivalenza in G. Infatti valgono le proprieta
riflessiva, simmetrica e transitiva, espresse rispettivamente da

v 'r=1 €H, (9.2.2)
vy e H=vy 'z=(z""y) " €H, (9.2.3)
vy €eH, y 'z e H=a"'2=(z""y)(y '2) € H. (9.2.4)

La classe mod R, di x € G ¢ 'insieme
xH ={zh|he€ H}, (9.2.5)
che prende il nome di laterale sinistro di H in GG. Notiamo la catena logica

v Ryy=1'y=he€ H=y=uxh € H,
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e viceversa
y=xzh(heH) =2 'y=hecH=—= 1Ry
Analogamente, la relazione RY;:
Ly xy t € H (9.2.6)
e una relazione di equivalenza nel gruppo G, e I'insieme
Hx = {hz|h € H} (9.2.7)

viene detto il laterale destro di H in GG. Esso e la classe d’equivalenza mod
R} dixeG.
Notiamo dunque che

tH=yH <= a2y ¢ H Hr=Hy<= a2y ' ¢ H, tH=H <z € H,

Hx=H <= xc H.

Ogni z € G sta in un solo laterale sinistro (o destro) di H. Un sottogruppo H
di G si dice normale se Ry = RY;, e le seguenti proposizioni sono equivalenti:

(1)

(2) xtH = HxVz € G

(3)z'Hr C HVxr € G

(4) 7 *Hx = HVz € G.

9.3 Campi vettoriali invarianti a sinistra su
un gruppo di Lie

Sia X un campo vettoriale sul gruppo di Lie G: X € x(G). Dalla fine del
capitolo 8, sappiamo che X si dice invariante a sinistra se vale la condizione
(8.7.4). In coordinate, all’elemento g di G corrisponde x(g), e applicando il
push forward si trova

<[]ZX“ @i

ag

(9.3.1)
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Andiamo ora a dimostrare che esiste una semplice e profonda relazione
tra lo spazio di tutti i campi vettoriali invarianti a sinistra su un gruppo di
Lie e lo spazio tangente al gruppo nell’elemento unita.

(1) Sia dato V' € T.(G), allora si puo definire

v

E<Lg)*v, (9.3.2)

9

e questo campo vettoriale e invariante a sinistra poiché

"‘/’.

= (Lan)* V= (LaLg)* V= (La)* ((Lg)* V)

a®g

= (L), V| , (9.3.3)

g

ove abbiamo fatto uso, nell’ordine, della legge di composizione delle traslazioni
a sinistra, dell’azione del push forward su una composizione di applicazioni,
e della definizione (9.3.2). Dunque, per costruzione, V' & un campo vettoriale
invariante a sinistra.

(2) Viceversa, una volta assegnato il campo vettoriale V' invariante a sinistra,
la sua valutazione nell’elemento unita del gruppo fornisce

V| =(L), V=V € T.(G). (9.3.4)

e

Pertanto, introdotto lo spazio vettoriale a dimensione finita

L(G) = {X e x(G): (La). [X|g} - Xm}, (9.3.5)
concludiamo che vale 'isomorfismo
L(G)=T,(G). (9.3.6)

Tale isomorfismo ¢ non banale e ci dice che, per ogni gruppo di Lie a dimen-
sione finita, I’algebra di Lie puo essere identificata con lo spazio tangente a
G in e. Non occorre studiare tutto lo spazio x(G), che invece ha dimensione
infinita.

Notiamo che £(G) & un’algebra di Lie (vedasi appena dopo), poiché co-
munque presi X, Y € L(G), anche la loro parentesi di Lie ¢ un campo
vettoriale invariante a sinistra:

(La), [X Y]], = [(La). X1, (La), Y1,

= [ Xl oy (9.3.7)

V]yey] = [X,Y])
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Scriviamo dunque che
[, ]: L(G) x L(G) — L(G).

Rammentiamo, per il lettore generico, che un’algebra di Lie ¢ uno spazio

vettoriale a dimensione finita V', munito di un’operazione bilineare [ , | e
antisimmetrica:

[chl ¥ X, Y} — [Xl, Y] ¥ e [XQ, Y], (9.3.8)

[X, oY + cm] . [X, Yl] + e [X, YQ} , (9.3.9)

[X,Y] = —[Y,X], VX,Y €V, (9.3.10)

e che soddisfa I'identita di Jacobi
X,Y], 2]+ [V, 2, X] + [[Z, X}, Y] =0, VXY, Z € V. (9.311)

Incidentalmente, notiamo che l'identita di Jacobi puo anche essere espressa
nella forma

Zeiﬁk[[xi,xj},xk] =0, VX, X;, X3 €V (9.3.12)
irjok
Sia G = GL(n,R), e = I, = diag(1,...,1). In coordinate, abbiamo le
corrispondenze
g—{2"(9)}, a— {2"(a)},
e scriviamo

(Log) =a® g =) 2™ (a)z"(g), (9.3.13)

. 0
V:Zw 5o
i, €

Il campo vettoriale invariante a sinistra e generato da V' e pertanto

V= SV sl = S Vil ge)
g 8$” oxv Oxlm

i7j7l7m

_ Z Vijax#'(e)[xlk(g) mkm(e)} 83m

€ T.(G). (9.3.14)

v

g

1;7j7l7m7k g
-~ ) . )
_ ij Lk k cm _ 5 .00
- E Vi ( )5z 5] Hxlm - § Vi (g) Orli
1:7j7k7l7m g Z’7j7l g

: (9.3.15)

g

.0
= Z(QV)IJ G

l?j
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ove si e posto
(V)7 =D 2"V = (gV)", (9:3.16)

che denota la moltiplicazione matriciale di g per V.

9.4 Esempi di algebre di Lie di gruppi di Lie
a dimensione finita
Vari esempi istruttivi sono qui di seguito riportati.

(1) Sia G = R. Se definiamo la traslazione a sinistra L, mediante z — z + a,
il campo vettoriale invariante a sinistra e

0
X = 3 (9.4.1)
Infatti
_dla+z) o 0
(La) Xl = or Oa+x) O(x+a) Xloras (9-4.2)

e questo e, per costruzione, I'unico campo vettoriale invariante a sinistra sulla
retta reale. Troviamo anche che X = % ¢ I'unico campo vettoriale invariante
a sinistra su G = SO(2). Dunque i gruppi di Lie R e SO(2) condividono la
stessa algebra di Lie.

(2) Sia L(GL(n,R)) I'algebra di Lie del gruppo lineare generale, e sia
v: (—e,6) = GL(n,R)
una curva per la quale v(0) = I,,. La curva v & approssimata da
v(s) = I, + sA+ O(s?) (9.4.3)

nellintorno di s = 0, A essendo una matrice n x n ad elementi reali. Si noti
che, per s sufficientemente piccolo, dety(s) # 0, e vy(s) appartiene invero
a GL(n,R). 1l vettore tangente a ~(s) in I, ¢ 7/(s)|,., = A. Dunque
L(GL(n,R)) e 'insieme di matrici n x n. Chiaramente

dim£(GL(n,R)) = n? = dimGL(n, R).

[ sottogruppi di GL(n,R) sono di maggior interesse, e qui di seguito li
discutiamo.
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(3) Troviamo l'algebra di Lie £(SL(n,R)). Seguendo il metodo appena in-
trodotto, approssimiamo una curva passante per I, mediante la formula
(9.4.3), da cui segue che il vettore tangente a y(s) in I, ¢ 7'(s)|,_, = A.
Ora, affinché la curva 7(s) appartenga a SL(n,R), essa deve soddisfare la
condizione

dety(s) =1+ str(A) =1 = tr(A4) = 0. (9.4.4)

Pertanto ’algebra di Lie £(SL(n,R)) ¢ I'insieme delle matrici n x n a traccia
nulla, e

dim£(SL(n,R)) = n? — 1.

(4) Sia la (9.4.3) una curva in SO(n) passante attraverso I,. Poiché v(s) e
una curva in SO(n), essa soddisfa la condizione

() = 1 = (9) 20+ T) =0, (045)

ds
In s = 0, tale equazione fornisce A* + A = 0, e pertanto I'algebra di Lie
L(SO(n)) e I'insieme delle matrici antisimmetriche. Poiché siamo interessati
solamente ad un piccolo intorno dell’elemento unita, troviamo che

L(O(n)) = L(SO(n)).

Inoltre,
n(n—1)

dim£(O(n)) = dimL(SO(n)) = 5

(5) Una analisi simile si puo svolgere a partire da GL(n,C). L’algebra di Lie
L(GL(n,C)) consiste delle matrici complesse n x n, e ha dimensione reale
2n?.

L’algebra di Lie £(SL(n,C)) ¢ linsieme di matrici a traccia nulla con
dimensione reale 2(n? — 1).

Per trovare l'algebra di Lie £(U(n)), consideriamo ancora l’equazione
(9.4.3). Derivando una volta la condizione

7 (5)7(s) = I, (9.4.6)

troviamo che
(5576)) 2(6) #1550 =0 (9.4.7)

il cui calcolo in s = 0 fornisce

AT+ A=0. (9.4.8)
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Pertanto ’algebra di Lie £(U(n)) consiste delle matrici antihermitiane n x n,
mentre 'algebra di Lie

L(SU(n)) = £(U(n)) (") £(SL(n, C)),

e consiste dunque delle matrici n X n antihermitiane e a traccia nulla, e ha
dimensione n? — 1.

Esercizio. La seguente matrice 3 x 3 € una curva in SO(3):

cos(s) —sin(s) 0
v(s) = [ sin(s) cos(s) 0] . (9.4.9)
0 0 1

Si calcoli il vettore tangente a tale curva in I3.

9.5 1l sottogruppo ad un parametro

Sappiamo che un campo vettoriale X € x(M) genera un flusso in M. Qui
siamo interessati al flusso generato da un campo vettoriale invariante a
sinistra.

Una curva ¢ : R — G e detta un sottogruppo ad un parametro di G se essa
soddisfa la condizione

O(t)6(s) = B(t +5). (9.5.1)

E immediato riconoscere che ¢(0) = e e che ¢~ (t) = ¢(—t). Sebbene G non
sia abeliano in generale, un sottogruppo ad un parametro ¢ un sottogruppo
abeliano, poiché

P()¢(s) = p(t + 5) = (s +1) = ¢(s)p(1). (9.5.2)

Assegnato un sottogruppo ad un parametro ¢, esiste un campo vettoriale
X tale che

d B(4) — YH
5 @(t) = X"(o(t)). (9.5.3)

Tale campo vettoriale ¢ invariante a sinistra. Per dimostrarlo, notiamo in
primo luogo che il campo vettoriale % ¢ invariante a sinistra sulla retta reale,
come sappiamo dall’esempio (1) del paragrafo 9.4. Pertanto

d

* = 54
7 (9.5.4)

(L+)

0
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In secondo luogo, applichiamo la mappa indotta
¢ 0 Ti(R) = Ty (G)

ai vettori <

%‘0 (§] E}t’ ovvero

d "L dot(t)| o
6 2| = 2= x|, (9.5.5)
dt|, ; dt |, 0g*|,
d¢“ 0
cb* = Z o], = , (9.5.6)
ove poniamo ¢(t) = g = ¢ = g*. Ma allora
(OL). G| =on (L. g =0 | =X (957
Yrat), |, - e o
Inoltre, segue dalla relazione ¢L; = L,¢ che
d d
60 (L), = (L) 60 = 60 (L), 5| = (L) 6 5| = (Ly) X1, (959
0 0

Dalle (9.5.7) e (9.5.8) si trova pertanto che

(L), X|, = X (9.5.9)

’g :
Dunque, dato un flusso ¢(t), esiste un associato campo vettoriale invariante
a sinistra: X € L(G).

Viceversa, un campo vettoriale X invariante a sinistra definisce un gruppo
ad un parametro di trasformazioni o(t, g) tale che

d
509 =X, 0(0,9) =g. (9.5.10)

Se definiamo ¢ : R — G mediante ¢(t) = o(t,e), la curva ¢(t) diventa un
sottogruppo ad un parametro di G. Per dimostrarlo, dobbiamo far vedere
che ¢(s+t) = ¢(s)p(t). Per definizione, o soddisfa

d
g0t (s e)) = X(a(t,o(s,¢))). (9.5.11)

Se il parametro s viene fissato, allora @ (¢, ¢(s)) = &(s)¢p(t) € una curva da
R in G tale che ¢(s)p(0) = ¢(s). Chiaramente, o e & soddisfano la stessa
condizione iniziale

0(0,0(s,e)) =a(0,9(s)) = o(s). (9.5.12)
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La @ soddisfa anche la stessa equazione differenziale di o:

d_ d
Sa(t,6(t) = Z0()0(0) =(Law) 200

—(Lot) X(9(1) = X(6(s)6(1))
= X(a(t, o(s)))-

(9.5.13)

Dal teorema di unicita per le equazioni differenziali ordinarie, concludiamo

che

O(s + 1) = d(s)o(t).

(9.5.14)

Pertanto abbiamo dimostrato che esiste una corrispondenza biunivoca fra un
sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Lie G e un campo vettoriale
invariante a sinistra. Questa corrispondenza diventa manifesta se si definisce

la mappa esponenziale, con la quale inizia il capitolo 10.
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10.1 La mappa esponenziale

Se GG e un gruppo di Lie a dimensione finita, se V' denota un elemento dello
spazio tangente T,(G), e se ¢y : R — G & un sottogruppo ad un parametro
generato da (Ly).V, allora la mappa esponenziale € una applicazione

exp: T.(G) = G, exp(V) = oy (1). (10.1.1)
Teorema 10.1. Assegnato V € T,(G) et € R, si ha
exp(tV) = ov(t). (10.1.2)

Dimostrazione. Cominciamo con 'osservare che, detta a una costante non
nulla, si ha

=aV. (10.1.3)

t=0

d d
Gov(an| = aLov()

t=0

Dunque ¢y (at) & un sottogruppo ad un parametro generato da (Lgy).aV, che
genera anche ¢,y (t). L'unicita della soluzione ci permette di scrivere che

ov(at) = dav (1), (10.1.4)

e pertanto dalla (10.1.1) troviamo che

exp(aV) = ¢av (1) = dv(a). (10.1.5)

In @ =t la (10.1.5) fornisce la (10.1.2), dunque I'asserto ¢ dimostrato.

119
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Esempio. Se G ¢ il gruppo lineare generale GL(n,R) e A un elemento della
sua algebra di Lie, il sottogruppo ad un parametro ¢4 : R — GL(n,R),
valutato in ¢, fornisce

o tk.
da(t) = e = In+tA+ZEA’“, (10.1.6)
k=2

Notiamo che [¢p4(t)]™! = ¢pa(—t), e che

Pa(t)pa(s) = dalt +s). (10.1.7)

Il flusso passante attraverso g € G ¢ ge', e si ha
iget“‘ :(Lg) A= A| =gA, (10.1.8)

dt t=0 * g

ove A e il campo vettoriale invariante a sinistra generato da A.

10.2 Geometria dell’algebra di Lie di un grup-
po di Lie
Sia {Vi, Va, ..., V,, } una base dello spazio tangente T.(G), G essendo un gruppo

di Lie n-dimensionale. Poniamo (si noti che, in questo ambito, gli indici in
basso svolgono solo il ruolo di enumerare i campi vettoriali)

(Lo) Vi=Vi= X, (10.2.1)

Gli Xu|g sono n campi vettoriali invarianti a sinistra e linearmente in-

dipendenti. Poiché la parentesi di Lie dei campi X, e X, valutata in g,
appartiene ancora all’algebra di Lie £(G), abbiamo che

[Xu, X,,] =Y )X, (10.2.2)
A=1
ove le C’W’\ prendono il nome di costanti di struttura del gruppo G. Infatti,

applicando il pushforward di L, a tale parentesi di Lie, si trova che

%)

=> C,MNe) Xl (10.2.3)
I =1

ovvero le costanti di struttura non dipendono da g.
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Dall’antisimmetria della parentesi di Lie di X, e X, segue subito 'an-
tisimmetria delle costanti di struttura:

c,)=-C, (10.2.4)
Inoltre, facendo uso dell’identita di Jacobi
HXM,X,,},XP} n HXV,X,,],XM] + HX,),XM],XV} _0, (10.2.5)

e ivi inserendo, due volte in ognuno dei tre termini, la (10.2.2), si trova

Z [C,LWAC)\/)T + CupACApT + Cp,u,)\C)\VT} = 0. (1026)
A=1
Sia ora {0} la base duale a {X,}, per la quale
0", X,) = dt. (10.2.7)

A questo stadio, dobbiamo aprire una parentesi per dimostrare la seguente
formula:

dw(X,Y) = X[w(Y)] - Y[w(X)] — w([X,Y]). (10.2.8)

Invero, il calcolo paziente ci mostra che

Y)| = ZXWM”)

- ZX“[ )Y+ w,0,Y" | (10.2.9)

X)) = Z Y#9,(w0, X")

_ Zw[ (Oun) X + w,0,X"), (10.2.10)

S )

=S [wl,X“/Z;MY”> WY <8”X”)] . (10.2.11)
o
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Dalle (10.2.9)-(10.2.11) troviamo alfine

Xw(Y)] = Yw(X)] - w([X.Y])
_ Z[ (0w Y + X", (0,Y") — Y*(Duw,) X"

Y0, (0, XY) — w, XM, YY) + wl,Y“((?MX”)]

=3 (Ouw) <X“Y” - Y"X”)

214

— dw(X,Y), (10.2.12)

ovvero la (10.2.8) & dimostrata.

Torniamo ora a studiare la geometria dell’algebra di Lie £(G) = T.(G) e
osserviamo che, in virtu della (10.2.8), si ha

0" (X,, X,) = X, [eﬂ(xk)] - X, [GN(XV)} - H’L([Xy, Xﬂ)
= X, 4] — X\[6"] — Zeﬂ< V{X)

:_ZCV)\ 7' :_ZCV)\

= —C M (10.2.13)

Questa formula ci dice che vale ’equazione di struttura di Maurer-Cartan

1
_ o B
a6 = —5 % C.y 60 N6 (10.2.14)
a?IB
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Infatti, dalla (10.2.14) riotteniamo la (10.2.13), poiché
1
0" (X,, X)) = —= Y _C f 6" N0 (X, X))

2
a7/8

_ _% St (0007 - 07 20°) (X, X))
o.f

= =3 Yt (0707 () — 07X, )0 ()
a.f

1 a /8 1 /3 a
=52 Caf R +5D Cuf 0 83
a,f o,

1 1
=50 52 Cal 07 03
a?ﬁ

1 1
_ Iz nosa 58
- _§CV)\ - 5 ZCozﬁ 51/ 5/\
a,B

1 1
— —§CVA” — §C'VA“ =-C " (10.2.15)

Definiamo ora una 1-forma # a valori nell’algebra di Lie:
0: T,(G) — T.(G), (10.2.16)

la quale, assegnato X € T,(G), agisce come segue:

-1
0:X %<Lgfl) X :<L9> X, (10.2.17)
Tale 1-forma prende il nome di forma di Maurer-Cartan su G. Denotando con
{V,.} labase di T.(G), e con {6"} la base di T, (G), la forma di Maurer-Cartan

soddisfa I'equazione di struttura

do + %9/\9 — 0, (10.2.18)
ove
o => "V, ®dp", (10.2.19)
m
ING— Z[Vu@?@“%@@”} - Z[VH,VV} AN (10.2.20)
[T8% [T8%

Infatti, per un dato Y € T,(G), sviluppato nella base di T,(G) secondo la
ben nota relazione

Y =) Y'X,, (10.2.21)
I
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troviamo per un verso che

— Z YV, (10.2.22)

ove ci siamo avvalsi della proprieta
X:u'|g - (Lg)*vﬂ7

mentre per altra via troviamo che
Z(v ® 0 (Y) = Z(v ® 0" (YVX,)
- ZY”V 0" (X ZY”V "

= Z YAV, (10.2.23)

Dovendo tali formule valere per ogni Y, ne concludiamo che deve valere lo
sviluppo

0=> V, 0" (10.2.24)
Quindi, dalle (10.2.14) e (10.2.24) otteniamo

df = Z V, ®do" = —= Z @ C10” A, (10.2.25)

ul//\

mentre dalla sola (10.2.24) abbiamo

1 1 y
SON0= 5;[%,‘4} 26" A6
_ % SOV, @0 N6 (10.2.26)

HyVs A

In virtu delle (10.2.25) e (10.2.26), 'equazione di struttura (10.2.18) ¢ alfine
verificata.
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10.3 Azione di un gruppo su una varieta

L’azione di un gruppo G su una varieta M ¢ una applicazione o : GX M — M
tale che (cf. (8.5.25))

o(e,p) =p, Vp € M, (10.3.1)

o(g1,0(92,p)) = (9192, p)- (10.3.2)

Ad esempio, per 'azione del gruppo lineare generale sullo spazio euclideo a
n dimensioni, scriviamo

o(M,x)=M -1 = 0" = ZM?:H, (10.3.3)
J

ove la matrice M € GL(n,R).
Dato un gruppo di Lie G che agisce su una varieta M, la sua azione &
detta

(1) Transitiva se, ¥V p1,po € M, g€ G: o(g,p1) = pa.
(2) Liberase 3p € M : o(g,p) =p=g=ce.

(3) Effettiva se o(g,p) = pVp € M — g = e. Questo vuol dire che
l'elemento unitario e € G ¢ 'unico elemento che definisce 1’azione banale.
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Capitolo 11

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. IV

11.1 Azione di SL(2,C) sullo spaziotempo di
Minkowski

(I) Come primo passo di questa analisi, costruiamo dapprima un isomorfismo
fra lo spaziotempo di Minkowski e I'insieme delle matrici hermitiane 2 x 2.

(1) Dato un punto z dello spaziotempo di Minkowski, avente coordinate
(20, 21, 2%, 23), ad esso possiamo associare la matrice hermitiana H(x) me-
diante la posizione

3 3
H(z) = Z a1, = 2°Iy + Z r'o;
=0 i=1

oL Oy, (0 1) (0 i), (L0
=T 1) TP\ o)\ o) T o 41

20423 ozl —ix?
:(x1+ix2 ¥ — a3 )7 (1L.1.1)

ove abbiamo chiamato I, la matrice unita 2 x 2, mentre le o; sono le tre
matrici di Pauli.

(2) Viceversa, data una matrice H hermitiana e 2 x 2, otteniamo le coordinate
del punto dello spaziotempo di Minkowski tramite la formula

1
= §tr<TuH)- (11.1.2)

127
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Ad esempio, To0H = IbH = H, e quindi

1 1
§tr(TOH) = 52:1:0 =2

(IT) Come secondo passo, definiamo 1’azione di SL(2, C) sullo spaziotempo di
Minkowski come segue: data A € SL(2,C), consideriamo

o(A,2) = AH(z) A" (11.1.3)

Tale azione rappresenta una trasformazione di Lorentz, e preserva la pseudonor-
ma minkowskiana in quanto

det[o(A, z)] = (detA)det(HAT) = (detH)(detA') = detH
— (@) = (2")2 = (2 — (a%)2 = —(a, ). (11.1.4)
Dette A, B due matrici di SL(2,C), costruiamo ora un omomorfismo due ad

uno, indicato con ¢, tra SL(2,C) e O(3,1) (tale natura due ad uno concorda
con l'essere o(A,z) = o(—A, x) nella (11.1.3)), considerando

A(BHB")A' = ABHB'A" = ABH(AB)'. (11.1.5)

Avvalendoci della notazione per l'azione di un gruppo su una varieta, pos-
siamo rileggere l'equazione (11.1.5) a livelli crescenti di astrazione come
mostrato in tabella:

A(BHB)A' | (AB)H(AB)T
o(A,o0(B,z)) o(AB, )
o(A,B-x) AB -z
A-B-x AB -z
f(A)f(B) f(AB)

In particolare, A puo essere la matrice di rotazione di un angolo # attorno
al vettore unitario 7:

A =exp [—ig(ﬁ-&)] :cosg I, —in-o sing, (11.1.6)
ove
f = (cos(6) sin(B), sin(6) sin(8), cos(5)), (11.1.7)

mentre ¢ € una notazione concisa per la terna delle tre matrici di Pauli. Tale
matrice A ¢ antiperiodica: A(2m 4 0) = —A(6).
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Nel caso di un boost lungo la direzione n con velocita v = tanh(«), si ha
invece la matrice

A =exp [%ﬁ-&] :cosh% [2+ﬁ~<?sinh%. (11.1.8)

Andiamo ora a dimostrare che 'omomorfismo ¢ mappa SL(2, C) sul grup-
po di Lorentz proprio ortocrono SO*(3,1) definito nella (1.3.13). Per prima

cosa, sia
a b
A= (c d) (11.1.9)

una matrice di SL(2,C), e poniamo

p(A) = A, 2" = A", (11.1.10)

Per semplicita, sia (2%, 2!, 22, 2%) = (1,0,0,0). Pertanto, dalla seconda delle
(11.1.10) troviamo
2% = A9, (11.1.11)

N : 0
e d’altro canto si pud anche esprimere 2"~ nella forma

1 1
0 = 5‘51‘[0(14,:6)] = étr [AH(I)AT]
1 a b\ (1 0\ [(a ¢
= —tr - S
2 c d)\0 1)\b d
1
- 5(\al2 + B2+ |2 + |d|2). (11.1.12)
Dal confronto delle (11.1.11) e (11.1.12) troviamo che
1
A%::i(mﬁ4-wﬁ+¢d2+¢dﬁ). (11.1.13)
Adesso possiamo sfruttare un teorema, che dimostreremo nel capitolo 30,
secondo il quale le matrici di SL(2, C) possono solo essere dei seguenti quattro

tipi (a tal fine si studiano i punti fissi delle mappe di Mébius f(z) = EZ;’IZ;
ottenute dai coefficienti della matrice A € SL(2,C)):

(i) Tipo parabolico (P), ovvero un solo punto fisso di f(z), e tr*(A) = 4:

A= Ap— (iol f1> (11.1.14)
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(ii) Tipo ellittico (E), ovvero due punti fissi di f(z), e tr*(A) < 4:

A=Ap = <€2 O.w>. (11.1.15)

0 e 'z

(iii) Tipo iperbolico (H), ovvero due punti fissi di f(z), e tr?(A4) > 4

A=Ay = <\/ﬁ i) . (11.1.16)
Al

(iv) Tipo lossodromico (L), ovvero due punti fissi di f(z), e tr?(A) € C:

A:AL:(\/ﬁe . ) (11.1.17)

O 756_ 2

In virth delle (11.1.13)-(11.1.17) troviamo che, nei quattro casi possibili, A%
assume i seguenti valori:

<A00>P 1+ %Iﬂ!Q >1, (11.1.18)
(AOO)E —1, (11.1.19)
(A%) _1 (]/ﬁ] + i) > 1 (11.1.20)
H 2 k| ) =
<A°0> 2 (|p| + i) > 1. (11.1.21)
L2 ol) —
I limite inferiore nelle (11.1.20) e (11.1.21) assume quel valore poiché la
funzione
h:x€R+—>x+i (11.1.22)

ha un minimo assoluto in x = 1, e tale minimo vale 2. Pertanto, in tutti i
casi possibili, abbiamo AY > 1, ovvero & provato che ¢ ¢ una mappa due ad
uno tra SL(2,C) e SO*(3,1).

Adesso studiamo la relazione tra ¢(SL(2,C)) e SO*(3,1). A tal fine
osserviamo che, detta B = B2 una matrice definita positiva, ogni matrice A
di SL(2,C) puo essere scritta nella forma

‘o 2 ) N2
A ez 0 CcoS g sin ge” B
L0 e — sin ge_” cos ’g

= M?N’B;. (11.1.23)
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Questo implica che
detp(A) = (dete(M))?(detyp(N))?(detp(By))? > 0, (11.1.24)

e pertanto, stando solo a questa formula, I'immagine di SL(2,C) tramite
¢ non coincide ancora con SO*(3,1). Ma le formule esponenziali (11.1.6) e
(11.1.8) per rotazioni e boost ci mostrano che, per ogni elemento di SO* (3, 1),
esiste una corrispondente matrice di SL(2,C), cosi che

©(SL(2,C)) = SO™(3,1), (11.1.25)

ovvero € una applicazione surgettiva.

11.2 Campi vettoriali indotti

Se GG € un gruppo di Lie che agisce su una varieta M, un campo vettoriale
invariante a sinistra (L,).V generato da V' € T,(G) induce naturalmente un
campo vettoriale su M. Definiamo un flusso in M mediante

o(t,x) =€V x, V € T.(Q). (11.2.1)

Tale o(t, ) € un gruppo ad un parametro di trasformazioni, e possiamo allora
definire un campo vettoriale detto il campo vettoriale indotto e qui denotato
mediante p

VO‘ = —etVx

X dt

Abbiamo dunque una applicazione

O TE(G) - X(M)

(11.2.2)

t=0

0 —1
1 0
di SO(2). L’esponenziazione di tV fornisce

v - (s ), (1123)

sin(t)  cos(t)

Ad esempio, se M = R?, sia V = < ) un elemento dell’algebra di Lie

e alfine 9 5

—y— —. 11.24
Vg T o ( )

Per gruppi di matrici con relativa algebra di Lie, il campo vettoriale indotto

e dunque calcolabile da una formula del tipo

0 i,
O i _ i
X0 — ZAjaj]axi _ZB et (11.2.5)
1,7 )

Vel =
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Un altro esempio si ottiene considerando il gruppo G = SO(3) e la varieta
M = R3. In tal caso, le rotazioni attorno agli assi x, vy, z sono descrivibili a
partire dalle tre matrici

00 O
R.= (0 0 —1], (11.2.6)
01 0
0 01
R,=|0 0 0], (11.2.7)
-1 0 0
0 -1 0
R.=[(1 0 o], (11.2.8)
0 0 0
con associati campi vettoriali ottenibili dalla (11.2.5):
0 0
Ry =y— — 2—, 11.2.9
Vg, "o, ( )
0 0
— — T 11.2.1
Ry “0r "oz ( 0)
0 0
R, =0— —y—. 11.2.11
"5 Vo ( )

11.3 La mappa aggiunta

Se G € un gruppo di Lie a dimensione finita, la mappa aggiunta ad, € una
applicazione da G in G definita come segue:

ad, : g—a0gO a = La(g) © a ' = La<Ra—1 (g))
— Ry (La(g)), Va € G. (11.3.1)

Dopo aver introdotto la notazione
Calg) =a®g®a', Va G, (11.3.2)
si riconosce che

Pa(9) =(@0bD) O g (a®b) ' =a0bogob ! ©a
= a0 w(9) ©a™" = pa(we(9)). (11.3.3)
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Notiamo ora che
ady(e) =a®ea'=a0a ' =e (11.3.4)
Pertanto, poiché il pushforward della mappa aggiunta ¢ una applicazione
(ada)s : T4(G) = Thadu(e)(G), (11.3.5)

scopriamo che, posto g = e, si puo definire la mappa aggiunta per l'algebra
di Lie, ovvero I’applicazione (teniamo presente la (11.3.4))

Ad, : To(G) = Toa, 0 (G) = Te(G). (11.3.6)
In altri termini, la mappa Ad, ¢ definita come
Ad, = (ada)sl 7 (g - (11.3.7)

Inoltre, sfruttando 'isomorfismo fra lo spazio tangente T,.(G) e I'algebra di
Lie £L(G), possiamo scrivere che Ad é una applicazione

Ad: G x L(G) = L(G). (11.3.8)

Riconosciamo che valgono le leggi di composizione

(ada> * (adb> = <adab> = (Ad)a (Ad) = <Ad> r (11.3.9)
) (),

Se G ¢ un gruppo di matrici, g un elemento di G, V' un elemento di 7, (G),
il sottogruppo ad un parametro generato da V, allora ad, agisce su etV
come segue:

= id|p, () = Adg1 = (Ad,) 7 (11.3.10)

Te(G)

etV

geV g7t = etV (11.3.11)
da cui a sua volta
Ad,V = %[adgetv} = %e(tgvgl) =gVg (11.3.12)
t=0 t=0
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Capitolo 12

Gruppi astratti; topologici; di
Lie. V

12.1 Rappresentazioni riducibili e irriducibili

Una rappresentazione di un gruppo G (capitolo 8) si dice unitaria se le matrici
U della rappresentazione sono unitarie, ovvero

Ut =UU = 1. (12.1.1)

Tali rappresentazioni conservano il prodotto scalare tra i vettori di uno spazio
vettoriale complesso. Ogni rappresentazione di un gruppo compatto di Lie
o di un gruppo finito € equivalente ad una rappresentazione unitaria, ovvero
esiste una trasformazione che la rende unitaria.

Dato g € G, se D(g) € una rappresentazione valutata in g, allora D*(g)
denota la rappresentazione complessa coniugata. Ad esempio, se in corrispon-
denza ai generatori {7;} abbiamo una rappresentazione

D(g) = exp [z Z T, (12.1.2)
1
la rappresentazione complessa coniugata e
D*(g) = exp [—z’Zale‘ : (12.1.3)
!

I generatori della rappresentazione complessa coniugata sono quindi 7, =
—T}*. Se non esiste una S tale che

STS™! = -1y, (12.1.4)

135
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allora le rappresentazioni D(g) e D*(g) hanno autovalori distinti.

Date due rappresentazioni D(g) e E(g) del gruppo G, il loro prodotto
diretto ¢ la rappresentazione che agisce sullo spazio vettoriale ottenuto dal
prodotto tensoriale tra i vettori di base di D(g) e E(g), ovvero

[D(g)ui] © [E(g)vi] = [D(g) © E(g)](us @ vi). (12.1.5)

Una rappresentazione ¢ detta riducibile se la matrice ad essa associata si puo
trasformare, attraverso similitudini, in una matrice a blocchi, ad esempio se
si ha

A0 0
D=|0 B 0], (12.1.6)
00 C

ove A, B,C hanno dimensioni in generale diverse. Si dice allora che D e
riducibile, poiché ¢ costruita da rappresentazioni piu piccole. Ad esempio,
se A € una matrice 2 X 2, B € una matrice 3 X 3 e C' & una matrice 2 x 2,
scriveremo che

ai; Q12 0 0 0 0 0
a1 Q929 0 0 0 0 0
0 0 b11 b12 b13 0 0
D=0 0 by by by 0 0 (12.1.7)
0 0 bgl b32 b33 0 0
0 0 0 0 0 C11 C12
0 0

0 0 0 Co1 C29

Le matrici A e C' operano su vettori bidimensionali, mentre B opera su
vettori tridimensionali. Lo spazio vettoriale sul quale opera D si decompone
quindi in sottospazi invarianti, grazie alla forma a blocchi. Puo esistere una
trasformazione S, che diagonalizza A, ma non diagonalizza né B né C| e lo
stesso si puo dire se esiste Sg 0 S¢. Un generico vettore dello spazio su cui

opera D si puo esprimere come d = < @, b, 5}, ove a appartiene al sottospazio

sul quale opera A, b al sottospazio sul quale opera B, e ¢ al sottospazio sul
quale opera C.

Le rappresentazioni che invece non possono essere scritte in una forma a
blocchi, ovvero che non hanno matrici di dimensione > 2 lungo la diagonale,
sono dette urriducibili. Una rappresentazione riducibile si puo descrivere
completamente attraverso le rappresentazioni irriducibili che ne formano i
blocchi. In particolare, per la D prima introdotta, diciamo che essa e la
somma diretta delle rappresentazioni irriducibili A, B e C, e scriviamo

D=A®BaC. (12.1.8)
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Per i gruppi di Lie compatti, ogni rappresentazione unitaria ¢ riducibile, e
ogni rappresentazione irriducibile ha dimensione finita.

12.2 Generatori di Lorentz e Poincaré

Nei capitoli 1, 10 e 11 abbiamo studiato il gruppo di Lorentz, e qui ci sof-
fermiamo su SO™(3,1), nel quale le matrici A% hanno determinante = 1 e
A% > 1. Le associate trasformazioni di Lorentz

sono dette proprie ortocrone. Questo e un gruppo di Lie non compatto
caratterizzato da sei parametri. La non compattezza e dovuta al fatto che
tre parametri possono variare nell’intervallo [—00, 00]. Nello spaziotempo di
Minkowski possiamo trasformare solo le componenti spaziali di x*, lasciando
invariata la componente temporale:

Allora otteniamo le rotazioni proprie tridimensionali, che formano un gruppo
compatto a tre parametri, con i generatori L’: L' =L,, L* = L,, L} = L,.
Se si fa trasformare anche la componente ¥, si ottengono i boost. Queste
trasformazioni dipendono dalla velocita di un sistema di riferimento rispetto
all’altro, e quindi dipendono da tre parametri. Quando si scrivono i boost in
forma esponenziale, si ottiene una forma che ricorda quella delle rotazioni,
ma con le funzioni iperboliche cosh e sinh al posto di coseno e seno. Questo
rende possibile I'ottenere i tre parametri «; che ricorrono nell’esponenziale in
funzione delle componenti di 5 = g, secondo

Poiché f; € [—1,1], ne segue che o; € [—00,00]. I generatori dei boost sono
indicati con K*,i = 1,2, 3. Gli elementi di SO (3, 1) si possono scrivere nella
forma

A&, @) = exp[ —ig-L—ia- }?} (12.2.2)

I sei generatori di SO™(3,1), che si ottengono dallo sviluppo delle A, soddis-
fano le seguenti regole di commutazione:

(K7 K =—i) &' L", (12.2.3)
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[, K') =i) &' K", (12.2.4)

(L7, L] = —[KI, K']. (12.2.5)

I generatori L e K possono essere conglobati in un generatore tensoriale
antisimmetrico M7 con sei componenti indipendenti, ovvero

M =K'= =M™, M7 =", L*. (12.2.6)
k

Anche i parametri possono essere conglobati in un tensore antisimmetrico
w*? cosi che

L. L1
¢-L+ad-K= 5Z(,ﬂﬁj\/[aﬂ. (12.2.7)
a7ﬂ

Dal capitolo 1 sappiamo che il gruppo di Poincaré ¢ il prodotto semidiretto
del gruppo di Lorentz O(3, 1) e delle traslazioni T'(a):

P =0(3,1)®T(a). (12.2.8)

Il gruppo proprio di Poincaré consiste di infiniti elementi dati dal prodotto

—

t(a)A(p, @), ove t(a) € T(a) e A(p, @) € SOT(3,1). Gli elementi di T'(a) sono
t(a) = exp(—id - P), (12.2.9)

ove P* sono i generatori delle traslazioni. Un elemento del gruppo proprio
di Poincaré trasforma il vettore z* in

oM =N NS d)a" + ar. (12.2.10)

Nel caso di trasformazioni infinitesime, questa formula diventa

=31 —da P]“ i M]pa:”. (12.2.11)
p.v p v

Per i dieci generatori del gruppo proprio di Poincaré, M* e P, si trovano
dunque i commutatori

[p#,PV} —0, (12.2.12)
[MHV’P)\] — ‘(nV)\PH _ nﬂ)‘PV), (12213)

[MW, MM} _ '(nWMM M — AN n”"M’“). (12.2.14)
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I due operatori di Casimir, che permettono di identificare le rappresentazioni
irriducibili del gruppo proprio di Poincaré, sono

2 — —
¢y :P-P:[PO} _P.P, (12.2.15)
2 . —
Cy=W W :[WO} W, (12.2.16)
ove W e il quadrivettore di Pauli-Lubanski avente componenti
13
W =—2 > e"PP,M,,. (12.2.17)
v,0,p=0

Sinoti che P-W = 0 in virtu dell’antisimmetria del tensore #¥??. Pertanto
solo tre componenti di W sono indipendenti. In particolare, si ha

WO=P.J, W=PJ-PAK. (12.2.18)

La non compattezza del gruppo proprio di Poincaré, che deriva dalla non
compattezza sia di SOT(3,1) che del gruppo delle traslazioni, comporta che
le rappresentazioni irriducibili a dimensione finita non sono unitarie (eccezion
fatta per il caso unidimensionale).

12.3 Le rappresentazioni unitarie del gruppo
di Lorentz

Nel suo articolo del 1932, E. Majorana (1932) fu il primo a studiare le rap-
presentazioni unitarie del gruppo di Lorentz. Majorana stava studiando
un’equazione d’onda lineare del tipo Dirac:

(E+&-§— BM)p =0, (12.3.1)

e voleva evitare soluzioni a energia negativa. Pertanto richiese che 3 fosse un
operatore definito positivo, cosi che la funzione d’onda dovesse trasformarsi
secondo una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz. Il suo argomen-
to si basava su un principio d’azione a partire dal quale derivare ’equazione
d’onda (12.3.1) in modo variazionale. A tal fine, I’azione appropriata ¢

/d4x VWE +ad-p— BM)y.

Se [ ¢ definito positivo, si puo ridefinire la funzione d’onda secondo la
relazione

v =/B1, (12.3.2)
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cosi che, ponendo (Casalbuoni 2006)

Fy=p8"T= %&% (12.3.3)
I’azione diventa
/d4 ot (POE +F.p— M) ¥, (12.3.4)
Da questa si ottiene I’equazione d’onda
3
(Z T — M)J —0, T, = (I, T), o = (E,7). (12.3.5)
=0

Richiedendo la Lorentz invarianza dell’azione (12.3.4), ne segue che lo stes-

so deve valere per f1). Pertanto, sotto una trasformazione di Lorentz, 1
deve trasformarsi come una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz,
OVVero

=8y, STs =85t =1. (12.3.6)

Il passo successivo di Majorana fu il calcolo delle relazioni di commutazione
dei generatori del gruppo di Lorentz, che abbiamo gia scritto nel paragrafo
precedente. Gli L7 e K7 sono legati ai generatori covarianti L* dalle relazioni

1 o .
L= Sy LY, K= L. (12.3.7)

Poiché i boost sono operatori vettoriali, la loro azione sulla base |j,m) del
momento angolare puo essere scritta nella forma

K+‘.j7 TTL> = Oél(j7m)‘j - 1,TTI,+ 1) + Oég(j,m)‘j,m—l- 1)
+as(j,m)|j +1,m+1), (12.3.8)

K-'ja m> - a4(j,m)|j - 17m - 1) + a5(j7m)|jam - 1>
tag(j,m)|j + 1,m — 1), (12.3.9)

Kg’j7m> = Oé?(j, m)’j - 17m> + Oég(j,m)‘j, m>
+ag(j,m)|j +1,m), (12.3.10)

ove, avendo posto

5 2 2
A= .Z‘.jojl , O = 1\/(] Jo) [ ]1)’ (12.3.11)

(452 —1)
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si ha

C\/J— ]— m— 1),

=—AjV({G-m)(j+m+1), (12.3.12)

as(j,m) = Cipa/ (G +m+1)(j +m+2), (12.3.13)
ay(j,m) = —Ci/(G+m)(j +m—1), (12.3.14)
as(j,m) = —A;/ (G +m)(j —m+1), (12.3.15)

a6(]> m) = —Cin/(G—m+1)(j —m+2), (12.3.16)
= Ci/(j —m)(j +m), as(j,m) = —mA;, (12.3.17)

ag(j, m) = — j+1\/(j +m+1)(G—m+1). (12.3.18)

Questi elementi di matrice dipendono dunque dalla coppia (jo, j1). Tali nu-
meri caratterizzano i valori assunti dagli operatori di Casimir del gruppo di
Lorentz, ovvero

1 - —
Cr=3 > Lol =IL-K*=j+ji-1, (12.3.19)
p,v=0
1 3
Cy = i Z Epwpe LM LP7 = 2L - K = 2ijoji. (12.3.20)
w,v,p,0=0

Dunque (jo, j1) e (—jo, —j1) forniscono rappresentazioni equivalenti, e pos-
siamo scegliere jg > 0.

Per rappresentazioni a dimensione finita, si ha j; = jnax+1. A dimensione
infinita, il contenuto di spin della rappresentazione € jg, jo + 1,.... Fin qui
entra in gioco solo la natura irriducibile della rappresentazione. La richiesta
di unitarieta seleziona poi due serie di rappresentazioni:

(i) Serie principale:
Jo=k, k=1,2, ... 00

1
Jo=kt 5. k=012,
J1 =1ta, a € R.
(ii) Serie supplementare:

Jo=0, 71 €R, j1 €] -1,1[.
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Majorana considero le scelte (jo =0,7, = %) e <jo = %,jl = 0), per le quali

i Casimir assumono i valori C; = —%, Cy = 0, poi calcolo gli elementi di
matrice dell’operatore I',. Majorana calcolo le relazioni di commutazione

[ L D] = i (T = Do) (12.3.21)

Gli elementi di matrice di I, si possono ottenere osservando che, una volta
che T'y € noto, i I'; possono essere calcolati da

Iy = —i[ K, Nyl. (12.3.22)
Notando che
(7',m/|Told,m) = (4, m|Tol7, m)d;jSrmm, (12.3.23)
e usando
Lo = [[K, To], Kil, (12.3.24)
Majorana ottenne (poiché I'y ¢ fissato a meno di una costante)
. . o1
(5,m|Tolj,m) =7+ 5 (12.3.25)

Passando al sistema di riferimento a riposo, Majorana trovo lo spettro di
massa

M .
M; = Ty § = Jordo +1,..., (12.3.26)

(G +3
ove jo = 0 oppure % Le due rappresentazioni considerate da Majorana sono le
uniche rappresentazioni irriducibili per le quali si riesce a soddisfare i vincoli
di consistenza per ottenere un’equazione d’onda relativistica che coinvolge
un operatore quadrivettoriale.

12.4 Struttura metrica dello spaziotempo di
Minkowski

Dopo i gruppi di Lorentz e Poincaré, il prossimo gruppo di interesse fisico
e il gruppo conforme. A tal fine, presentiamo finalmente in modo accurato
il concetto di metrica per lo spaziotempo di Minkowski, che finora era un
concetto assunto implicitamente come noto.

La metrica n di Minkowski in un punto p della varieta differenziabile
M connessa, di Hausdorff e con funzioni di transizione di classe C*° ¢ una
applicazione

n\p cT,(M)®T,(M) — R (12.4.1)
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simmetrica:

n(X,Y) =Y, X)VX,Y € T,(M), (12.4.2)

bilineare e non degenere, espressa da un tensore di tipo (0, 2):

3
My =" M

H,v=0

da" @ dz”. (12.4.3)

p

La valutazione di tale tensore su una coppia di vettori di base dello spazio
tangente fornisce

o 0 ’ 0 0
- T ) = w2 v Y
n’p <axa’ 81;,8) M;DHMV <d33' ’8$a> <d£L‘ ’8$B>
3 3
Ozt Oz¥ y
=D Mwyan,s = D b
p,v=0 p,v=0

= Nagl, - (12.4.4)

La metrica inversa ¢ un tensore di tipo (2,0):

3
=Y ()" 9 g 0 (12.4.5)
Oxk — Oxv’

H,v=0

1

ove la valutazione di n~" su una coppia di vettori di base dello spazio cotan-

gente fornisce

n (da®, daf) = (). (12.4.6)

La matrice di tali componenti controvarianti ¢ la matrice inversa di 7,,,
OVVero

3
1\ VA
S o (7 =0, (12.4.7)
v=0
Noi useremo la convenzione secondo cui tali matrici sono entrambe
diag(—1,1,1,1).

Dalla (12.4.4) vediamo che, valutando n su una coppia di vettori X e Y
si trova

3
NX,Y) =) nuX"y’. (12.4.8)

H,v=0
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Pertanto, un generico vettore X € T,,(M) ha una pseudonorma quadra

3 3
n(X, X) = Z Nu X" X" = ZUMM(XM)Qv (12.4.9)
n=0

H,v=0

e viene detto di tipo tempo, luce o spazio a seconda che sia n(X, X) < 0,
n(X,X) =0, n(X,X) > 0, rispettivamente. Dunque i vettori di interesse
fisico giacciono all’interno o sulla frontiera topologica di un cono, il cono luce.
La struttura di cono luce ¢ la novita della geometria lorentziana rispetto alla
geometria riemanniana. All’esterno del cono luce ci sono solo i vettori non
fisici, quelli di tipo spazio. Poiché 7 realizza I'isomorfismo fra T,,(M) e Ty (M),

si ha
3

3
> X =X, Y X, ()" = X" (12.4.10)
p=0 p=0

12.5 Trasformazioni conformi in dimensione

4

Sotto una trasformazione di coordinate x — 1z, le componenti covarianti
della metrica 7 si trasformano come segue:

3
oxt Ox”
Noo = Mo (T') = 57 g () (12.5.1)
/,L,l/:O

Una trasformazione conforme, che dalla teoria generale scriveremmo nella
forma

M) (X, £Y) = Q% nl, (X,Y), (12.5.2)
assume dunque la forma (cf. la (12.5.1) e Qualls 2015)

3

oxP 0x°
> Mo mmm = M) (12.5.3)
ot ox'* Ox!

In particolare, se A(x) = 1 riotteniamo il gruppo di Poincaré, mentre se A(x)
€ una costante # 1 otteniamo delle trasformazioni di scala globali.

Nel caso di trasformazioni infinitesime al primo ordine in £(z) << 1:

o = ot + et (x) + O(?), (12.5.4)
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il membro di sinistra della (12.5.3) diventa

Z oo (5 + a_ +0(e )) (55 + gj: + 0(52))

p,0=0

= N + (85“ + 85”) + O(g?). (12.5.5)

oxv Ozt

Affinché tale trasformazione infinitesima sia conforme, vediamo che, al primo
ordine in ¢, deve aversi

Ouey + 0vey = f(2)Nuw, (12.5.6)

ove la funzione f ¢ calcolabile moltiplicando ambo i membri della (12.5.6)
per le componenti controvarianti di 1 e poi sommando su tutti i valori di p
erda0a 3, dacui

L.
flz) == E ole, = §d1V(€>. (12.5.7)
Sostituendo questa nella (12.5.6), troviamo

Doty + Dy, — %(div(a))nw. (12.5.8)

Il nostro operatore divergenza e

3 3
div(e) = Z@“EH = Z (n")" 0,6, = 0" (grad, e), (12.5.9)

=0 H,v=0

ovvero div = n~!(grad, -), ove grad = (%, %, %, 8%3).
Dalle (12.5.5)-(12.5.8) troviamo che

1
Az) =1+ §(div(5)) +0(?). (12.5.10)
Agendo sulla (12.5.8) con 9" e sommando su v, otteniamo
1
d,(div(e)) +0e, = Eau(div(e)), (12.5.11)

ove

O= Za o = Z )" 0,0, (12.5.12)

n,v=0



146 CAPITOLO 12. GRUPPI ASTRATTI; TOPOLOGICI; DI LIE. V

e 'operatore d’onda in Minkowski (I'operatore di d’Alembert). Agendo sulla
(12.5.11) mediante 0, si trova

0,0, (div(e)) + 00,2, — %auay(div(g)). (12.5.13)

Nella (12.5.13) scambiamo poi g con v e sommiamo membro a membro le
equazioni risultanti, trovando

20,0, (div(e)) + O(0,e, + Ovey) = 0,0, (div(e)), (12.5.14)
e ivi inseriamo la (12.5.8), da cui
(nu,,m + 28#81,) (div(e)) = 0. (12.5.15)

Da tale equazione troviamo alfine

S )™ (n,WD + 26,@) (div(e)) = 0 = O(div(e)) = 0. (12.5.16)

H,v=0

Agiamo ora con d, sulla (12.5.8) e permutiamo gli indici a ottenere

1
0,06, + 0,0,€, = inuyap(div(g)), (12.5.17)
1
0,0,e, + 0,0,e, = Enpu&,(div(s)), (12.5.18)
0,005 + 0,042, = 1, Dudiv(e)). (12.5.19)

Se ora sottraiamo la (12.5.17) dalla somma di (12.5.18) e (12.5.19), troviamo

1 .
0,02, = Z( = Ty + My + 10Dy ) (v (e)). (12.5.20)

12.6 Trasformazioni conformi infinitesime in
dimensione 4

La (12.5.16) comporta che div(e) puo essere al piu lineare in x*, e pertanto
g, puo essere al pitt quadratica in z”, ovvero

3 3
Ep = ay + Z bua” + Z ChppT” TP (12.6.1)
v=0

v,p=0
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Qui i coefficienti a,,, by, ¢, SONO tutti molto minori di 1, e cup = Cupp). La
nostra deve essere una trasformazione conforme indipendentemente dal valore
di 2#, e quindi possiamo studiare individualmente i termini nella (12.6.1).

Per primo, consideriamo a,,. Questo termine corrisponde a una traslazione
infinitesima, e ’associato generatore e 'operatore momento

P, = —id,. (12.6.2)

Il termine lineare in x e piu interessante. Inserendo un termine lineare in x
nella (12.5.8) si trova

1< .
b + b = 5 > 7 byo (12.6.3)

p,0=0

Quindi b, deve avere la forma
b;u/ = aNyy + Myy, (1264)

ove My, = —My,, € a ¢ un parametro. Il tensore m corrisponde a rotazioni
di Lorentz infinitesime

o = 23:(55 + mf;)a:”. (12.6.5)

v=0

Il generatore corrispondente a queste rotazioni e l'operatore di momento
angolare
L, =i(x,0, — x,0,). (12.6.6)

La parte simmetrica di questa espressione corrisponde a trasformazioni di
scala infinitesime

2" =1+ o)z, (12.6.7)
con associato generatore
3
D=—i) a0, (12.6.8)
n=0

Quanto ai termini quadratici in z nella (12.6.1), se li inseriamo nella
(12.5.20) troviamo

3
1 E : v
Cuvp = nupbu + nuubp - T]I/pbuy bM = Z CVM' (1269)
v=0
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Le (12.6.9) danno luogo alle trasformazioni conformi speciali. Dalle (12.5.4),
(12.6.1) e (12.6.9) troviamo che queste hanno la forma infinitesima

" =t 4 2(z - b)at — ()b, (12.6.10)
il cui corrispondente generatore e
3
K, =—i (2% > 2, - :1:28u> : (12.6.11)
v=0

Mettendo assieme queste nuove espressioni di generatori con i familiari ge-
neratori di Poincaré, si trova l'insieme completo dei generatori del gruppo
conforme (non numeriamo l’equazione per evitare ripetizione con le prece-
denti):

3
P,=—id,, L., =i(z,0, — 2,0,), D= —i Zx“@“,
pn=0

3
K,=—i (23% Zx”@V — :1728M> .
v=0

12.7 Trasformazioni conformi speciali in for-
ma finita

La forma finita delle trasformazioni conformi speciali e espressa dalla re-

lazione
at — (x - x)bH

— . 12.7.1
‘ 1-2(0b-2)+ (b-b)(x-2) ( )
L’associato fattore di scala ¢ il quadrato del denominatore, ossia
2
A() :(1 —2(b-2)+ (b b)(a- x)) . (12.7.2)

Dalla (12.7.1), vediamo che in z* = < il denominatore si annulla, e da z*
si passa dunque a un punto all’infinito. Per definire trasformazioni conformi
globali finite si deve ricorrere alla cosiddetta compattificazione conforme, che
non abbiamo tempo di trattare.

I commutatori dei generatori del gruppo conforme sono

[D, P.] =iP,, (12.7.3)

[D7 Kﬂ] = —iK

s

(12.7.4)



12.7. TRASFORMAZIONI CONFORMI SPECIALI IN FORMA FINITA149

(K P)] = 2i(0u D — Lyw), (12.7.5)

(K, L] = 1o Ko — mp K ), (12.7.6)

[Py, L) = i(npu Py — npP), (12.7.7)

Ly, Lol = i(up Lo + Mo Lup = NupLve = Mo Lyp)- (12.7.8)

In dimensione d > 2, il conteggio dei generatori fornisce

d—1
1 dilatazione + d traslazioni + d tr. conformi speciali + % rotazioni,

ovvero (dHd+2) generatori, che sono quindi 15 se d = 4. Si possono anche

definire i generatori nella forma

1
Juw = Ly, Jo1p = §<Pu = Ku), Jou=5(Bu+ Ky, Jop=D, (12.7.9)

N | —

1 cul commutatori soddisfano

[Jmns Ipg] = i (Mg Inp + NnpImg — MmpIng — NngImp)- (12.7.10)
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Capitolo 13

Geometria riemanniana. 1

13.1 Concetto di metrica

Cominciamo ora a studiare quel ramo della geometria che dipende da una
peculiare struttura aggiuntiva, ossia l'introduzione di una metrica.

Definizione 13.1. Data una varieta differenziabile M, una metrica rieman-
niana g su M ¢ un campo tensoriale di tipo (0,2) su M che soddisfa le
seguenti proprieta per ogni p € M (definiamo g, = g|,):

g(U,V)=g,(V,U)VYU,V € T,(M), (13.1.1)

g,(U.U)>0VU € T,(M). (13.1.2)

Dunque g, ¢ una forma bilineare, simmetrica, definita positiva.
Le metriche pseudoriemanniane sono di interesse in relativita, e per esse
vale la (13.1.1), mentre la (13.1.2) viene rimpiazzata dalla condizione

g (U, V)=0YU € T,(M) = V =0, (13.1.3)
ovvero
> g UV =0V U € T,(M)= V =0. (13.1.4)
L4,

Tale ¢,(U, V) ¢ il prodotto interno naturale di due vettori di 7,,(M) se esiste
la metrica. Poiché g, ¢ una applicazione da T,,(M) ® T,(M) a valori in R, si
puo definire una applicazione lineare

gp(U, ) - T,(M) = R (13.1.5)

mediante la corrispondenza V' — ¢,(U,V). Quindi g,(U, ) ¢ una 1-forma
wy € T;(M), poiché le 1-forme sono appunto applicazioni lineari da T, (M)

151
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a valori in R. Similmente, w € T>(M) induce V,, € T,(M) mediante
(w,U0) =9g(V,,,U), (13.1.6)

ovvero

(w,U) = Z <wudx”, U”%> = Zw“U“
n

v

= ViU = g(V.,,U). (13.1.7)

I’I‘7V

Se (U,¢) € una carta su M e {x*} le associate coordinate, la metrica
g € TY(M) ¢ sviluppabile in termini dei prodotti tensori dz# ® dx”, ovvero

9= gu(p)da’ @ da”, (13.1.8)
v
ove
g 0 0 0
_ g 9\ o« 9 8
9 () = 9p <ax“’ a$y) ;gag <dl’ , 8x“> <dx , 8x”>
= 95 0% 0% = guu(p)- (13.1.9)

La (9;“/) ¢ la matrice delle componenti di g ottenute dalla (13.1.9). La

metrica inversa v = ¢! & tale che

> guy =14, (13.1.10)
e la si esprime nella forma
0 0
-1 —1\HY
g =3 (o) 50 (13.1.11)
w,v

Nella letteratura fisica, si chiama metrica anche ’elemento di linea al
quadrato, senza i prodotti tensori, ovvero

ds’ =Y guda’da”. (13.1.12)
%

Se una metrica ¢ riemanniana, la matrice (g,,) ha autovalori tutti positivi.
Se invece g ¢ pseudoriemanniana, (g,,) ha k autovalori positivi e [ autovalori
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negativi. In particolare, se [ = 1, la metrica g ¢ detta lorentziana. Se la
varieta M ha dimensione 4, (k,1) = (4,0) oppure (3, 1) oppure (2,2) nei casi
riemanniano, lorentziano e ultraiperbolico, rispettivamente.

Una volta che la matrice (g,,) ¢ diagonalizzata mediante un’opportuna
matrice ortogonale, e facile ridursi ad avere solo +1 sulla diagonale princi-
pale. Casi particolari sono la metrica euclidea diag(1,1,1,1) e la metrica di
Minkowski diag(—1,1,1,1). Se la varieta (M, g) e lorentziana, un vettore U
e di tipo tempo se g(U,U) < 0, di tipo luce se g(U,U) = 0, di tipo spazio
se g(U,U) > 0. Dunque, come gia abbiamo detto discutendo la struttura
metrica dello spaziotempo di Minkowski, i vettori fisici giacciono all’interno
o sulla frontiera topologica del cono luce.

Una wvarieta riemanniana ¢ una classe di equivalenza di coppie (M, g),
dove le metriche riemanniane h e g sono equivalenti se un diffeomorfismo
mappa h in g. Un esempio semplice ma importante ¢ (R™,§), lo spazio
euclideo m-dimensionale.

Se M & una sottovarieta della varieta riemanniana (N, gy) ese f : M — N
e 'imbedding che induce la struttura di sottovarieta di M, allora il pullback
f* induce su M la metrica naturale gy = f*gn. Le componenti di g, sono

apnfB
(030) = 3 (00 9T (13.1.13)

a?ﬁ

ove f® sono le coordinate di f.

Esempio 13.1. Dette (6, ¢) le coordinate polari di S? immersa in (R?,§), si
ha la mappa di inclusione

f:(0,0) — (sin(f) cos(¢), sin(#) sin(¢), cos()), (13.1.14)

da cui otteniamo la metrica indotta su S?:

of*ofs .
Zgwdx ® dx¥ = ;50‘68“8” dz* @ dzx
a,B,u,v

= df @ df + sin®(0)do ® do. (13.1.15)

Esempio 13.2. Sia 72 il toro immerso in (R3 ) con mappa di inclusione
(sia R > )

f:(00,0) — ((R + 1 cos(f)) cos(¢), (R + rcos(h)) sin(¢), r sin(@)). (13.1.16)
Dalla (13.1.13), la metrica indotta su T2 & quindi

g=r°d0 @ d0 + (R +rcos(0))*dp @ dp. (13.1.17)
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Esempio 13.3. Siano y* coordinate locali sulla varieta M con metrica g,
e z' coordinate locali sulla varieta Y immersa in M. La metrica su ¥ ha
componenti

Zg,wy Y (13.1.18)
ove y’j = %. La metrica v ha una inversa I' = y~! definita dalla condizione

> ok =gk (13.1.19)

Si definisce allora un campo tensoriale ¢ di tipo (2,0) che prende il nome di
metrica indotta su ¥ e avente componenti controvarianti

Zy”yg T, (13.1.20)

Il campo tensoriale ¢ e un proiettore su M in quanto, per prima cosa,

quqA = ¢4, (13.1.21)

e inoltre, detto n” il vettore normale a X2, si ha
> gt =0. (13.1.22)

Le componenti controvarianti della metrica g di M sono allora
(97" = ¢" +n"n", (13.1.23)
ovvero, in notazione libera da indici,

g=q+n@n. (13.1.24)

13.2 Una notazione originale per vettori e 1-
forme

Le lettere X e w non dicono a vista che stiamo studiando campi vettoriali
e campi di 1-forma, e inoltre fanno ricorso ad un alfabeto che non e quello
usato da cinesi, indiani e iraniani, ad esempio. A tal proposito, noi abbiamo
concepito la seguente notazione alternativa:



13.2. UNA NOTAZIONE ORIGINALE PER VETTORI E 1-FORME 155

(i) Vettori tangenti: anziché scrivere X, per il vettore tangente a M in p,
scriviamo ( )g, ove lo spazio bianco all'interno della parentesi tonda so-
stituisce la lettera X, il simbolo ® rappresenta il punto p, e la freccia ver-
so l'alto denota la natura vettoriale. Dunque consideriamo l'applicazione
di sostituzione (in queste equazioni non usiamo punteggiatura, per evitare
confusione con i nostri simboli)

X, — (L (13.2.1)

(ii) Campi vettoriali: poiché I'assegnazione liscia di un vettore tangente al
variare del punto p su M produce un campo vettoriale indipendente da p,
stavolta scriviamo

X — () (13.2.2)

(iii) 1-forme: ci basta cambiare il verso della freccia nella (13.2.1), ovvero

wp — ( oy (13.2.3)

(iv) Campi di 1-forma: analogamente alla (13.2.2), sparisce la dipendenza
dal punto, e basta invertire il senso della freccia. Pertanto scriviamo

w—s (), (13.2.4)

(v) Campi tensoriali: usiamo tante frecce verso l’alto quanto ¢ l'ordine di
controvarianza, e tante frecce verso il basso quanto e l'ordine di covarianza.
Ad esempio, per un campo tensoriale di tipo (2,4) scriviamo

("L (13.2.5)

(vi) n-ple di campi vettoriali: qui abbiamo bisogno di un simbolo diverso dalle
frecce, che rappresenti il nostro contare i campi vettoriali che compongono
la n-pla. Dunque noi proponiamo di usare la notazione

(L (13.2.6)

ove l'ondina ~ sostituisce 'indice o che conta i campi vettoriali della n-pla.
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13.3 Forme quadratiche e simboli di Christof-
fel

Stiamo qui per scoprire l'esistenza dei simboli di Christoffel. A tal fine,
premettiamo che, ancora nel Novecento, i tensori simmetrici di tipo (0, 2)
erano detti forme differenziali quadratiche. Orbene, due di tali forme

n n
F=Y ada"@dat, f'=Y b,da” @da’ (13.3.1)
r,s=1 r,s=1

sono dette essere equivalenti, le a, essendo funzioni assegnate delle variabi-
li indipendenti !, ..., 2", e similmente per le b,, e le variabili indipendenti
2, .., 2'™, se & possibile esprimere le 2 mediante le variabili 2/ in modo tale
che la forma f si trasformi nella forma f’. Per I'equivalenza delle forme f
e f’ & quindi necessario e sufficiente che si possano determinare n funzioni

incognite
g =2, "), Vi=1,...n, (13.3.2)

1 . . .
@ equazioni alle derivate

in modo tale da soddisfare simultaneamente le
parziali del primo ordine
ok

=> an 2 ax”“ ax'S' (13.3.3)

i,k=1

Poiché ”("+1) > n, ¢ chiaro che I'equivalenza delle forme f e f’ richiede par-
ticolari relaz1on1 tra i coefficienti. Al fine di verificare la compatibilita delle
equazioni (13.3.3), conviene studiare le equazioni risultanti dal prendere le
derivate delle (13.3.3). Stiamo avviandoci ad ottenere le formule di Christof-
fel, che implicano che tutte le derivate seconde delle funzioni incognite x sono
espresse attraverso le loro derivate prime rispetto alle variabili indipendenti.
A tal fine, deriviamo le (13.3.3) rispetto ad una qualsivoglia delle variabili
1z, sia questa 2’, e teniamo presente che b, = brs(x'), mentre per le derivate
di a,s bisogna applicare la regola per calcolare derivate di funzioni composte,
OVVero

8az~k - 8aik a’L‘l
=1

Pertanto si trova
Ob,. " Oay, Ox' Oz Oz

ox' e ox! oz'" Oz'® Ozt
1R =

n 2. i k i 2.k
N Z%‘k( d*xt Ox _I_(?x 0*x ) (13.3.5)

— ox'"ox't Ox'*  Ox'" Ox'*0x"
1,K=
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In questa equazione scambiamo l'indice s con ¢, e permutiamo nella somma
tripla al membro di destra gli indici k, [, ottenendo pertanto

b,y "\ Hay; Ot OxF Ox'
oz’ = Oxk 0x'" 0% Oz
“ 9%t oxkF  Oxt 9%k
Z. . (1336
* z’k:zl ik (8x”0x’s 00" 8x’88x’t) ( )

In quest’ultima equazione scambiamo r con s e, nella somma tripla nel mem-

bro di destra, come nel secondo termine della somma doppia, scambiamo
con k. Questo conduce a

Oby " Oay, Ozt dzF Ox!
ox'" ‘ Oxt Oz'" Ox'* Ox't
i,k,l=1
u 0%t OzF  OzF 9%
i . (1337
" i%::la’“ (axﬂ"ax's 9" " o (9x”8x’t) (13.37)

A questo stadio, si aggiungono le equazioni (13.3.6) e (13.3.7), sottraendo

alfine la (13.3.5). In tale combinazione lineare di equazioni, dividiamo allora
ambo i membri per 2, trovando

1 ath + abst . abrs
2 \0z* 92" Ox"

B "L Ox! "1 (day Oay Oay\ Or' Oz
_;W{Z§<axk+ - )

, oxt Ozl ) 0" Ox'*
i,k=1
- 0%zt
+ZailW} . (13.3.8)
i=1

Tale formula suggerisce di definire i simboli di Christoffel di prima specie,
per i quali usiamo qui la notazione

. 1 (Oay Oap  Oay
= - — — . 13.3.
iy k] 5 (ax’f t o o (13.3.9)
In modo analogo, definiamo
. 1 [ 0by  Oby  Oby
7/[2’ k, l] = 5 <ax/k + 81)”. - ax/l . (13310)
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Con questa notazione, la (13.3.8) assume la forma

7,51 Za/t{z klgx,rg;ﬁzn:au S } (13.3.11)

i,k= i=1

Desideriamo ora risolvere per le n derivate seconde
mantenendo fissi r, s.

A tal fine, moltiplichiamo la (13.3.11) per B2 5. > sommando rispetto a
m,t da 1 a n e tenendo presente che l'inversa A% di a,s e l'inversa B¥ di b,
sono collegate dalla formula

oz /ra IER) VZ - 1,...,77/’

Ar=3" pirdr 0z (13.3.12)

1% 1k
= ox" Ox

Pertanto si ottiene

ox' Oxk 0%x°

Bmt/ t — Acl .

£ (fret) g5 B (feeed) 8o
(13.3.13)

La forma della (13.3.13) suggerisce di definire i simboli di Christoffel di
seconda specie, OovVvero

T {c,[i,k]} = ZAd (13.3.14)

Questi simboli sono scritti nella letteratura moderna nella forma I',, ma
questa risulta essere fuorviante, poiché la posizione degli indici suggerisce
I'idea di un campo tensoriale di tipo (1,2), ovvero una volta controvariante e
due volte covariante, laddove, come vedremo, i simboli di Christoffel non si
trasformano in modo omogeneo come fanno i tensori.

13.4 Concetto di connessione affine
Una connessione affine V & una applicazione

Vi x(M)x x(M)— x(M) (13.4.1)
che fornisce una regola (X,Y) — VxY che soddisfa le quattro condizioni

Vx(Y 4+ 2)=VxY 4+ VxZ, (13.4.2)
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V(X+y)Z =VxZ+VyZ, (13.4.3)
Vny = fVyY, (13.4.4)
Vx(fY) = (Vxf)Y + fVxY = X[f]Y + [VyY, (13.4.5)

dove la (13.4.5) vale poiché Vxf = X|[f]. Nella sua azione su funzioni,
quindi, Vx f eguaglia Lx f, ma solo in tal caso! Le proprieta devono valere
per ogni X,Y,Z € x(M) e per ogni funzione f € C®(M).

In una carta (U, p) con coordinate z = ¢(p) su M, definiamo m? funzioni
(m essendo la dimensione di M) F);/u dette coefficienti di connessione, per le
quali

Ve, =Veen=Y exI (13.4.6)

v
X
ove {e,} = {32} & la notazione per la base coordinata di T,,(M). Una volta
nota 'azione di V sui vettori di base secondo la (13.4.6), si puo calcolare VV/

per ogni V' € x(M). Infatti dagli sviluppi

V=) Vi, W=> W, (13.4.7)
W v

si ottiene, usando le (13.4.4) e (13.4.5),

VyW =) VIV, (We) =) V" (W e, + W'V, e,)

BV BV

oW )
=> v ( s > W FAW) ex, (13.4.8)
Hy A v

poiché
o OWY
e W] =

- Oxn
Diciamo quindi che la componente A-esima del vettore al membro di destra
della (13.4.8) & - V#(V,W)*, ove (si faccia attenzione a dove mettiamo le
parentesi tonde!)

(13.4.9)

v =2 >, 13.4.10
( 1 ) - al’“ + nv ( t )
¢ la A-esima componente del vettore V, W, ovvero della derivata covariante
di W lungo il vettore di base e,. Se invece non si usano le parentesi tonde,

si deve intendere R
oW
A
V. W" = e (13.4.11)
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che & un caso particolare della formula Vx f = X|[f], poiché la componente
W & una funzione. Purtroppo nella letteratura moderna la parentesi tonda
nel membro di sinistra della (13.4.10) viene spesso omessa, e dunque molte
equazioni tensoriali vengono scritte sistematicamente in modo sbagliato.

Si noti anche che Vi W non dipende dalle derivate di V', diversamente
dalla derivata di Lie LyW = [V, W/]. La derivata covariante é la appropriata
generalizzazione a tensori del concetto di derivata direzionale di funzions.

13.5 Trasporto parallelo e geodetiche
Sia v : (a,b) — M una curva in M, avente immagine coperta da una

singola carta (U, ¢) con coordinate © = ¢(p). Sia X un campo vettoriale
definito lungo v(?):

X1, ZX £)) eul (13.5.1)

Se X soddisfa ’equazione
VyX =0Vt € (a,b), (13.5.2)

si dice che X & trasportato parallelamente lungo ~(t), ove

v — i _ Z dx“(V(t)) e,ulfy(t) (13.5.3)

dXH dz” (y(t)) o
v, —— XA = 13.5.4
i + g 0, (13.5.4)

infatti

dx”
ViX =Vy wr VZX“eM ZEV“(X“%)

dx”
= (GV[XM]GM + X“Veueu)

(a —ey —i—X“ZeAF’\Z,u) : (13.5.5)
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ove XM dr’  dX"
X
_ ax* 13.5.6
- oxv dt dt ( )

In particolare, se il vettore tangente stesso viene trasportato lungo ~y(t), ossia
se
VyV =0, (13.5.7)

la curva y(t) € una autoparallela. Alcuni autori riservano a tali curve il nome

di geodetiche, anche se le geodetiche risolvono un problema variazionale,
mentre la (13.5.7) ha natura non variazionale. Posto X* = dg—: nell’equazione

(13.5.4), si ottiene 'equazione geodetica per le autoparallele, ovvero

d?z* ZFM dz¥ da?

v,

L’equazione (13.5.7) per le curve autoparallele potrebbe essere sostituita
dalla condizione

VvV = fV, feC™®(M), (13.5.9)
ma si puo sempre considerare una riparametrizzazione t — t’ tale che
dz# dz* dt
—_ — —— 13.5.10
dt dt dt"”’ ( )

e pertanto, se t’ soddisfa ’equazione differenziale
2t fdt’
dez ' dt’

si riottiene I'equazione (13.5.7).

(13.5.11)

13.6 Derivata covariante di campi tensoriali

Richiediamo ora che la regola (13.4.5) valga per ogni prodotto di tensori,
ovVvero

Edi particolare interesse la derivata covariante di 1-forme. Da un lato, poiché
(dette w una 1-forma e Y un vettore) (w,Y’) ¢ una funzione liscia su M, si

ha che
X[(w,Y)} = Vx(w,Y). (13.6.2)

D’altronde, si ha che

Vx<w, Y> = <VXw, Y> + <w, VXy> (1363)
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Quindi la valutazione su Y della derivata covariante di w si ottiene dalla
differenza

(Vyw,Y) = X[(w,Y)} — {w, VxY). (13.6.4)

Per i due termini al membro di destra della (13.6.4), notiamo per il primo

che
X [(M Y)} =3 x4, w, v

= X [(0u0)Y” + w0, (13.6.5)

TR

mentre per il secondo si ottiene

(w, VxY) = <Zwﬂd$“ > X2 (9, + YT, 6A>

AP,V
= > [wuXP0,YNda", e5) + w, YT, XP(da", e,)]
[T N%
=) [ XP0,Y" + w, Y'TH X7

TN

= Z W Z XPOY" 4w, Y'XTh,

s

= Zwy Z XrOYY 4w YV X', (13.6.6)

AU,

In virtu delle (13.6.4)-(13.6.6), troviamo alfine

-0 ]

= ZY”X“ W), (13.6.7)

(Vxw,Y) ZY”X“

che fornisce la formula desiderata

(Vuw)y = 0w, — Y _T7, s (13.6.8)
A

Dunque in particolare, se w si riduce a un vettore di base dello spazio
cotangente: w = dx”, si trova la semplice e fondamentale relazione

Vda” ==Y T, dz*. (13.6.9)
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Per derivate covarianti di tensori di tipo (r, s), ci bastera applicare ripetuta-
mente la (13.6.8), come risultera chiaro piu avanti quando avremo studiato
la condizione di Levi-Civita

Vg =0

per le connessioni affini.

13.7 Proprieta di trasformazione dei coeffi-
cienti di connessione

Se passiamo a una nuova carta (V1) con coordinate y = ¢(p) e base {fo} =

{8?%} e coefficienti di connessione '} , abbiamo

Vs =D Tush (13.7.1)
A
In virtu della legge di trasformazione

o+
Z 3y o (13.7.2)

le regole (13.4.4) e (13.4.5) per le connessioni affini conducono alla formula
0x” O (9x“
\Y% - v
fa fﬁ Z (ayaayﬂ Z ay 8y5 > €
- Zraﬁa R (13.7.3)

da cui, moltiplicando ambo i membri per la matrice di derivate parziali che
¢ l'inversa di quella al membro di destra della (13.7.2), otteniamo alfine

P Ozt ay 0%z oy
I Ou 9 13.7.4
af Z oy OyP 0$” 8y°‘8y5 oxV (13.7.4)

Pstsv

Pertanto i coefficienti di connessione non si trasformano come un tensore, a
causa del termine inomogeneo al membro di destra della (13.7.4). In partico-
lare, i F)‘aﬁ possono annullarsi in un sistema di coordinate e invece essere non
nulli in un altro sistema di coordinate. Si dice allora che i F’\aﬁ sono affinita
tensoriali (Wald 1984). Questa proprieta assicura d’altronde che VY sia
un vettore, e dunque sia indipendente dalle coordinate scelte. Nel seguito,
troveremo utile un teorema, in base al quale possiamo affermare che, se F);w e
G, sono coefficienti di connessione, la differenza I}, — G, & la componente
di un tensore di tipo (1,2).
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13.8 Connessione metrica

Se due vettori X,Y sono soggetti a trasporto parallelo, potremmo voler
richiedere che il loro prodotto interno (lo diremo scalare solo nel caso di
metrica riemanniana) (X,Y) = g(X,Y) resti costante sotto trasporto paral-
lelo. Se allora V' e il vettore tangente ad una arbitraria curva lungo la quale
X e Y sono trasportati parallelamente, possiamo scrivere

0= Vu[o(X, V)] = S VM(Vag)(X.¥) + 0(VaX,Y) +9(X, VY)

— Z VAXEYY (VAg) s (13.8.1)

sV

per ogni X,Y e per ogni curva vy, da cui segue che V ¢ una connessione
metrica, ovvero

(Vag)uw = 0. (13.8.2)

Usando le proprieta (13.4.5) e (13.6.9), tale equazione puo essere riespressa
nella forma

Orgur — Y (D90 + T, 90p) = 0. (13.8.3)

p

Se vale la (13.8.3), si dice che la connessione V & compatibile con la metri-
ca. Se in tale equazione £}, = 0 facciamo permutazioni cicliche di A, p, v,
otteniamo da

_E)\p,u + E,u,VA + El/)\,u =0 (1384)
che, posto
T’/’\M = Fp)\u — F’;M, (13.8.5)
1
Fp(,uu) = 5 (Fp;u/ + pru) ) (1386)
si ha
—OnGy + 0ugr + Dgru + D (T3, 900 + T 901)
p
—2) T 90 = 0. (13.8.7)
P

Il tensore T e detto tensore di torsione, e si trova dunque

1
e, = {upV} +3 (T%, + T, + T2, (13.8.8)
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ove
p|l_1 “iyox (99w | Ogun  Ogu
= — 13.8.9
{,w/} 22)\:(9 ) (8x“+8xV ox? ( )
sono i simboli di Christoffel di seconda specie. La differenza
2
e, - {/w} =", (13.8.10)

esprime le componenti del tensore di contorsione. Nel capitolo 28 acquisiremo
una visione piu profonda della torsione: essa e definibile in tutte le teorie
relativistiche della gravitazione.
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Capitolo 14

Geometria riemanniana. 11

14.1 Tensori di torsione e di curvatura

Introduciamo ora in linguaggio libero da componenti e coordinate il tensore
di torsione

T: x(M) @ x(M) — x(M) (14.1.1)
e il tensore di curvatura di Riemann
R x(M) @ x(M) @ x(M) — x(M) (14.1.2)
mediante le relazioni
T(X,)Y)=VxY —-VyX - [X)Y]=-T(Y, X), (14.1.3)

R(X,K Z) = VXVyZ - VYVXZ - V[X,Y}Z = R()(7 Y)Z, (1414)

ove

R(X, Y) = vay — Vva — V[X,Y] = —R(Y, X) (1415)

e l'operatore di curvatura.
Dimostriamo ora la natura tensoriale di R(X,Y,Z). All'uopo, abbiamo
bisogno della seguente identita:

[fX,9Y]=fX(gY) —gY(fX) = fX[g]Y + fgXY — gY[f]X —gfYX
= [X[g]Y — gY[f]X + fg[X,Y]. (14.1.6)

Mediante le (13.4.4) e (14.1.6) troviamo che

VigxgihZ = VixigyhZ = VoyipxhZ +V pyx vihZ
= [X[g]Vy(hZ) — gY [f)Vx (hZ) + gV xyy(hZ).  (14.1.7)

167
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Possiamo dunque svolgere con pazienza il calcolo desiderato:

RUFX,gY)hZ =V xVoyhZ — VoyV sxhZ — Vigx.gihZ

= [Vx{gVy(hZ)} — gVy {fVx(hZ)} — fX[g]Vy(hZ)

+9Y [fIVx(hZ) — fgVixy)hZ

= [X[g|Vy(hZ) + fgVx {Y[hZ + hVyZ} — gY [fIVx(hZ)
—gfVy {XI[h|Z +hVxZ}

—[X[g]Vy(hZ) + gY [fIVx(hZ) — fg[X,Y][h]Z — fghV (xy1Z

- fgh(VXVyZ VyViZ — vxy]z)

+1gX[Y[NZ + fgY [NV xZ — gfYIX[R]Z — gfX[WVyZ
—felX. Y[R Z + fgX[hVyZ — gfY[h]VxZ. (14.1.8)

In due coppie di termini ci sono cancellazioni esatte, e quindi

R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z =
R(fX,qY,hZ) = fghR(X,Y, Z), (14.1.9)
che esprime appunto la natura tensoriale della curvatura di Riemann. Per-

tanto, presa una base coordinata per lo spazio tangente, la valutazione di R
su una terna di vettori arbitrari puo essere sviluppata secondo la relazione

R(X,Y,Z) =Y X"Y"Z"R(ex, eu)e,. (14.1.10)
A,V

Anche per la torsione ¢ istruttivo fare un calcolo analogo, ovvero

T(fX,9Y) =Vyx(9Y) = Vor (fX) = [f X, gY]

= [Vx(9Y) = gVy(fX) = fX[g]Y + gV [f]IX — fg[X.Y]

= fAX[glY +gVxY} — g{Y[fIX + fVy X} — fX][g]Y
+gY[f1X — fg[X,Y]

— (VY = VyX = [X,Y]) + [X[gY — g¥[f]X

—fX[g]Y +gY[f]X

— 4T (X,Y). (14.1.11)

Quindi, sviluppando XY in una base coordinata, si trova

- T(Z Xte,, Z YVe,) = ZT(X“@N, YVe,)
" v

v

=Y X'Y"T(ey e). (14.1.12)

2l
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14.2 Parallelismo rispetto ad una superficie

Il concetto di trasporto parallelo, che abbiamo scoperto nel capitolo prece-
dente, fu uno dei fondamentali contributi originali di Tullio Levi-Civita,
dopo che il calcolo differeziale assoluto era stato creato da Gregorio Ricci-
Curbastro (Esposito e Dell’Aglio 2019). Puo quindi avere valore pedagogico
una breve digressione in cui delineiamo come Levi-Civita pervenne a tale
concetto.

Levi-Civita rappresenta con yi,%s,y3 le coordinate cartesiane dei punti
dello spazio euclideo tridimensionale, riferiti a tre assi ortogonali. Considera
poi una porzione di superficie o e suppone che si sia stabilita una corrispon-
denza biunivoca fra i punti di o e le coppie di valori che si possono attribuire
a due parametri 2!, 22 entro un certo aperto C di un piano rappresentativo
degli argomenti z!, 2. Pertanto i punti di ¢ e con essi le loro coordinate
cartesiane 7, sono funzioni ben determinate e finite di ', 2% in C, e si pud
scrivere

v, =y (2t 2%), v=1,2,3, (14.2.1)

ammettendo inoltre che le ¥, siano di classe C* in C per un valore oppor-
tuno di k. Nello spazio euclideo con le coordinate y, appena introdotte, una
direzione spiccata da un punto generico P si puo pensare individuata me-
diante uno spostamento infinitesimo attribuito a P. Ora supponiamo che
P appartenga a o, e consideriamo le direzioni spiccate da P e tangenti al-
la superficie. Per individuarle, servono punti P’ infinitamente prossimi a P
e appartenenti a o. Dette x',2? le coordinate superficiali di P, possiamo
individuare P’ con le coordinate superficiali

o' 4+ dat, 2% + da?

Pertanto, ad ogni coppia dx!, do? corrisponde una ed una sola direzione tan-
genziale spiccata da P. Viceversa, ad una direzione corrispondono infinite
coppie dz!,dx?, che differiscono per un fattore di proporzionalitd positivo,
poiché la lunghezza del segmento PP’ che si ¢ scelto a individuare la direzione
e a priori arbitraria, purché infinitesima (il punto P’ essendo infinitamente
vicino a P). Per rendere biunivoca la corrispondenza si assumono, per in-
dividuare una direzione, al posto dei differenziali da?, le quantitd ad essi
proporzionali

dx’
ds’
che non mutano moltiplicando d? per un fattore positivo, poiché allora anche
ds riscala per lo stesso fattore. Le \* sono dette i parametri della direzione, e
si riducono ai coseni direttori nel caso in cui la superficie o sia piana e !, 2

A=

i=1,2,
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rappresentino coordinate cartesiane ortogonali. I parametri della direzione
non sono indipendenti, poiché obbediscono alla relazione

2
D aw NN =1,

ik=1

che si ottiene dalla forma (14.2.8) della metrica su o, e che fa riscontro alla
nota identita del piano euclideo.

Levi-Civita indica con R un generico vettore tangente tracciato da P, e
con dR I'incremento vettoriale di R durante il trasporto parallelo dal punto P
a un punto P;. Tale dR deve essere perpendicolare ad ogni direzione tangente
a o in P, la quale & determinata da uno spostamento infinitesimo del punto
P con associato vettore d P. La condizione di perpendicolarita ¢ 'annullarsi
del prodotto scalare (dette dY, le componenti di dR e dy, quelle di §P):

3
dR-6P =0= > _dY, by, = 0. (14.2.2)

v=1

Questa e I'equazione simbolica del parallelismo, ma in questa forma non &
ancora espressa in modo intrinseco. Per ottenere una forma intrinseca, Levi-
Civita (1925) fa uso da un lato della definizione (14.2.1), da cui le componenti
di P sono

Yy
- Oxk

5y, 5k, (14.2.3)

k=

e dall’altro sa che le Y, sono

83/,,
Y, = Zaxz . (14.2.4)

A questo stadio, Levi-Civita (1925) trova che, posto

=Y i % g (292 g (14.2.5)
~ Ory \ 0 ’

la (14.2.2) diventa

2
Y ndab=0= 7 =0, (14.2.6)

k=1

essendo le dz* completamente arbitrarie. Dopo opportuni passaggi (Levi-
Civita 1925), la (14.2.6) fornisce le equazioni differenziali del parallelismo
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che sono la desiderata forma intrinseca:

2
-y T Rdd, (14.2.7)

=1

ove i I'j; sono i simboli di Christoffel di seconda specie associati alla metrica
sulla porzione o di superficie:

2

3
Z andr’ @ dat = Z dy, ® dy,,. (14.2.8)

i,k=1 v=1

14.2.1 Parallelismo su varieta a n dimensioni

Levi-Civita (1917) estese poi la nozione di parallelismo ad una varieta qualunque,
gettando le basi per la moderna teoria delle connessioni che noi studieremo
nei capitoli 18, 19 e 20 (vedasi postfazione di T. Regge in Levi-Civita (1982)).

In tale ambito, si studia una varieta di Riemann V,, = (M, g) con metrica

g=>_ gads’ ® da", (14.2.9)

ik=1

e si riguarda V,, come immersa in uno spazio euclideo Sy di dlmensmne
N < "("H . Sia C una curva in V,,, di equazioni parametriche z* = z(s), s
essendo un parametro reale, un arco contato da un’origine arbitraria. L’ipote-
si fondamentale & che, ad ogni punto P € C, corrisponda una direzione («)
appartenente a V,,. Siano inoltre £'(s) i parametri di direzione (vedasi com-
menti alla fine di tale paragrafo) che definiscono la («) entro V,,, e siano ay,(s)
i coseni direttori che individuano la («) nello spazio ambiente Sy. Il legame
tra coseni direttori e parametri di direzione e fornito dall’equazione

8yy
8xl

(14.2.10)

le vy, essendo coordinate locali su Sy.

Il concetto di parallelismo in forma non intrinseca richiede che, indicata
con (f) una generica direzione fissa di Sy, 'angolo formato tra le direzioni
(f) ed («) eguagli I'angolo tra le direzioni (f) e (8), V() # («). Siano ora
f 1 coseni direttori della direzione (f), tramite i quali il coseno dell’angolo
formato dalle direzioni («) e (f) assume la forma

COS@/(\f) = Zozufy. (14.2.11)
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Se il parametro s varia di ds, tale coseno subisce I'incremento

N N d
d (Z ayfy> =ds y %fy. (14.2.12)

In geometria euclidea, il parallelismo (ordinario) richiede che I'incremento
(14.2.12) deve annullarsi per tutte le direzioni (f), da cui segue che «,, deve
essere costante, come funzione di s, per ogni v = 1,2, ..., N.

In geometria non euclidea, 1’angolo fra le direzioni («) e (f) si mantiene
invariato per le direzioni (f) appartenenti a V,,, da cui segue che I'incremento
(14.2.12) si annulla solo per le direzioni tangenziali. Tali direzioni sono tutte
e sole quelle compatibili con le equazioni che esprimono I'immersione di V,
in SNI

y, =y (2, .. 2" v=1,..,N, (14.2.13)
ovvero tali che
al da
> oy, =0, (14.2.14)
= ds

per ogni variazione dy, conciliabile con le (14.2.13), dalle quali si trova che

n ayy
Sy, = axk‘s‘”k’ (14.2.15)
k=1

le 0z% essendo completamente arbitrarie. Pertanto la (14.2.14) assume la
forma
Y da, 0y,
~ ds Ox*

—0. (14.2.16)

Questa equazione esprime il parallelismo delle direzioni () lungo la curva
C. A questo stadio, si sostituiscono ai coseni direttori a,, le loro espressioni
(14.2.10) in funzione dei parametri di direzioni, dalle quali si ottiene

da, - 8yl,d_£l " 9y, dijl
ds oxl ds 4~ 0xiox! ds >
=1 7,l=1

(14.2.17)

Tale formula va a sua volta inserita nella (14.2.16), il che rende necessario
osservare che, essendo possibile riesprimere la metrica (14.2.9) nella forma

N
g=> dy, ®dy,, (14.2.18)
v=1
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si ha
N

Ay, 0y,
= E — 14.2.19

Ikt “— Oz* O ( )
e dunque un paziente uso della regola di Leibniz conduce alla identita

N

2 ; 1
oy, Oy, 1 (8% g 5’931) — L] (14.2.20)

£ 9ridxt Ok 2\ 02 Oxl Ot

I simboli [j1, k] sono i simboli di Christoffel di prima specie . Dalle (14.2.16),
(14.2.17) e (14.2.20) otteniamo

= /-
— + I, k|——¢& = 0. 14.2.21
lzl:gkl ds J;[J ] ds£ ( )

Da ultimo, moltiplicando la (14.2.21) per le componenti controvarianti della
metrica g e sommando sugli indici ripetuti, si ottiene

de et
r,—«&=0 14.2.22
ds + JZI gl ds 5 ) ( )

ove abbiamo fatto uso dei familiari simboli di Christoffel di seconda specie

n

I = (g )™ il k). (14.2.23)

k=1

La (14.2.22) stabilisce come variano i parametri £ lungo la curva C, se le
direzioni da essi individuate si mantengono parallele. Col linguaggio moderno
del paragrafo 13.5, le & sono le componenti di un campo vettoriale lungo la
curva C e le % sono le componenti del vettore tangente a C'.

Il concetto di parallelismo permise di comprendere da dove discende il
ruolo matematico del tensore di Riemann, in quanto, come vedremo nel para-
grafo 14.4, il trasporto parallelo di vettori lungo curve diverse produce alfine
elementi diversi dello stesso spazio tangente in un punto.

14.3 Torsione e curvatura in base coordinata

Terminata la nostra digressione sull’originale concepimento del trasporto pa-
rallelo, possiamo riprendere il nostro cammino principale. Poiché torsione e
curvatura sono tensori, la loro azione su vettori ¢ determinata quando ¢ nota
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la loro azione su vettori di base. Rispetto alla base coordinata {e,} e alla
base duale {dz*}, le componeti di torsione e curvatura sono date da

T = (2", T (e, e,)) = (d2*, Ve, — Voey)

= <dx)‘7 Z (prep — F”Wep)>

P
- Z (da*,e,) %, — Z (dx*,e,)T%,,

p p
=0, -1, (14.3.1)

R, = (dz,R(e,, e,)e\) = (dxf,V ,V,ex — V,V e5)

A
- <de, v, <Z F‘LM:) -V <Z F%‘fo) >

= " (da*, (@;‘LA) )+ Y <d:c”,gF‘LAFio€s>

- i: (da?, (0.,1) €5) = Ui: (do?, 9T ee)

- airgA —0T0, Y (F”jl“”w —Tal,) (14.32)

dove nella (14.3.2) abbiamo fatto uso della proprieta
V.(fX)=elfIX + fV,.X, (14.3.3)
dalla quale si ottiene

Vi (T95e0) = (0,17,)) e + T,V ,eq

= (0u)) €5 + T, ) TS, ec. (14.3.4)
3
Da tali formule troviamo che
T, = -1, R, =—R,. (14.3.5)

14.4 Significato geometrico della curvatura

Mostriamo ora che il trasporto parallelo non ¢ integrabile, ovvero che, muoven-
dosi lungo due curve diverse v e 7/ per trasportare parallelamente un vet-
tore in p fino al punto r, si ottengono vettori diversi. Sia Vy € T,(M) e
trasportiamolo parallelamente lungo la curva v = pqr come in Fig. 14.1.
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Figura 14.1: Non integrabilita del trasporto parallelo.

Poniamo Vo =U, V, =V, V,, = W. Si ha allora dalla (14.2.7)
— ) _UTH, (p)e, (14.4.1)
P,V

e successivamente

VE(r Z V(g 5
LN U Vpe”
p,v

- Z Z U, C)\5 [F’f,p(p) + Z &Tf’f,p(p)e"] 5

—ur -y Uﬂru(p) (& + ")

PV

= U, (p) = F(&p(p)F"W(p)] "

PV

+0(%0). (14.4.2)

Con procedura analoga, il trasporto parallelo di U lungo la curva v' = psr
come in Fig. 14.1 fornisce un altro vettore W € T, (M) avente componenti

ZU”F )0 +¢€Y)

_ZUP

9,1, (p) Zr )T (p ]W
DAV

+0(%0). (14.4.3)
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Dalle (14.4.2) e (14.4.3) ne consegue che

WH(r) = V¥ (r) = Y U [0, (p) = AT, (1)

PV

+Z (DT, () — T, ()T, (p)) | 26"

= Z UR", 0" (14.4.4)

DAV

Pertanto il tensore di Riemann rende effettivamente conto della non integra-
bilita del trasporto parallelo.

14.5 Interpretazione geometrica della torsione

Sia p € M un punto di coordinate x*, e siano
X = Ze“eu, Y = Z(S“eu
1 p

vettori infinitesimi in 7,(M). Se questi vettori sono riguardati come piccoli
spostamenti, essi definiscono due punti ¢ e s in prossimita di p:

qg=q(x"+e"), s =s(z!+ ).

Il trasporto parallelo di X lungo la linea ps in Fig. 14.2 fornisce il vettore

Figura 14.2: Interpretazione geometrica della torsione.
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sry le cui componenti sono
no_ AT M v
€ E e 1",,0".
VA

Il vettore di spostamento che collega p a r; e
pri = ps + sry, (14.5.1)
ed ha componenti

et = T N (14.5.2)

Con lo stesso metodo, si trova il vettore
pra = pq +qr, (14.5.3)
che ha le componenti
el ot = TH N (14.5.4)
In generale, i punti r; e ro sono diversi, e si trova che
ror1 = pro — pri, (14.5.5)

con le associate componenti

Mo, T =Y TN, (14.5.6)

|79\ AV

a meno di termini O(e'6?), (i + j) > 3. Dunque il tensore di torsione misura
di quanto non riesce a chiudersi il parallelogramma curvilineo formato dai
vettori di spostamento e dai loro trasporti paralleli (Fig. 14.2).

14.6 Tensore di Ricci e la sua traccia

Il tensore di Ricci si ottiene per contrazione dal tensore di Riemann. Esso e
un tensore di tipo (0, 2):

Ric(X,Y) =R(X,Y) = (da", R(e,, V) X). (14.6.1)

I

Le componenti in base coordinata di tale tensore sono

R = Rieu e,) Z R, (14.6.2)
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Altri autori definiscono il tensore di Ricci contraendo la prima con la quarta
componente del tensore di Riemann.
La traccia del tensore di Ricci e

R=> (971" Ry (14.6.3)
v

14.7 Connessione di Levi-Civita

Se il tensore di torsione T'(X,Y') si annulla, la connessione affine V & simme-
trica in basi coordinate, ovvero i coefficienti di connessione sono simmetrici:

A A
I, =17,

Teorema 14.1. Teorema fondamentale della geometria riemanniana e pseu-
doriemanniana: su una varieta (M, g), esiste un’unica connessione simmetri-
ca compatibile con la metrica g. Questa prende il nome di connessione di
Levi-Civita.

Dimostrazione. Sia V una connessione affine arbitraria avente coeflicienti
di connessione

~ p
T, = {W} + K, (14.7.1)

ove { :V} sono i simboli di Christoffel di seconda specie, e K7, sono le

componenti della contorsione:

K", = (TV”M +T/,+ T/pw) . (14.7.2)

DN | —

Teniamo ora a mente che, se ¥ ¢ un campo tensoriale di tipo (1,2), allora
r,=re, +v, (14.7.3)

¢ anch’esso un coefficiente di connessione, ovvero si trasforma in modo ino-
mogeneo come 17 . Ma allora, scegliendo

Ve, = —K” (14.7.4)

pvo

troviamo

= p
Fp/ﬂ/ — FPW_K:ZV = {;U/}

1
- 5 Z (gil)pk <8Mg)\l/ + 31/9)\# - a)\g;w) . (1475)
A
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Questi coefficienti di connessione sono simmetrici per costruzione, e certa-
mente unici una volta assegnata una metrica. Q.E.D.

Esercizio 14.1. Sia f € C°°(M). Si dimostri allora che, per una generica
connessione affine,

(V,.V, -V, V,) f= ZT” V,f (14.7.6)

Pertanto, le derivate covarianti di una funzione liscia non commutano se la
torsione non si annulla.

Esercizio 14.2. Si usi la formula (13.6.8) per le componenti della derivata
covariante di un campo di 1-forma per dimostrare che

dw = Z(Vuw)ydx“ A dx”. (14.7.7)

H7V

Esercizio 14.3 Sia w un campo di 1-forma e sia U il corrispondente campo
vettoriale, di componenti

U =Y (97" w. (14.7.8)

v

Si dimostri che, per ogni campo vettoriale V su M, si ha

g(VXU, V) = <VXw, V> . (1479)

14.8 Geodetiche

Le geodetiche definite in modo variazionale rispetto alla connessione di Levi-
Civita forniscono un estremo locale della lunghezza di una curva che collega
due punti. Parametrizziamo una curva con la distanza s lungo di essa: z* =
x#(s). La lunghezza di un cammino ~y che collega i punti p e ¢ ¢ (la formula
che segue vale nel caso riemanniano; nel prossimo capitolo definiremo la
lunghezza d’arco a seconda della segnatura della metrica)

dzt dxv
v . 14.8.1
\/Z gll« dS dS 8 ( )

Anziché derivare le equazioni di Eulero-Lagrange dalla (14.8.1), consideriamo
un problema lievemente piu semplice. Sia

1 dx* dz”
F=- E _— 14.8.2
2lwgwds ds’ (14.8.2)
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e scriviamo

() = / L(F)ds. (14.8.3)
v
Posto z/* = %, le equazioni di Eulero-Lagrange per il problema originario

wone d (L oL
- ( ) — = =0 (14.8.4)

ax/)\ 8513'/\

Pertanto, F' = —2 soddisfa

d [ OF
& ()~

OL dL 0L dL
+W ds oz ds

L% (52x) - 1
(14.8.5)

poiché, ponendo L = 1, la derivata di L rispetto a s si annulla. Ma allora,
poiché F soddisfa le equazioni di Eulero-Lagrange, possiamo scrivere che

d 7 aguv v
;g@w )—5 D
g)w 2P a? x“ G 2P
6x” + Z g)\y ) Z 31‘)‘
Z dQ.TM Z 1 (9g)\u + ag)\u . 89“1/ dz* dx¥
g)‘“ 2\ Oz oxh oxr ) ds ds

2l

= 0. (14.8.6)

Se alfine moltiplichiamo per (¢g=1)” * e sommiamo su A, otteniamo 1’equazione

delle geodetiche (gia incontrata):

d?xP dzt dx”
Ir» — =0. 14.8.7
ds? * Z W ods ds ( )

In particolare, sulla 2-sfera le (14.8.7) assumono la forma

420 do o de db

E—sm(ﬁ) cos(0) (£> =0, ] + 2 cot(0)— Te s =0, (14.8.8)

poiché i coefficienti di connessione non nulli assumono i valori

I, = —sin(0) cos(0), I'%, =T, = cot(0). (14.8.9)
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15.1 Distanza in geometria riemanniana

Sia v : [0,1] — M una curva che appartiene all'insieme €, delle curve
regolari a tratti che collegano i punti p e ¢, ovvero curve regolari in ogni
sottointervallo chiuso [t;, t;11]. Si definisce allora la lunghezza d’arco rieman-
niana

k=1 i
Lg(7) :Z/ VI @), 7 @) dt. (15.1.1)
i=1 7t
La funzione distanza riemanniana € una applicazione
dr: M x M — [0, 00] (15.1.2)

definita come l'estremo inferiore di tutte le lunghezze d’arco riemanniane
(Esposito 1992):

dr(p,q) = inf {Lr(7) : 7 € Qpg} - (15.1.3)
Essa possiede le seguenti proprieta:

(i) Simmetria:

dr(p,q) = dr(q,p), Vp,q € M. (15.1.4)
(ii) Diseguaglianza triangolare:
dr(p,q) < dgr(p,r) +dgr(r,q), ¥Yp,q,r € M. (15.1.5)
(iii) Distanza nulla solo per punti coincidenti:
dr(p,q) =0 p=gq (15.1.6)

181
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(iv) Continuita della funzione distanza: Vp € M, Ve > 0, le palle metriche
(anche dette palle aperte)

B(p,e) ={q€ M : dg(p,q) < e}, (15.1.7)

sono una base per la topologia della varieta M.

15.2 Distanza in geometria lorentziana

Sia (Nqu I'insieme di tutte le curve v : [0,1] — M con vettore tangente
di tipo tempo o luce (ovvero non di tipo spazio, ovvero causali) dirette nel
futuro da p a ¢, ovvero tali che:

7(0) =p, v(1) =q, (15.2.1)

e che sono regolari negli intervalli chiusi [¢;,¢;41] Vi = 0,1,...,n — 1. Allora
la lunghezza d’arco lorentziana € definita dalla sommatoria

t =3 [ Voo (15.22)

e l'associata funzione distanza lorentziana ¢ una applicazione
dp: M x M — RU{oc0}, (15.2.3)

che vale 0 se ¢ non appartiene al futuro causale di p (ovvero 'insieme di tutti
i punti r tali che esiste una curva di tipo tempo o luce diretta nel futuro da
p ar), e invece vale

dr(p,q) = sup {Lg(’y) Dy E qu} (15.2.4)

se ¢ appartiene al futuro causale di p.

15.3 Geodetiche sulla 2-sfera

Ora facciamo un calcolo di geodetiche in geometria riemanniana. Nel caso
della 2-sfera, ottenute le equazioni (14.8.8), possiamo porre 6 = 6(¢). Allora

9 2 2 2
o dode 420  d0 (@) db d°¢ (15.3.1)

ds dods ds?  de® \ds) | dpds®
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e sostituendo la seconda di tali formule nella prima delle (14.8.8) si trova

20 do\®  df d*¢
(dTéQ — sin(h) COS(Q)) (E) + dods? 0. (15.3.2)
La (15.3.2), assieme alla seconda delle (14.8.8), fornisce
4?0 o\
— —2 — | —si =0. 15.3.
10 cot(0) <d¢> sin(#) cos(f) =0 (15.3.3)

Questa e una equazione differenziale non lineare a coefficienti variabili, ma
basta porre

f(0(¢)) = cot(6(¢)) (15.3.4)
per trasformarla nell’equazione lineare a coefficienti costanti
pe
(dT)Q n 1) F0. (15.3.5)
che ¢ risolta da
f(0(9)) = cot(6(¢)) = Acos(¢) + Bsin(o), (15.3.6)

da cui segue immediatamente 1’equazione
Asin(0) cos(¢) + Bsin(f) sin(¢) — cos(d) = 0. (15.3.7)

Questa equazione corrisponde a un grande cerchio che giace in un piano il
cui vettore normale ¢ (A, B, —1).

15.4 Geodetiche con la metrica di Poincaré

Nel semipiano superiore del piano euclideo, ossia I'insieme dei punti di coor-
dinate (z,y) aventi y > 0, introduciamo la metrica di Poincaré

9=y 2 (dv@dr+dyedy). (15.4.1)
Pertanto, ponendo 2’ = ‘;—i, Yy = %, le equazioni delle geodetiche sono
! 2 /!
' — =2y =0, (15.4.2)
Y

1
Y — = (x’Q + 3y’2) —0. (15.4.3)
y
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Nella (15.4.2) dividiamo per 2/, trovando

2" Y d Z Z 1

= 25 = = log (;) =0= R costante. (15.4.4)

Scegliamo ora il parametro s cosi che il vettore (z/,y’) abbia lunghezza

unitaria:
x/ 2 (y/)2 y 2 (y/)2
Y (¥ :1:<_> (L) =1 15.4.5
(y> Y R Yy ( )

Da tale formula, ponendo y = Rsin(t), troviamo

d dt
ds=—4 - @ (15.4.6)
v sin(t)
Wi w

da cui alfine )
o= = Rsin®(t), (15.4.7)

R
T = /x’ ds = /Rsin(t)dt = —Rcos(t) + xo. (15.4.8)

Pertanto stiamo studiando la circonferenza che funge da bordo del cerchio
di raggio R centrato in (z¢,0). Le geodetiche massimamente estese hanno
t €]0, [, e inoltre hanno lunghezza

- / 95 gy — / o
. dt . sin()

_ _% log GW_LZ—ZEE;D ’H, (15.4.9)

che tende all’infinito se € tende a 0.

15.5 Le coordinate normali geodetiche

Le coordinate normali geodetiche sono coordinate locali su una varieta con
connessione affine definite mediante la mappa esponenziale (cf. paragrafo
10.1)

exp: VCT,(M)— M

e mediante un isomorfismo

E: R* — T,(M)
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dato da una base qualsivoglia dello spazio tangente nel punto fisso p € M.
Se si impone la struttura aggiuntiva di una metrica riemanniana, allora si
puo richiedere in aggiunta che la base definita da E sia ortonormale, e si
parla allora di sistema di coordinate normali di Riemann. Esse esistono su
un intorno normale di un punto p € M. Tale concetto viene definito come
segue.

Definizione 15.1. Un intorno normale U ¢ un sottoinsieme aperto di M tale
che esiste un intorno proprio U dell’origine in T),(M), e la mappa esponenziale

agisce come un diffeomorfismo tra U e U. Su un intorno normale U dip € M,
la carta (U, ¢) ha
p=E"'0exp': U—R" (15.5.1)

Va sottolineato che I'isomorfismo E (e quindi la carta (U, ¢)) non € per niente
unico.

Definizione 15.2. Un intorno normale convesso ¢ un intorno normale di
ogni p € M.

Nel caso di connessioni affini simmetriche, 'esistenza di tali intorni, che
formano una base per la topologia, € stata dimostrata da Whitehead (1935).
Le coordinate normali posseggono quatro fondamentali proprieta che ora
descriviamo.

(1) Sia V' € T,(M) con componenti V# in coordinate locali, e sia 7y la
geodetica per la quale

Ww(0) =p, 1 (0)=V. (15.5.2)

Allora in coordinate normali si ha
Y (t) = (V.. tV™) (15.5.3)

fino a che vy si trova in U. Pertanto, i cammini radiali in coordinate normali
sono esattamente le geodetiche passanti per p.

(2) Il punto p viene identificato con l'origine.

(3) In coordinate normali di Riemann in p, le componenti della metrica
riemanniana sono g, (p) = d,..

(4) T simboli di Christoffel di seconda specie si annullano in p, e pertanto
Rp)\,uy(p) = aurpyx(p) - aurpu)\(p)a (1554)

VT = X[T] =Y X"9,[T], (15.5.5)
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per ogni campo tensoriale T'. Nel caso di segnatura riemanniana della metri-
ca, si ha inoltre
Gy
ox?

Nell'intorno di p = (0, ...,0) si ha poi

() =0, VA, p,v. (15.5.6)

1
G () = 6,0 — 3 Z Ruor272" 4+ O(|z]?), (15.5.7)

1
(@) = =3 22 (R (0) + Rour (0)) 2 + Ol ). (15.5.8)

T

15.6 Tensori di Riemann e Ricci

Esercizio 15.1. Lo studente calcoli i tensori di Riemann e Ricci per la
metrica cosmologica di Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (posto ¢ = 1)

dr ® dr

A= k) +r?(df ® df + sin®*(0)do @ dg)| , (15.6.1)

g=—dt ®dt+a’(t) {

e per la metrica di Schwarzschild che descrive uno spaziotempo a simmetria
sferica (posto anche G = 1):

2M dr & dr
— (- arwar+ LT
R G LR ey
2 <d9 ® df + sin(0)de @ d¢), (15.6.2)

ove 2M €]0,r], 8 € [0, 7], ¢ € [0, 27|
Come campo tensoriale di tipo (0, 4), il tensore di Riemann ha componenti

Royw = Y _ Gpo R (15.6.3)

che hanno le seguenti proprieta di antisimmetria o simmetria:
Rp/\w/ = _Rp/\u;m Rp)\/u/ = _R)\pw/a Rp)\w/ = R;uxp/\- (1564)

Se la torsione 7' si annulla, il tensore di Ricci ¢ simmetrico, e dunque in
componenti

Ry =RyuseT =0. (15.6.5)
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La prima identita di Bianchi con connessione di Levi-Civita e

RX,Y)Z+R(Y,Z2)X + R(Z, X)Y =0 =
Ry + Rppwr + Rpury = 0. (15.6.6)

La seconda identita di Bianchi con connessione di Levi-Civita €
(VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z,X)V +(VzR)(X,Y)V = 0. (15.6.7)

Da tali identita discende, per contrazione, che il tensore di Einstein, avente
componenti controvarianti

GM = RMW — % (YY" R, (15.6.8)

obbedisce all’identita
> (V.G =0. (15.6.9)
o

Se la varieta M ¢ bidimensionale, le componenti del tensore di Riemann sono
(detta K una costante)

Royuw = K(Goudre — GpwIan), (15.6.10)

Dunque il tensore di Ricci e proporzionale alla metrica in tal caso, e la traccia

del tensore di Ricci e pari a 2K. Se la varieta M e m-dimensionale, il tensore
m2(m?2—-1)

di Riemann ha componenti indipendenti.

15.7 Olonomia

Tale concetto sara studiato piu approfonditamente nei capitoli da 18 a 20.
Per il momento possiamo dire che, dato p € (M, g), consideriamo 'insieme
dei cammini chiusi in p:

{(@) - t €[0,1], v(0) = ~(1) = p}. (15.7.1)

Preso V' € T,(M), ne facciamo il trasporto parallelo lungo (). Dopo un
tragitto lungo ~(t), approdiamo in un nuovo vettore X, € T,(M). Pertan-
to, il cammino chiuso () e la connessione V inducono una trasformazione
lineare

P, : T,(M) — T,(M). (15.7.2)

Per definizione, il gruppo di olonomia in p ¢ linsieme H(p) di tutte le
applicazioni nella (15.7.2). Assumiamo che H(p) agisca su T,(M) dalla
destra:

P.X = Xh, h e H(p). (15.7.3)
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In componenti, questo si scrive
PX =) X"'hle, (15.7.4)
"%
ove gli e, sono i vettori di base di T,,(M). Sia P, ® P, il trasporto parallello
effettuato dapprima lungo 7 e poi lungo /. Posto
P, =P, 0P, (15.7.5)

il cammino chiuso o che ne risulta ¢
1 1
o(t) =~(2t)set € [O, 5} ;Y (2t—1)set € {5, 1} . (15.7.6)

Nel gruppo di olonomia, I’elemento unita ¢ la mappa costante v,(t) = p, con
t € [0,1]. L’inversa della trasformazione P, ¢ la trasformazione P,-1, ove
v 1t) = v(1 —t). 1l gruppo di olonomia H(p) ¢ contenuto propriamente
nel gruppo lineare generale GL(m,R), e GL(m,R) ¢ il massimo gruppo di
olonomia possibile. In particolare, se (M, g) ¢ parallelizzabile, ovvero se
esistono m campi vettoriali linearmente indipendenti ovunque su M, allora
H(p) puo essere reso banale.

Se la connessione V ¢ compatibile con la metrica, essa preserva la lunghez-
za dei vettori, ossia

gl, (P(X), Py(X)) = gl, (X, X), X € T,(M). (15.7.7)

Pertanto H (p) e sottogruppo di SO(m) se (M, g) ¢ orientabile e riemanniana,
oppure H(p) ¢ sottogruppo di SO(m — 1,1) se la metrica g ha segnatura
lorentziana.

15.8 Olonomia della connessione di Levi-Civita
su S?

Dallo studio delle geodetiche su S?, gia conosciamo i coefficienti di connes-
sione. Consideriamo ora il vettore

X = X% + X%,. (15.8.1)

Dall’equazione per il trasporto parallelo del capitolo 13:

dx" dz
D I AN CZ X =0, (15.8.2)
|79\
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abbiamo nel nostro caso

a%xe — sin(fg) cos(0p) X? = 0, (15.8.3)
G%X‘f’ + cot(f) X? = 0. (15.8.4)

Se deriviamo la (15.8.3) rispetto a ¢ e poi usiamo la (15.8.4), troviamo
I’equazione differenziale

d> X’ ) dxX®  d*X°
d(bQ — SlH(@()) COS(@())W = d¢2

la cui soluzione generale ¢

+ cos?(6) XY = 0, (15.8.5)

X? = Acos(Cyo) + Bsin(Cyp), Co = cos(by). (15.8.6)
Quindi, ponendo X%(¢ = 0) = 1, troviamo

_ sin(Coo)

0 _ P
X" = cos(Cypo), X sin(fp)

(15.8.7)

Dopo il trasporto parallelo lungo la 1-sfera 6 = 6,4, ¢ € [0, 27], perveniamo
al campo vettoriale

sin(27Cy)

X (¢ =2m) = cos(2mCp)ep — sin(00) €s-

(15.8.8)

Ora il vettore originario & ruotato di © = 27 cos(y) € [—2m,2x], e il gruppo
di olonomia in p € S? & SO(2). Altri casi notevoli sono

(i) S%: H(p) = SO(6).
(i) S® x 83 : H(p) = SO(3) x SO(3).
(iii) S? x S% x 8% : H(p) = SO(2) x SO(2) x SO(2).

(iv) T®: H(p) & banale poiché il tensore di curvatura di Riemann si annulla
in tal caso.

15.9 Isometrie

Sulla varieta (M, g), un diffeomorfismo f da M in M & una isometria se
preserva la metrica:

f*gf(p) = gp. (15.9.1)
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Questo significa richiedere che
GUfX, L) = 9(X, V)], VX, Y € Ty(M). (15.9.2)

Se indichiamo con z* le coordinate di p, e con y* le coordinate di f(p),
I'espressione in componenti della (15.9.2) diventa

= 0a5(f(P)) = g (P)- (15.9.3)

Le isometrie formano gruppo, e poiché preservano la lunghezza dei vettori,
possono essere riguardate come moti rigidi. Ad esempio, in R”, il gruppo
euclideo

E"={F:x— Az +T, AcSO(n), T € R"} (15.9.4)

¢ il gruppo delle isometrie.

15.10 Trasformazioni conformi e riscalaggi di
Weyl

Sulla varieta (M, g), un diffeomorfismo f: M — M & una trasformazione
conforme se preserva la metrica a meno di un fattore di scala, ovvero

95 = € gp, 0 € C(M). (15.10.1)
Pertanto deve aversi
9(f X, .Y )y = €7 9(X,Y)|,, VXY € T,(M), (15.10.2)

la cui espressione in componenti (cf. (15.9.3)) &

(f(p) = P g, (p). (15.10.3)

I1 gruppo conforme Conf(M) ¢ I'insieme di tutte le trasformazioni conformi
su (M, g).

Notiamo subito che le trasformazioni conformi preservano gli angoli. In-
fatti, detto 6 I'angolo fra i vettori X e Y di T,,(M), si ha

cos(f) = 95X, Y) (15.10.4)

Ve, X)g,(Y,Y)
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e d’altro canto, detto 8’ I'angolo fra f,X e f.Y, si ha

¢27g,(X.Y) gu(X.Y)

TG X, ), V.Y)  \/gy(X, X)g,(V.Y)
= cos(0), (15.10.5)

cos(6)

ove, come sappiamo, ¢,(X,Y) = ZM L G XMY'V.
Date invece due metriche g e h su M, si dice che h e collegata conforme-

mente a g se

hl, =€ gl, = hyu(p) = € g,(p). (15.10.6)

Pertanto si ottiene una ralazione di equivalenza fra metriche su M, e la classe
di equivalenza che ne risulta e la struttura conforme. La trasformazione

g—€*yg (15.10.7)

e un riscalaggio di Weyl. L’insieme di tutti i riscalaggi di Weyl di (M, g)
viene indicato con Weyl(M).

Ad esempio, se z ¢ una variabile complessa e w = f(z) ¢ una funzione
olomorfa di z, allora, posto z = x+iy, w = u(x, y)+iv(z,y), 'applicazione f :
(z,y) — (u,v) & conforme poiché, usando le condizioni di Cauchy-Riemann

Uy = Vy, Uy = —Vy, (15.10.8)

sl trova

du @ du+ dv ® dv = <@d1‘ + @dy> ® (@dx + %dy)

ox Jy ox oy
ov ov ov ov

(dr ® dr + dy ® dy). (15.10.9)

[y ()
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Capitolo 16

Geometria riemanniana. 1V

16.1 Riscalaggi di Weyl per vari tensori

Consideriamo un riscalaggio di Weyl che fa passare dalla metrica g alla me-
trica § = > g. Siano V la derivata covariante rispetto a g e V la derivata
covariante rispetto a g, e si definisca

K(X,Y)=VyxY — VyY. (16.1.1)
Sia U il campo vettoriale che corrisponde al campo di 1-forma do:
Zlo)| =(do,Z) = g(U, Z). (16.1.2)

Allora
K(X,)Y) = X[o]Y +Y[o]X — g(X,Y)U, (16.1.3)

e sfruttando le condizioni
Vxg=0,Vxg=0, T(X,Y) =0, (16.1.4)

si trova (Nakahara 2003)
g(K(X,Y),Z)=X[o]g(Y,Z) +Y][olg(X,Z) — Z[o|g(X,Y).  (16.1.5)

Dalla (16.1.3) si ottiene, in componenti,

K(ey e,) = vﬂe,, —V,e, = Z <F/\W - F’\W> ex
A
= eylole, +ellole, —gleu e) Z (9—1)p>\ (0,0)ex,  (16.1.6)
PA

193
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da cui, a sua volta,

=A 1\ PA
I, = I”\W + 0000 + 52@0 — G Z (971" 9,0 (16.1.7)

p
Si pud poi definire il campo tensoriale di tipo (1,1)
1
B=—-X[o)]U+VxU + éU[O']X, (16.1.8)

in termini del quale le componenti del tensore di Riemann sono

R\, =R — 90B+ 9Bl + Y gox (BI6! — BI6L) (16.1.9)

ove le componenti di

B= ZBZaT ® dz" (16.1.10)

sono (posto o\ = 0\0)

A T
%Z ) 5100, (16.1.11)
AT

Pertanto, dopo una applicazione diligente di tali formule, si trovano le seguen-
ti relazioni per il tensore di Ricci e per la sua traccia (m essendo la dimensione

di M):
ﬁuu = Ruy — Guv Z Bi - (m - 2)Buua (16112)

R =R —2m —123A (16.1.13)

Se Vp € (M, g) esiste una carta (U, ) contenente p tale che g, = €24,
allora si dice che (M, g) e conformemente piatta.

Esercizio 16.1. Si studi se il tensore avente componenti

1
Cp)\;w = Rp)\,uzx - m (Rpug)\u - R)\,ugpu + R)\Vgpu - Rpug)\y)
+ R ( = ) (16.1.14)
(m _ 2)(m _ 1) GouGrv Gov9ru -1

¢ indipendente da o sotto riscalaggi di Weyl.



16.2. ESEMPI DI PIATTEZZA CONFORME 195

16.2 Esempi di piattezza conforme

Ogni varieta di Riemann bidimensionale (M, g) ¢ conformemente piatta. Se
originariamente, in coordinate locali, la metrica si scrive nella forma

G = Gz2dx ® dx + gy (dx ® dy + dy @ dz) + gy dy @ dy, (16.2.1)

allora, posto
V= Gealyy — (9zy), (16.2.2)

si puo riscrivere g nella forma

(\/gzcl +gxyj%f > (@dw+ \/g;fc@ (16.2.3)

Dalla teoria delle equazioni differenziali sappiamo che esiste un fattore inte-
grante A\ a valori complessi tale che

Yoy + z\/_ :
vV gzzd + — =du + ZdU, (1624)
vV Yzz

A <@daz + \/_*/_dy> = du — idv, (16.2.5)

rx

da cui alfine

g= Wz(du@du—l—dv@dv) (16.2.6)
e ponendo > = %7, otteniamo il sistema di coordinate desiderato. Le (u,v)
sono dette coordmate isoterme.

Sulla 2-sfera con metrica g = df ® df + sin?(0)d¢ ® d¢p, notando che

ol 1
= 16.2.
2‘ Sin(0) (16:2.7)

tan

i10
a0 8

l'applicazione f : (0, ¢) — (u,v) definita da

u = log

tan g‘ , V=0, (16.2.8)

fornisce una metrica conformemente piatta, poiché

df @ db

g = sin?(0) < 2 (0) +dop ® dgb) = sin?(0)(du ® du + dv ® dv). (16.2.9)
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16.3 Campi vettoriali di Killing

Sia (M, g) una varieta di Riemann, e X un campo vettoriale su M. Dato ¢
infinitesimo, se un campo vettoriale di spostamento X genera una isometria,
si dice che X € un campo vettoriale di Killing. Le coordinate z* di p € M
cambiano allora per effetto dello spostamento z# — z# 4+ ¢ X*(p). Se la
applicazione f che compie tale spostamento ¢ una isometria, essa soddisfa la
condizione (cf. (15.9.3))

0 5,
S0 (@ XY (@ + e X g0+ 2X) = gufe),  (163.1)
PsA

da cui consegue ’equazione

Z[Xpapgw + (8, X7) gy + (aVXP)gM,] —0, (16.3.2)

p
ovvero

(LXg> =0 (16.3.3)

Detto ¢, : M — M un gruppo ad un parametro di trasformazioni che
genera il campo di Killing X, I'’equazione Lxg = 0 significa che la geometria
locale non cambia nello spostarsi lungo ¢;. Dunque i campi vettoriali di
Killing rappresentano la direzione di simmetria di una varieta. Detta V la
connessione di Levi-Civita, si ha inoltre

(Lxg)w =0= (V,X), + (V,X), =0=
0, X, +0,X, -2 T",X,=0. (16.3.4)
P

Nello spaziotempo di Minkowski, la (16.3.4) diventa
X, +0,X,=0. (16.3.5)
La (16.3.5) comporta che X, ¢ al pilt lineare nelle z*. Le soluzioni costanti
Xt=0i=0,1,2,3 (16.3.6)

corrispondono a traslazioni spaziotemporali. Quando poi cerchiamo soluzioni
nella forma X, = > a,x”, la (16.3.5) implica 'antisimmetria dei coef-
ficienti, ovvero a,, = —a,,. Esistono invero 6 = 3 + 3 soluzioni di tale
forma:
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(i) Tre rotazioni spaziali:

X0 =0, Xjym = Zg]mnx (16.3.7)

ove j,m,n vanno da 1 a 3.

(ii) Tre boost di Lorentz lungo l'asse z*:

X(k)O = I X(k) = —5kml’o, (1638)

ove k,m vanno da 1 a 3. Nello spaziotempo di Minkowski in dimensione
m, ove la metrica ha segnatura (m — 2), esistono m(m+1) campi di Killing, m
generatori delle traslazioni, (m—1) generatori dei boost7 W

delle rotazioni spaziali.

generatori

Gli spazi massimamente simmetrici sono gli spazi col massimo numero di
campi vettoriali di Killing linearmente indipendenti, ovvero m(mTH) Se X e
Y sono campi vettoriali di Killing, valgono le proprieta:

(1) aX +bY ¢ un campo di Killing V a,b € R.
(2) La parentesi di Lie [X,Y] ¢ anch’essa un campo di Killing.

Dimostrazione. La (1) discende immediatamente dalla linearita della deriva-
ta covariante. La (2) discende dalla formula

Lixyig=LxLyg— LyLxg= Lx0— Ly0=0, (16.3.9)

poiché per ipotesi Lxg = 0 e Lyg = 0. Dunque i campi di Killing formano
un’algebra di Lie delle operazioni di simmetria sulla varieta (M, g).

Notiamo ora che la (16.3.2) ¢ un caso particolare del calcolo di derivata di
Lie di un generico campo tensoriale T di tipo (0, 2), che quindi qui di seguito
riportiamo a fini pedagogici (cf. la (6.5.24)). A tal proposito, cominciamo
con l'osservare che, dalla (6.5.18), si ottiene la derivata di Lie dei vettori di
base dello spazio cotangente nella forma

Lyda” = (9,X")da". (16.3.10)

I
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Pertanto troviamo

LxT = Lx Y T, da" ® da”

w,v

= Z (LxT,,)dx" @ dz” + T, (Lxdx") ® de” + T),,dz" & Lxdz"|

+ T da" @ Z(@X”)dm*

T, )de @ dx” + T, Z(E),\X“)dx’\ ® dz”
A

_ZXA(%Ad o' @ da¥ + Y T, (0,X)da" @ dz”

RWINZ PV
+Z (0, X?)dz" @ dx”

PskbsV

= (LxT)uda" @ da”. (16.3.11)
W,V
OvVvero
aT,.,
(LxT)w = [XA S5+ Tu(0,X7) + T (0, XM . (16.3.12)

A

16.4 Campi di Killing sulla 2-sfera

Su una 2-sfera di raggio unitario, le Eq. (16.3.4) per le componenti di un
campo di Killing diventano

2% 0= Xo= [(0) (16.4.1)
58_)25 = —sin(f) cos(9) f(¢p) =
X, = —sin(f) cos(0) / f(o)do + g(0), (16.4.2)
8X¢ + %—);9 — 2cot(A) X, = 0. (16.4.3)
Osserviamo ora che, posto F(¢) = [ f(¢)d¢, la (16.4.2) fornisce
Xy dg

50 = (sin?(0) — cos?(0)) F(¢) + 20 (16.4.4)
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mentre dalla (16.4.1) si ottiene
0Xy df

— = 16.4.
9~ do (16.4.5)
Dalle (16.4.3)-(16.4.5) perveniamo all’equazione
: dg  df
200y 2 ag | dar
F(¢)(sin”(0) — cos*(9)) + p7i o
+2 cot O(sin(8) cos(9)F (o) — g(0)) = 0. (16.4.6)
Tale equazione si riesprime nella forma
dg df
— —2 =———F 16.4.
g ~ 2cot(0)g(0) a0 (¢), (16.4.7)
e dunque si risolve per separazione di variabili, ponendo
d
d—g — 2cot(8)g(0) = C, (16.4.8)
df
PP + F(¢) = —C. (16.4.9)
La (16.4.8) implica che
d [ g(0) C
- - 16.4.10
do (sinQ(H)) sin®(9)’ ( )
e tale equazione, detta ('} una costante d’integrazione, viene risolta da
g(0) = (Cy — C cot(h)) sin*(6). (16.4.11)
Derivando ora l'equazione (16.4.9) rispetto a ¢, troviamo che
Xy(o) = f(¢) = Asin(¢) + B cos(¢), (16.4.12)
F(¢p) = /f(¢)d¢ = —Acos(¢) + Bsin(¢) — C. (16.4.13)
Allora dalla (16.4.2) si trova
X, = (Acos(¢) — Bsin(¢))sin(6) cos(f) + C, sin*(6). (16.4.14)

Finora abbiamo calcolato le componenti del campo di 1-forma associato al
campo di Killing. Usando la metrica della 2-sfera, otteniamo alfine il campo
di Killing

_ 09y 0
X=X 2 +X 36
= A <sin(¢)%—|—cos(gb) cot(6) )

0

+ B (Cos(qb)% — sin(¢) cot(6)

glo Sl

0
) + Cl(‘?_d (16.4.15)
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16.5 Campi di Killing conformi

Sia (M, g) una varieta di Riemann e X un campo vettoriale liscio su M.
Se uno spostamento infinitesimo dato da eX* genera una trasformazione
conforme, si dice che X & un campo di Killing conforme. Dunque si richiede
che, sotto lo spostamento x# — z# + e X*, si abbia (cf. (15.10.3))

d )
> @(w" + a?X”)@(acA +eXMga(z +eX) = e¥gu(z).  (16.5.1)
PA

Osservando che o deve essere proporzionale a e, poniamo

_ &Y
=

ove 1 € C*(M). Alla luce della (16.5.1), le componenti della derivata di Lie
della metrica lungo il campo X devono essere proporzionali alle componenti
della metrica, ovvero

o (16.5.2)

(Lx9)uw = Z (X709 + (0,XP) g + (0, X)) gpup]

p

= ¢guV7 (1653)

da cui, moltiplicando ambo i membri per le componenti controvarianti della
metrica e poi sommando su tutti i valori di p e v si trova il valore di v, ossia

W = % (Z X? (97" 0,9 + 22(9“)(“) . (16.5.4)

Ps 1,V 1%
Per i campi di Killing conformi, valgono le seguenti proprieta:

(i) Una combinazione lineare di campi di Killing conformi ¢ ancora un campo
di Killing conforme. In formule, se

(Lx9)w = 9> (Ly 9)w = VG, (16.5.5)

allora
(Lax15v9) 0, = (ap + 00) g, Ya,b € R. (16.5.6)

(ii) Se X e Y sono dei Killing conformi, anche la loro parentesi di Lie lo &,
ossia esiste una funzione liscia ¢ per la quale

(Lix19) ., =<X[90] - Y[so])gw- (16.5.7)
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Nello spazio euclideo m-dimensionale (R™, §), con coordinate locali z*, il
campo vettoriale

0
D = H— 16.5.8
BT 1653
e un Killing conforme. Infatti

(Lpd),, = > 1(0u3°)0p + (Dy2°)8p0) = 20, (16.5.9)

p

16.6 Basi non coordinate

Sappiamo finora che, nella base coordinata, lo spazio tangente T,(M) ¢
spazzato dai vettori {e,} = {8%}, e lo spazio cotangente dalle 1-forme
di base {dz*}. Se ora si munisce M di una metrica, ci possono essere scelte
alternative, ovvero si possono considerare le combinazioni lineari

R d
e, = Ze;@, {e/} € GL(m,R), det {e}} > 0. (16.6.1)

m

In questa formula {e,} & un frame, ossia un sistema di vettori di base ottenuto
per rotazione, mediante GL(m,R), della base originaria {e,}, con la richie-
sta che l'orientazione resti preservata. La metrica svolge un ruolo perché si
richiede che gli {€,} siano ortonormali rispetto a g:

g(/éa?/e\b) = Z eaﬂebygw/ = Yab, (1662)
v

ove Ve = Oqp Se ¢ ha segnatura riemanniana, mentre 7, = 74 se g ha
segnatura lorentziana. La (16.6.2) puo essere invertita a dare

Guw = Y _ €€ Yab. (16.6.3)
a,b
Si ha inoltre
D et el =4, (16.6.4)
D et e =64, (16.6.5)
w

Poiché un vettore e indipendente dalla base scelta, possiamo scrivere che

V= Ve, =Y Ve, =) Viele, (16.6.6)
" a

a,p
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da cui ricaviamo le componenti di V' nelle due basi:

VE=D Vel V=D eV (16.6.7)

a p

La base duale delle 1-forme viene definita come

0" =" et dat, (16.6.8)
o
e obbedisce alla condizione
<§“,€b> = 50 (16.6.9)

In termini delle 1-forme @\“, la metrica assume la forma

g= Z Gudr! @ dx” = Z Z e“#ebyyabdx“ ® dx”
LV

v a,b

=Y bt B (16.6.10)
a,b

La base {e,} di vettori e la base {5“} di 1-forme sono dette basi non coordi-

nate. In quattro dimensioni, gli {€,} sono i vettori di tetrade. L’idea risale a
E. Cartan, che concepi per primo il repére mobile (Cartan 1946). La scuola
tedesca ignorava questo, e chiamo gli e/ le vierbeins (oppure wielbeins in pit
dimensioni). Le parentesi di Lie dei vettori di base non coordinata sono non
nulle, poiché si trova

Car@ll, = > Cuf &, (16.6.11)
ove
Oabc = Z ecl/ [eauebyﬂu, - eb‘ueau,“] . (16612)
w,v

Poiché V# =3%" V® /!, si possono definire le matrici vy di Dirac in spazi
curvi al seguente modo:

() =D el (v, (16.6.13)

avendo denotato con v* le familiari matrici di Dirac nello spaziotempo di
Minkowski.
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16.7 Equazioni di struttura di Cartan

I coefficienti di connessione rispetto alla base non coordinata sono definiti
mediante la relazione

Vel = Va,ép = » T2 (16.7.1)

Tenendo presente la (16.6.1) e le proprieta (13.4.4) e (13.4.5) delle derivate
covarianti, la (16.7.1) diventa

Z el ((%eb” + Z eb’T‘;w> e, = Z el e, (16.7.2)
P c.p

v

Pertanto si ottiene
I = Z s (aueby + Z ebAFVuA>
v A
= Z e el'V ey . (16.7.3)
v

Il tensore di torsione definito nella (14.1.3) ha quindi componenti, nella
base non coordinata, espresse da

T3 = (0. 7(@.2)) = (0", Vie. - V& — 6,2
=T —T% —C,." (16.7.4)

Inoltre, il tensore di curvatura di Riemann definito nella (14.1.4) ha le seguen-
ti componenti in base non coordinata:

e = (0" VeV iy = VaVils — Viezifh)

— <(§“, V. (Z rf;baf> —V, (Z rfcbaf> -y cf vfa,>
f f f
=€ [Fadb] — € [Facb]

+ 3 (DT = Tl = G T ). (16.7.5)
f

Definiamo ora una 1-forma a valori matrice {w$}, detta la 1-forma di

connessione: R
Wi = T, dat =y T, 0°. (16.7.6)

o
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La 1-forma w9 soddisfa le equazioni di struttura di Cartan

0"+ Wy NG =T", (16.7.7)
b

dw + Zw“c ANwS = R, (16.7.8)
ove T° ¢ la 2-forma di torsione

a 1 a pb A pe
T = bE §Tbc0 A 6°, (16.7.9)
e R ¢ la 2-forma di curvatura

1 ~ o~
Ry=>" 5 Rheal)” A 6. (16.7.10)
c,d

Per dimostrare la (16.7.7), valutiamone il membro di sinistra sui vettori di
base, e usiamo l'identita (10.2.12). Dunque troviamo che

40", B) + [ (w3, 8 (0,2 — (0.2 (w5, 2)]
- (el -4 [(p.5)] - ()
— O 4T, T, =17, (16.7.11)

Se ora valutiamo il membro di destra della (16.7.7) su e., €; e usiamo la
definizione (16.7.9) della 2-forma di torsione, troviamo

Lo (@) (75) - (722 ()
=T, (16.7.12)

Dall’accordo delle (16.7.11) e (16.7.12) segue che la (16.7.7) ¢ dimostra-
ta. Analoghe valutazioni permettono di verificare la seconda equazione di
struttura di Cartan, ovvero la (16.7.8).

Tenendo a mente le (16.7.7) e (16.7.8), come pure le (6.7.4)-(6.7.6), an-
diamo ora a dimostrare le identita di Bianchi. Invero, mediante derivata
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esterna della (16.7.7) si ottiene

=Y (—wﬂ;,AT’UrR%)A@”)
+ (—w“c/\wcb A+ /\wbc/\§C>, (16.7.13)
da cui segue la prima identita di Bianchi:
AT+ Wy AT = > Ry A O (16.7.14)
b b
Inoltre, la derivata esterna della (16.7.8) ci mostra che
dRY = d’wy + Y (dw’ Aw — dwf Aw?)
:0+Z (R“C—Zw‘zl/\w‘g AW
c d
—Z (Rcb — chd /\w‘f,) AW,
c d

= Z (R A wf —wi A RY)

+ (W AW AW +wh A Aws) (16.7.15)
c,d



206 CAPITOLO 16. GEOMETRIA RIEMANNIANA. IV

da cui segue la seconda identita di Bianchi:

AR+ (W A RS — R% Aws) = 0. (16.7.16)



Capitolo 17

Geometria riemanniana. V

17.1 Connessione di Levi-Civita in base non
coordinata

Sia V la connessione di Levi-Civita sulla varieta (M, g), per la quale dunque
vale la condizione Vxg = 0 di compatibilita con la metrica, e la proprie-
ta T(X,Y) = 0 di torsione nulla. Dal capitolo precedente conosciamo il

legame (16.7.3) tra i coefficienti di connessione PAW in base coordinata e i

coefficienti di connessione I' in base non coordinata. Sia (M, g) una varieta
riemanniana, e definiamo il coefficiente di rotazione di Ricci mediante

Late = Y Gadl, (17.1.1)
d

Allora la condizione Vxg = 0 conduce alla seguente successione di passaggi
(facendo uso di Vg = 0 che discende da Vxg = 0):

Z e )\e d— Vi 5d =0= Z [(V“ed)\) ecA + edAV#ecA}

:>ZeAVMeA Ze)‘vue/\

= [ope = g Sua€” el ue
d, )\, 1

= =3 buelef'V, (17.1.2)

d, )\ 1

207
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Osserviamo ora che

Z BCAV ade )\ Z €. ,uea)\ = Z (g_1>)\p ecpvuea)\

Ad Ap
= Z eCpV,L Z eepVuel Z ec)\Vuea’\
AP A
= Geach Ve, (17.1.3)
A
Dalle (17.1.2) e (17.1.3) troviamo alfine che
Lape = Z (5Cded/\eb“VMea’\ = —Ta- (17.1.4)
d, 1

In termini della 1-forma di connessione we, = ) . dqcw$, la condizione (17.1.4)
diventa
Wap = —Whqg- (1715)

La condizione di torsione nulla 7* = 0 comporta la simmetria dei coefficienti
di connessione, ovvero F’\W = F’\W. Consideriamo ora la relazione di com-
mutazione (16.6.11). Se qui facciamo uso della condizione di torsione nulla,
troviamo

Z Cop'Ce=Vaby — Vs = »_ (1%, —T5,)

— C, =T, —T%,, (17.1.6)

essendo gli e, una base. Sostituendo questa relazione nella formula per le
componenti della curvatura di Riemann, esprimiamo queste ultime unica-
mente in termini dei I'G ., ovvero

Ry = 2e[T%) = 2a[0%] + > (Tl =TT
!

_ Z <I‘fcd ) o (17.1.7)

17.2 Esempio di calcolo in base non coordi-
nata

Con riferimento alla metrica (15.6.2) dello spaziotempo di Schwarzschild, se
definiamo le 1-forme

oM
p=1- My p=_4" (17.2.1)
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0 =r df, 6° = rsin(0) do, (17.2.2)

ove r > 2M, 0 € [0,7], ¢ € [0,2n[, troviamo che tale metrica assume la
forma

3
g=—0Ced+> Fad" (17.2.3)
k=1

La condizione metrica implica che w?, =0, Va = 0, 1,2, 3, e la condizione di

torsione nulla fornisce le equazioni (posto f(r) = /1 — %)
dlf(r)dt] + 3w A8 =0, (17.2.4)
b
d{dr }+Zw1/\§b:0 (17.2.5)
d(r do) +> Wi A =0, (17.2.6)
b
d(rsin(0) do) + ngb AG = 0. (17.2.7)
b

Le componenti non nulle della 1-forma di connessione sono dunque (si ram-
menti che usiamo qui unita G = ¢ =1)

M
Wl =wh = T?dt’ (17.2.8)
w? = —wh = f(r)db, (17.2.9)
w3 = —wh = f(r)sin(0)do, (17.2.10)
w = —w% = cos(0)dg. (17.2.11)

Le componenti della 2-forma di curvatura le troviamo dall’equazione di strut-
tura (16.7.8), ovvero (Nakahara 2003)

2M M
Rol — Rlo — Fé\o A é\l, R02 - R20 — —ﬁé\o /\ é?, (17212)
M M
R03 - R30 - —F@) VAN 53, R12 - —R21 - —F(/g\l VAN 52, (17213)
M 2M
R13 - —R31 - —ﬁé\l /\ 53, R23 - —R32 - Fé? /\ 53 (17214)
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17.3 Digressione sulle derivate di campi ten-
soriali

A proposito di derivate covarianti (cf. paragrafo 13.6) di campi tensoriali T’

di tipo (0,2), di cui la metrica ¢ solo un caso particolare, osserviamo che,
facendo uso della (13.6.9), si trova

V.=V, Z(Taﬁd:ca ® dx5>
a,B

= D |(ViTup)da® @ da’ + Tup(V,da®) @ do” + Topda® @V da |
a,B

0T,
= Z andxo‘ ® da’ — Tag Z FO;)\dx’\ ® da’ — Tppdr™ ® Z Fikdx’\]
a76 ot >\ )\
0T,
= 2|5 = (DT + T ) | o™ @ dia?
a,B L A
= Y (VuT)apdz® @ dz’. (17.3.1)
a7ﬁ

Al rischio di ripeterci, le derivate covarianti senza uso di parentesi ton-
da hanno invece un altro significato (di sovente dimenticato o ignorato in
letteratura):

OTos
Vilas = vafu Tas = oxr’

poiché T}, 3 sono i valori assunti dalle componenti di 7" nel punto di coordinate

x*, e dunque si deve usare la proprieta Vxf = X[f] gia incontrata dalla
(13.4.5) in poi.

(17.3.2)

17.4 Forme di volume

Nel paragrafo 7.5 abbiamo definito 1’elemento di volume come una m-forma
su una varieta orientabile M a m dimensioni. Se ora M viene munita di una
metrica g, esiste un elemento di volume naturale che e invariante per trasfor-
mazioni di coordinate. Posto v = det(g,, ), I’elemento di volume invariante
e

Q= Vylda' Ada® A oA da™, (17.4.1)

le z* essendo le coordinate della carta (U, ). La m-forma ¢ invero invariante
per cambiamenti di coordinate. Se y* denotano le coordinate in un’altra carta
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(V,4), con UNV # (), 'elemento di volume invariante ¢ ivi

dy' A ... \dy™. (17.4.2)

Se x* e y” definiscono la stessa orientazione, il det e positivosu U NV, il
che implica I'invarianza di £2); per cambio di coordlnate poiché allora

Z —dac” (17.4.3)

da cui segue che

Qup = el

et (52 (55) & nde? nonasm

=+ det Ada? A A da™. (17.4.4)

Nella base (16.6.8) di 1-forme non coordinate, 1’elemento di volume invariante
si scrive nella forma

Qs = leldz* Ao Ada™ =8 A . NG, (17.4.5)

ove e = det €. Grazie a (1), I'integrale di una funzione liscia su M &
/ fQuy = / V| detda?...dx™. (17.4.6)
M M

17.5 La mappa = di Hodge

Cominciamo col definire il tensore totalmente antisimmetrico la cui compo-
nente €, ., assume valore 1 se (f1.../t,,) € una permutazione pari di (1...m),
valore —1 se (p1...f4m) € una permutazione dispari di (1...m), e altrimenti vale
0. La forma controvariante di tale tensore ha allora componenti

T Z <g—1)u1vl (g—l)#m’jm v (17.5.1)

{vi..vm}

La mappa % di Hodge, che studieremo piu approfonditamente nel capitolo
31, € una applicazione

w0 QN (M) — Q™ (M) (17.5.2)
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la cui azione su un elemento di base di Q" (M) ¢ definita da
(d:zc“1 A .o NdaxhT)

(m—r)! ZE’“ o AT A A dat . (17.5.3)
{v}

In particolare, x1 e I’elemento di volume invariante di cui parlavamo poc’anzi:
v |7 Z

{n}
=y dz' A A da™ = Q. (17.5.4)

*1 = Ept oy AT N LN dat

p,v=1

Nello spazio euclideo <R3, Z dpdxt @dx” ) queste definizioni forniscono

*xdz' = da® A da?, «dax? = dad A dat, xda® = dat A da?, (17.5.5)

*(dxt A do?) = da®, x(do? A do®) = dat, x(do® A dat) = da®,  (17.5.6)

*(dx' A da* A da®) =1, (17.5.7)
*f(z) = f(z)dx' A dx® A da®. (17.5.8)
Data una r-forma w € Q" (M):
1
w = Z ﬁwmmmdaj’“ A ... N dxhr, (17.5.9)
{u}

si ha

V ’7' e 123 VUm
* W = m {%:}Wm...urgm # V’r+1---dex LA LA dxtm. (17510)
wiH{v

Nella base di 1-forme non coordinata (16.6.8), lo » di Hodge agisce come
segue:

*@“1 /\.../\5‘“)

=N _cuwg BB A L AGP, (17.5.11)

ove il tensore antisimmetrico € si definisce in analogia a quanto fatto prima,
ma con riferimento a permutazioni pari o dispari (oy...q,) di (1...m). Ad
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esempio, dato il campo tensoriale di tipo (0,2) nella (7.2.2), le componenti
del suo x di Hodge sono

1 g
P = 5 > el Fp. (17.5.12)
P,
Data inoltre la 3-forma
1 12
G=>_ QGW@M A dz* A da, (17.5.13)
A,V

il suo * di Hodge ¢ una 1-forma avente componenti
1 17
(*G)A = 6 Z 8; pGuzxp- (17514)
w,v,p

. . Ce e _1yab . .

In basi non coordinate, gli indici di € si alzano con (§71)* nel caso riemanni-
_1\ab . . .

ano, e con (n71)* nel caso lorentziano. Applicando due volte lo x di Hodge

ad una r-forma w, si ottiene una forma differenziale proporzionale a w, ovvero

**xw = h(m,r)w, h(m,r) = o(=1)"m"), (17.5.15)

ove 0 = 1 se (M, g) e riemanniana, e 0 = —1 se (M, g) & lorentziana.

Una 2-forma F' puo essere scritta come somma delle sue parti autoduale
(F'1) e antiautoduale (F~1), ove F™ e F'~ sono definite, nel caso lorentziano,
dalle condizioni

WFt = iFY «F~ = —iF~ (17.5.16)

dalle quali si ricava
L1 _ _ 1 .
F :§(F—Z*F), F :§(F—{—Z*F). (17.5.17)
Nel caso riemanniano, si ha invece
*Ft =F" «F~ = —-F". (17.5.18)

Notiamo che, nello spaziotempo di Minkowski, dato il vettore di com-
ponenti V# = (1,0,0,0), si hanno (Ward e Wells 1990) le componenti delle
1-forme di campo elettrico (E) e magnetico (B):

E, =Y V*Fu, By =Y VF)u. (17.5.19)
A A
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Da tali formule segue che

N VEE, =) VMV, =) VU VIR, =0, (17.5.20)
H HyA A

D VEB, =) VIVAF) =Y VI VI (F)y = 0. (17.5.21)
18 /‘La)‘ M,A

Pertanto le 1-forme ) | E,dz* e ) B,dx" vivono in un iperpiano ortogonale
a V# (Ward e Wells 1990).

Supposte assegnate le r-forme w e n come nella (17.5.9), il prodotto
esterno w A x1 € una m-forma

1
WA *n = Z ﬁwm_,,u,ﬂ?“l“'w\/ 1v| dzt A ... A dz™

{u}
=N AW (17.5.22)

In base non coordinata, esso diventa

1 _
WA= ﬁwal_.,amal---“ré\l A NBT (17.5.23)
fa)

e basandosi su di esso si puo definire il prodotto interno

(W,U)E/ w A *n

M
1 m
M )

= (n,w). (17.5.24)

Un’altra applicazione importante e la mappa aggiunta della derivata e-
sterna:

d: (M) — Q7 M), (17.5.25)

definita mediante la relazione
d' = u(m,r) *dx, u(m,r) = p(—1)"+1, (17.5.26)
ove p = —1 se (M, g) & riemanniana, p = 1 se (M, g) & lorentziana. Nel

capitolo 32 studieremo piu in dettaglio la teoria di Hodge, e arriveremo a
dimostrare il teorema di Hodge sulla forma assunta da ogni p-forma liscia
sulla varieta (M, g).



Capitolo 18

Fibrati principali e vettoriali. 1

18.1 Concetto di spazio fibrato

Le teorie di gauge delle interazioni fondamentali nascono da una opportuna
formulazione di richieste di invarianza o covarianza, e dunque rendono neces-
sario coniugare lo studio dello spaziotempo (M, g) con lo studio dell’azione di
gruppi di Lie su varieta differenziabili. Su tali varieta si ha una teoria delle
connessioni e della curvatura che e poi collegata alla teoria di connessioni
e curvatura su (M, g), che viene detto spazio di base. Il collegamento fra
la varieta sovrastante e (M, g) ¢ fornito da fibre che andremo a definire,
congiuntamente ad applicazioni di proiezione dallo spazio sovrastante sullo
spazio di base. Si ha pertanto a che fare con varieta differenziabili che, in
generale, solo localmente sono varieta prodotto. Le nostre fonti principali
sono il materiale in Nakahara (2003), Vitale (2020).
Uno spazio fibrato ¢ per noi una quintupla

(E,M,7,F,G), (18.1.1)

ove F ¢ lo spazio totale, M lo spazio di base, 7 : E — M una applicazione
di proiezione surgettiva di £ su M: w(E) = M, F viene detta fibra e G
prende il nome di gruppo di struttura. Considerando un ricoprimento aperto
di M mediante una famiglia di insiemi Uj;, esistono dei diffeomorfismi

le cui mappe inverse sono trivializzazioni locali del fibrato. Se U; e U; hanno
intersezione non vuota, si definisce

ol O =ty (18.1.3)

215
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Tali applicazioni t;; : F — F sono dette funzioni di transizione. Esse
formano gruppo, in quanto

tij(p)tjr(p) = tun(p), (18.1.4)

(i (0) i1 (P))tia(p) = ti5(p) i (P) e (), (18.1.5)
ti; = elemento identico, (18.1.6)

ti;'(p) = tu(p). (18.1.7)

Dato u € E, si ha n(u) = p € U;NU,. Le mappe inverse gpi_l e gpj_l sono en-
trambe definite su 71 (U; NU;). Assegniamo ad u due diverse trivializzazioni

;' (u) = (p, fi(p)), @5 (w) = (p, f;(p)), (18.1.8)

ove le f; sono applicazioni da F in F' che sono le coordinate di fibra, e ove il
legame fra esse viene fornito dalle funzioni di transizione:

fi(p) = ti;(p) f;(p)- (18.1.9)

A livello piu profondo, le funzioni di transizione sono una rappresentazione
sulla fibra del gruppo di struttura G. Se le funzioni di transizione pos-
sono essere scelte tutte uguali all’identita su F' (ossia se esse forniscono una
rappresentazione banale del gruppo G), allora

filp) = f3(p), Vi, 3. (18.1.10)

In tale caso particolare, il fibrato ha globalmente la struttura di spazio
prodotto £ = M x F.
Le sezioni del fibrato sono applicazioni

tali che la loro composizione con la mappa di proiezione fornisce l'identita
sullo spazio di base:

7O s =id|, . (18.1.12)
Posto F, = 7 !(p), si ha
si(p) € Iy, C E, (18.1.13)
si(p)=ue€ E: m(u) =p, (18.1.14)
v; (si(p) = (p, 5i(p))- (18.1.15)

La coordinata di fibra di s;(p), ovvero la s;(p), € un vettore valutato in p se
s; € un campo vettoriale.
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Consideriamo ora il caso in cui la fibra F' ¢ (isomorfa ad) uno spazio
vettoriale. Siano (U;, ;) e (Uj, ;) carte su M, con U;NU; # (). Consideriamo
I’applicazione

v @t (U N U;) — (U N U;). (18.1.16)

Alle v; e 1; possiamo associare i loro push forward ;. e 1;, tali che

ViV = ZV“ axu (18.1.17)

iV = ZV“ 8“ (18.1.18)
Y

(wi ®¢;1)*Z\7“( ZV“ yu 8x”

= 18.1.1
S NUETCE (181,19

ove abbiamo posto
~ 8yl’
Vi (y) = axu\/“(m). (18.1.20)

o

Uno sguardo in avanti. Come vedremo, la derivata covariante puo essere
definita come derivata di sezioni di un fibrato vettoriale. Detto I'( E') lo spazio
delle sezioni del fibrato E, esso ¢ un modulo sinistro sull’anello delle funzioni
su M. Una volta assegnate le rappresentazioni locali (18.1.15), si definisce la
derivata covariante per s;(p) e si considera in particolare un fibrato vettoriale
E su M. Le s;(p) sono allora vettori su M, e sono esempi di spazio totale lo

spazio
= U p x T,(M)
peEM
oppure
E=T"M)=|JpxT;M
peEM
Per definire la derivata di un campo vettoriale occorre una regola di trasporto
di un campo originariamente valutato in un certo punto, V(p) € T,(M), in
un altro punto ‘N/(q) € T,(M). Questa regola ¢ il trasporto parallelo che noi
abbiamo finora definito e studiato nelle lezioni sulla geometria riemanniana.
Le interazioni fondamentali, inclusa la gravitazione, sono descritte da
1-forme di gauge con la associata 2-forma di curvatura. I campi di materia
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sono sezioni di fibrati vettoriali (questa ¢ una descrizione geometrica, che non
dipende dalle carte su M), mentre i potenziali di gauge e le 2-forme di cur-
vatura sono finora descritti solo localmente. Nei prossimi capitoli cercheremo
di capire cosa sono questi concetti da un punto di vista geometrico intrinseco.

18.2 Fibrati principali. I

Le 1-forme di connessione sono definite su fibrati principali. Un fibrato prin-
cipale ¢ detto anche G-bundle, ove G € un gruppo di Lie. Si scrive allora
P(M,G), ove P ¢ una varieta differenziabile e M ¢ la varieta di base. La
fibra del fibrato e proprio il gruppo G. L’applicazione di proiezione associa
ad un elemento v di P un punto p di M:

T:u€eEP—peM= n(u)=p (18.2.1)

Indichiamo inoltre con G,, essendo I’ = G, I'immagine inversa di u tramite
:
' (u) = G,. (18.2.2)

Indicando ancora con U; gli elementi di un ricoprimento della varieta di base
M, abbiamo i diffeomorfismi

pi:Uix G—=n Y(U;) C P, (18.2.3)

le cui mappe inverse forniscono una trivializzazione locale del fibrato, e
scriviamo (cf. (18.1.8))

i () = (p, gs). (18.2.4)

La g; ¢ la coordinata di fibra. Il gruppo G agisce sempre a sinistra sulla fibra,
ossia (cf. (18.1.9))

gi = tij(p)g;- (18.2.5)

Le t;i(p) sono le funzioni di transizione, e sono a valori nel gruppo di strut-

tura. Notiamo anche che, mentre m € una applicazione da P a M, il suo

pushforward 7, mappa campi vettoriali su P in campi vettoriali su M. Un

campo vettoriale Z € x(P) ¢ proiettabile su un campo vettoriale Y € x (M)
se e solo se (Mele e Laudato 2015)

T(Ly f) = Lz(m.f), Vf € C°(M). (18.2.6)
Abbiamo quindi la quintupla

(P,M,n,G,F =G), (18.2.7)
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col gruppo di struttura che agisce a sinistra sulla fibra. Inoltre esiste una
azione destra del gruppo su P che non dipende dalle trivializzazioni:

PxG— P, (u,a) — ua. (18.2.8)
Dalla (18.2.4) possiamo allora scrivere che
u = ¢i(p, g:), ua = i(p, gia) = i(p, gi)a. (18.2.9)
L’azione destra del gruppo G € una azione libera e transitiva, ovvero
R: (a,9) — Rayg (18.2.10)
e libera e transitiva, ossia, dati uq, us tali che
m(uy) = m(uz) = p, (18.2.11)
allora (azione transitiva)
da € G: uy =wa, (18.2.12)
e inoltre (azione libera)
ua=u=>a=e. (18.2.13)

Nei fibrati vettoriali, dato il punto p € U; NUj, e la sezione s; € I'(E, M),
si ha
i H(si(p)) = (p,5i(p), 5:(p) = ti;(p)35(p), (18.2.14)
ma non si ottiene s; in termini di s;. Per i fibrati principali, invece, usando
I’azione destra del gruppo che non dipende dalla trivializzazione, si ottiene
la relazione

0i(p) = 0;(p)t;i(p)- (18.2.15)
Andiamo ora a dimostrare la (18.2.15). A tal fine, consideriamo p € U; N Uj,
e un certo u per il quale

i (@) = (pe). (18.2.16)
Dette 0; ¢ o; due sezioni definite su U; N Uy, si ha, a partire dalla (18.2.16),

i © ¢y (@) =1 = 0i(p) = ip,€) = ¢;(p, 95)
= ¢;(p, tji(p)e) = ¢;(p, et;i(p)) = @;(p. €)t;i(p)
= 0;(p)t;i(p), (18.2.17)
che appunto coincide con la (18.2.15). Q.E.D.
Questa relazione puo essere estesa a due qualsivoglia sezioni locali poiché,

posto
0i(p) = oty = oxtyi, (18.2.18)

componendo ambo i membri con la funzione di transizione t;; si trova

Okl © tiy = 05t © tyg, = o) = 0t . (18.2.19)
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18.3 Fibrati principali. 11

A costo di introdurre lievi ripetizioni del paragrafo 18.2, possiamo dire quanto
segue. Un fibrato principale P(M,G) su M, con gruppo di struttura G, ¢ un
fibrato ( = (P, M, w, Q) tale che (Mele e Laudato 2015):

(1) Detti ; i diffeomorfismi (18.2.3) che realizzano la trivializzazione locale
(18.2.4), ove u € 7 1(U;), p = 7(u), allora si ha, Vh € G,

ip(Ru(u)) = @iy (uh) = @ (w)h = (p, g:)h = Ru(p, 6:)- (18.3.1)

(2) Il gruppo di Lie G agisce liberamente su P dalla destra, ovvero esiste una
funzione liscia R, tale che

Ry,: PxG— P, Ry: (u,9) — Ry(u) = ug, (18.3.2)
e per la quale R,(u) # v a meno che g = e.

(3) M ¢ lo spazio quoziente P/G rispetto all’azione R, di G' su P, ossia le
fibre 7~(p), al variare di p € M, sono le orbite di R,.

L’azione destra del gruppo G su P e indipendente dalla trivializzazione
locale. Se p € U; N Uj, allora

dunque la moltiplicazione a destra ¢ definita senza riferimento alla specifica
trivializzazione locale, e pertanto vale quanto detto al punto (2) per la fun-
zione liscia Ry. Inoltre, l'azione ¢ anche libera poiché, se u = ¢;(p, g;), si
ha

@i(p, gih) = @i(p, gi)h = ubh. (18.3.4)
Quindi, se uh = u per qualche u € P, allora
©i(p, gih) = uh = u = @i(p, g:). (18.3.5)

Ma I'applicazione ¢; € biunivoca, dunque 'eguaglianza delle immagini tramite
@; implica che g;h = g;, ovvero deve aversi h = e € G. Inoltre, I’azione destra
di G su 771(p) ¢ transitiva, ossia Vuy, uy esiste un elemento g € G tale che
u; = ugg. Questo implica che, se 7(u) = p, possiamo costruire tutta la fibra
come

7 (p) = {ug| g € G}. (18.3.6)

Pertanto le fibre sono diffeomorfe al gruppo di struttura, e scriviamo

' p) =G, pe M. (18.3.7)
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Da qui si ¢ indotti a considerare 'altra possibile definizione (Mele e Laudato
2015):

Un fibrato ( = (P, M,w, F') con gruppo di struttura G & detto un fibrato
principale su M con gruppo di struttura G se la fibra F' ¢ un gruppo di Lie, e
G ¢ il gruppo di Lie dei diffeomorfismi W di F tali che (Marathe e Martucci
1989)

W{(fife) =W(fi)fe, fr,f2 €F. (18.3.8)

Per approfondimenti di geometria differenziale suggeriamo, in ordine crono-
logico diretto, la vasta messe di teoria ed esempi in Kobayashi e Nomizu
(1963), Spivak (1979), Dubrovin et al. (1988), Donaldson e Kronheimer
(1990), Nacinovich (2015), Nacinovich (2019), D’Andrea (2020).

18.4 Esempi

Nel fibrato tangente T'(M) definito dopo la (18.1.20), la fibra F' e T,(M) =
R™, e il gruppo di struttura ¢ G = GL(n,R). Per ottenere le funzioni di
transizione t;; basta considerare due espressioni equivalenti per il vettore
tangente in p € U; N Uj, ovvero (usando indici latini racchiusi da parentesi
tonde per indicare in quale intorno si svolge il calcolo)

a 0 a 0
— w — v
X, =Y Xl oo = > Xtgo (18.4.1)
pn=1 ? v=1

)

dalle quali si ricava che (cf. Nash e Sen 1983)

" Ozl ot

T () yv 7
Xty =2 oy, X0 =t = gy (18.4.2)

v=1 J j

che e una matrice n x n.

Nel fibrato cotangente 7™ (M), la fibra F' ¢ T;(M) = R", e il gruppo di
struttura ¢ G = GL(n,R). Per ottenere le funzioni di transizione 7;; basta
considerare due espressioni equivalenti per la 1-forma in p € U; N U;, ovvero

Wy = Zwl(f)dx’é) = Z wﬁj)dm(”j), (18.4.3)
pn=1 v=1
dalle quali si ottiene
8x’(‘j) AT
g = 52 —(1") - (18.4.4)
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Nel fibrato dei frame, la fibra F' consiste di tutte le basi ordinate di 7,,(M ),
e risulta dunque isomorfa a GL(n,R), poiché sappiamo dalla (16.6.1) che le
basi ordinate si ottengono agendo mediante GL(n,R) su una base assegnata.
Anche il gruppo G di struttura consiste del gruppo lineare generale GL(n, R),
pertanto siamo in presenza di un fibrato principale, e le funzioni di transizione
coincidono con le ¢;; della (18.4.2).
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Fibrati principali e vettoriali. 11

19.1 Ripasso di concetti, e il fibrato delle basi

Nel capitolo 18 abbiamo definito i fibrati principali. Dunque sappiamo che
in tale ambito consideriamo uno spazio totale P, uno spazio di base M, una
proiezione 7w di P su M, una fibra F' che ¢ un gruppo di Lie ed ¢ diffeomorfa
al gruppo di struttura G. 1l gruppo G agisce su P con azione destra, e agisce
anche mediante 1'usuale azione sinistra sulla fibra. L’azione sinistra dipende
dalla trivializzazione locale, mentre le fibre sono le orbite dell’azione destra.
Questa azione destra, dati u € P e a € GG, opera come segue:

(u,a) — ua = Ry (u), (19.1.1)

ed e libera e transitiva.
L’azione sinistra collega diverse coordinate di fibra tra loro. Usando le
mappe di trivializzazione locale, sappiamo che

pi () = (p,9:(p)), ¥5 () = (p,9;(p)), (19.1.2)

e facendo uso delle funzioni di transizione t;; € G, 'azione sinistra si espleta
mediante la relazione

9i(p) = ti;(p)g;(p)- (19.1.3)
Le sezioni locali del fibrato sono applicazioni

o Uy M — 7 1(U;) CP. (19.1.4)

Abbiamo dimostrato che o;(p) = o;(p)t;i(p), da cui deduciamo che, se una
sezione ¢ globale su M, allora il fibrato possiede globalmente la struttura di
prodotto: P =M x G.

223
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Esempi di fibrati principali sono la fibrazione di Hopf, alla quale dedi-
chiamo il capitolo 22, e il frame bundle F(M). Come sappiamo dal paragrafo
18.4, F(M) ¢ un fibrato su una varieta M con fibra data da una collezione
di basi su M. Tali basi sono i punti della fibra, e sono in corrispondenza
biunivoca con gli elementi del gruppo lineare generale GL(n,R) (cf. capitolo
16). Se consideriamo una particolare base f su M, ogni altra base f si ottiene
agendo su f mediante un elemento h € GL(n,R). Quindi F(M) & un fibrato
principale su M con fibra GL(n,R). Una sezione locale opera associando ad
un punto p di M una base su M in p:

i pe€M—{e1(p),...,en(p)}- (19.1.5)

Se la sezione o; ¢ globale, ossia 0; = o, Vi, j dell’atlante, allora possiamo
assegnare su M una base globale, ossia M ¢ parallelizzabile .

19.2 Fibrati vettoriali e fibrati associati

Assegnato un fibrato principale (P, M, m, G), possiamo costruire fibrati vetto-
riali che diciamo associati a P. Per prima cosa, andiamo a definire il concetto
di fibrato vettoriale, che finora avevamo solo menzionato.

Definizione 19.1. Un fibrato ( = (E, M, r, F,G) viene detto fibrato vetto-
riale con fibra tipica F', se F' & uno spazio di Banach a dimensione finita e G
¢ il gruppo di Lie dei diffeomorfismi lineari di £’ (Mele e Laudato 2015). In
particolare, se F' & uno spazio vettoriale reale e k = dim(F'), G = GL(k,R),
allora ( viene detto un fibrato vettoriale di rango k. Questa definizione fa
prendere forma compiuta all’idea di avere un fibrato la cui fibra ¢ uno spazio
vettoriale.

Sia ora P(M,G) un fibrato principale, e siano p l'azione di G su F,
I’azione di G sulla varieta prodotto P x F"

Ve (u, f) — (ug,plg”")f), ue P, feF, geG. (19.2.1)

L’azione 9 e libera.

Definizione 19.2. 1l fibrato associato E(M, F, p, P) € una classe di equiva-
lenza i cui elementi [u, f] sono dati dalla identificazione

(u, f) ~ (ug, p(g™)]). (19.2.2)

Pertanto, se consideriamo la proiezione data dalla mappa

O: PxF—E, (19.2.3)
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otteniamo il diagramma commutativo in Fig. 19.1 (si dicono commutativi
tutti i diagrammi che esprimono modi equivalenti per approdare ad una
struttura B a partire da una assegnata struttura A):

Figura 19.1: L’azione delle proiezioni 7y, 7, O, ng.

ove la proiezione g : E — M eé definita da
[u, f] — 7(u), (19.2.4)

la proiezione m : P X F — P e la proiezione sul primo fattore, ossia e
definita da
(u, f) — u. (19.2.5)

In particolare, se F' ¢ uno spazio vettoriale, e p ¢ una rappresentazione del
gruppo di Lie G, allora possiamo riguardare p come una applicazione

p: G— Aut(V), (19.2.6)

dove Aut(V') consiste di trasformazioni lineari su uno spazio vettoriale V. In
generale, la richiesta che p sia una rappresentazione del gruppo G comporta
che, Vg, h € G, si abbia

p(®(g,h)) = @(p(g), p(h)), (19.2.7)

avendo indicato con ® la legge di composizione per gli elementi del gruppo G,
e con ¢ la legge di composizione tra le immagini degli elementi di G tramite
p.
Nei fibrati vettoriali associati, la trivializzazione locale viene fornita dalle
applicazioni
wi: Ui xV — 1. (Uy), (19.2.8)
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e la funzione di transizione di £ ¢ data da p(t;;), ove t;; ¢ la funzione di
transizione di P.

I fibrati associati permettono di studiare le proprieta delle particelle
elementari, associate a rappresentazioni unitarie irriducibili del gruppo di
Poincaré (Wigner 1939, e cf. capitolo 12). In fisica teorica sono anche di
interesse le rappresentazioni unitarie proiettive di un gruppo G, per le quali,
detta w(g, h) una funzione di fase a valori in U(1), si ha

p(®(g,h)) = w(g, h)e(p(g), p(h)). (19.2.9)

Supposto assegnato un fibrato principale dato dal fibrato F(M) delle
basi, sono suoi fibrati associati il fibrato tangente T'(M), il fibrato cotangente
T*(M), e il fibrato dei campi tensoriali su M.

Se viene invece assegnato un fibrato £ con gruppo di struttura G e fibra F,
si costruisce il fibrato principale (P, M, G) sostituendo alla fibra F' il gruppo
G, e considerando prima

P=|]JU xaG, (19.2.10)

e poi definendo
P=P/~, (19.2.11)

dove stavolta la relazione di equivalenza stabilisce che
(p:gi) ~ (', 95) sep’ = p e gi = t;;(p)g;- (19.2.12)

Se le sezioni sono vettori di Lorentz, allora il gruppo di struttura e il
gruppo di Lorentz, e il fibrato principale di interesse ¢

(P,M,G) = (L(M), M,SO(1,n — 1)),
L(M) indicando lo spazio dei Lorentz frame.
Se la fibra ' ammette una rappresentazione spinoriale del gruppo di
Lorentz, si ottengono il fibrato degli spinori di Weyl (W) se
F=C"= E=(W,M,rC*SL(2,C)), (19.2.13)

oppure il fibrato degli spinori di Dirac (D) se

F=C*"= E=(D,M,x,C*SL(2,C) x SL(2,C)). (19.2.14)
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19.3 Campi vettoriali verticali

Denotando come prima con u un elemento del fibrato principale P(M, G), e
con G, la fibra in p = 7w(u), si definisce spazio verticale lo spazio di tutti i
vettori v, appartenenti allo spazio tangente a P in u, e che sono tangenti alla
fibra G, in u. In formule, scriviamo

Vu(P) ={v e T,(P): vtangente a G, in u}. (19.3.1)

Per costruire lo spazio verticale, consideriamo un elemento A dell’algebra di
Lie L(G), e avvaliamoci dell’azione destra sul fibrato (per dettagli vedasi il
paragrafo 19.4) per definire una curva su P passante per u a t = 0:

Retat = u e, (19.3.2)
La curva in esame ¢ dunque
Yo it ER — 7y (t) =ue € P. (19.3.3)
Poiché R, agisce sulla fibra, si osserva che
m(ug) = n(u) Vg € G = m(ue") = w(u) = p € M Vt € R, (19.3.4)

e quindi la curva costruita ¢ tutta contenuta nella fibra G,. Denotiamo con
A;fé € T,(P) il vettore tangente alla curva ~,. Questo &, per costruzione, un
vettore verticale. Detta f una arbitraria funzione liscia da P in R, si ha

AFI0) = L el = e, (1985)

In altri termini, il vettore Af ¢ tangente a P in u = 77 !(p) = G,, dunque
appartiene a V,,(P), e in tal modo possiamo, al variare di u, definire un vettore
in ogni punto di P, e alfine otteniamo un campo vettoriale che prende il nome
di campo vettoriale fondamentale generato da A € L(G).

19.4 Digressione sull’azione destra

Qui ci pare opportuno aprire una breve parentesi sull’azione destra su un
fibrato principale, seguendo Nacinovich (2015). Assegnato un fibrato princi-
pale P(M,G), consideriamo le applicazioni

ln: g€ G—1l,(9) =ug € P, Vu € P, (19.4.1)

Ro: u€e P — Ry(u) =ua € P, Ya € G. (19.4.2)
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Detta L, la traslazione a sinistra sul gruppo G, otteniamo dalla (19.4.1) che

lu(La(9)) = lu(ag) = u(ag) = (ua)g = lua(9), (19.4.3)

mentre dalla (19.4.2) otteniamo

Ra(lu(9)) = lu(9)a = uga = (ua)(a™'ga)

= (ua)ad(a ) (g) = lua ® ad(a"")(g). (19.4.4)

La sintesi delle (19.4.3) e (19.4.4) consiste delle leggi di composizione
1y ® Ly = lya, (19.4.5)
Ra O ly =l ®ad(a™). (19.4.6)

Per i campi vettoriali su P, esistono due spazi di particolare interesse,
relativamente al concetto di verticalita, ovvero:

(i) La distribuzione verticale

v(P)={X € x(P): dr(u)(X,) =0, Vu € P}. (19.4.7)

(ii) Il fibrato verticale
VP = |J{X.,: X €v(P)} =ker(dr) C T(P). (19.4.8)

ueP
La proiezione m : P — M definisce una foliazione globale della distribuzione
verticale.

Ogni campo vettoriale X € L(G) definisce un gruppo ad un parametro
di diffeomorfismi di P:

teR— Rux € C™(P,P). (19.4.9)

Il generatore infinitesimo X* di tale gruppo e il campo vettoriale fonda-
mentale associato a X. Se si considera il differenziale nell’identita della
applicazione [, definita nella (19.4.1):

M L(G) — T,(P), (19.4.10)
si puo dire che, VX € L(G), il generatore infinitesimo X* € v(P), e inoltre
Xy =M(X), YueP. (19.4.11)
Per dimostrarlo, si comincia con l'osservare che le curve integrali
t— ue™

di X* sono verticali, e dunque X* e verticale. Inoltre si trova

X = {%u etX] = {%lu(e”{)] - dl,(e)(X) = \(X).  (19.4.12)
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19.5 Spazio orizzontale di un fibrato princi-
pale

Torniamo ora alla trattazione lievemente semplificata del paragrafo 19.3 e
alla notazione usata fino ad allora. Sappiamo che Af ¢ un vettore tangente
alla fibra G, e che al variare di p otteniamo un campo vettoriale su M.
Otteniamo dunque

A* i pe M — A¥ € V,(P), (19.5.1)
ovvero 'applicazione # opera come segue:
#: Ac L(G) — AT € V,(P). (19.5.2)
L’applicazione # fornisce un isomorfismo di algebre:
A% B*| = [A,BJf 19.5.3
A%, v = A Bl (19.5.3)

ossia V,,(P) & un’algebra di Lie isomorfa all’algebra di Lie del gruppo G.

Per definizione, lo spazio orizzontale H,(P) ¢ il complemento di V,,(P)
in T,,(P). Si noti che, a questo stadio, H, non ¢ univocamente determinato.
Ad esempio, scelto nel piano euclideo R? il sottospazio vettoriale unidimen-
sionale asse y, per descrivere un vettore v di R? & possibile scegliere diversi
complementi. In altri termini, v & esprimibile in pitu di un modo come som-
ma di due vettori. Vedremo che H,(P) viene univocamente determinato solo
quando si introduce un nuovo concetto, ossia la connessione, che ora andiamo
a definire e studiare.

19.6 Connessione su fibrati principali

Una connessione su un fibrato principale P(M,G) ¢ una separazione unica,
detta anche distribuzione (da non confondere con lo stesso termine usato in
analisi funzionale) dello spazio tangente T,(P) in parte verticale V,(P) e
parte orizzontale H,(P) tale che

(i) Lo spazio tangente viene decomposto in somma diretta dei sottospazi
orizzontale e verticale:

T.(P) = H,(P) ® V,(P). (19.6.1)

(ii) Ogni campo vettoriale sul fibrato si decompone in somma delle parti
orizzontale e verticale:

X:P—T(P), X=X"+X" (19.6.2)
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(iii) Considerati gli associati vettori X* € H,(P), si ha
H,4(P) =Ry H,(P), Vue P, g€ G. (19.6.3)

La connessione puo anche essere concepita come una 1-forma su P, de-
notata con w, a valori nell’algebra di Lie del gruppo G, ovvero w € L(G) ®
T*(P). Essa possiede tre proprieta che la definiscono:

w(A*) = A, (19.6.4)
H,(P)={X, € T,(P): w(X,) =0}, (19.6.5)
Ryw = Adgw. (19.6.6)

Per verificare la (19.6.6) osserviamo che, assegnato X, € T,(P), si ottiene
dalla (5.10.2)

(Rieoug ) (Xu) = wug (Rye X ) = 97w Xo)g. (19.6.7)
Inoltre, dalla (19.6.5) otteniamo
Hog(P) = {Yay € Tuy(P) : w(Yay) =0}, (19.6.8)
e d’altro canto, se X,, € H,(P), abbiamo

W(RgeXu) = R;W(Xu) = gilw(Xug)g =0
= R, Xy € Hyy(P). (19.6.9)

Dalle (19.6.8) e (19.6.9) troviamo dunque accordo con la (19.6.3).
La 1-forma appena introdotta prende il nome di connessione di Ehres-
mann, e in coordinate locali

w € L(G) @ Q'(P). (19.6.10)
Se indichiamo come al solito con o; le sezioni locali
o0 U — 7 1 (Uy), (19.6.11)

il loro pullback o} associa a 1l-forme su P delle 1-forme su M, e dunque
scriviamo che

of - QY Y Uy) — QYU). (19.6.12)

)

Questa proprieta ha un ruolo cruciale nella fisica teorica delle interazioni
fondamentali.
Definiamo
A =olw, (19.6.13)
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che appartiene a £(G) @ Q' (U;). Alla 1-forma di Ehresmann associamo sem-
pre una A; locale. Viceversa, data A; nel prodotto tensore dell’algebra di Lie
di G' con lo spazio dei campi di 1-forma sull’aperto U;, possiamo costruire

w; € L(G) @ QY (x1(Uy)). (19.6.14)
Ci proponiamo di dimostrare che
wi = g; 7" Aigi + g5 tdg;, (19.6.15)

ovvero che tale w; ¢ consistente con la definizione (19.6.13). A tal fine, consid-
eriamo X, € T,(M),u = o;(p), (p,e) = ¢i(u). Dunque otteniamo (tenendo
conto del fatto che g; = e in 0;(p))

oiwi(Xp) = wil, ) (0 Xp)

S : “ldg;
- (gz ™ AzQz) o:(p) (OZ*XP) + <g’ dgz)
= 71'*~/4i(O-i*)(p) + dgl(o-l*Xp>

= Ai(ﬂ_*ai*Xp) + dgl<0—l*Xp)

= Ai<(7m,~)*Xp) + dgi(0iX,)

_ Ai(Xp) 10, (19.6.16)

(Ui*Xp)

oi(p)

ove nel primo termine abbiamo tenuto conto che (70;). eguaglia la mappa
identica sull’aperto U;, e nell’ottenere ’addendo nullo abbiamo osservato che
g; = e lungo la direzione di 0;.X,. Alla luce della (19.6.16), la (19.6.13)
risulta invero verificata. A questo stadio, dobbiamo verificare ancora che w;
sia una connessione, ovvero che per essa valgano le (19.6.4) e (19.6.6). A tal
fine, cominciamo con 1’osservare che

w;(A¥) = 9;177*-/41'91‘(14#) + gi_ldgi(A#)
= g; " Aigi(m AF) + g7 dgi(AT)

d
_ 1,8 & ota
=0+g; (u) dt(ue ) .
= g, (u)gi(u)A = A, (19.6.17)

dove ci siamo avvalsi del fatto che A# ¢ un campo vettoriale verticale per
porre a zero m, A%, Inoltre, troviamo che

* —1__x* . . —1__* P
R (97w Aigi) (X) =(97'm" Aigi) (R X)
- (gz_l)uhAzOT*Rh*X) <92)uh
= h g 7t Asgih. (19.6.18)
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Inoltre, per il secondo termine nella (19.6.15), si ottiene
Ry, (gfldg¢> = (g;h)"'d(g;h) = ™' g; ' dg;h. (19.6.19)

Pertanto w; € una 1-forma di connessione sullo spazio totale P del fibrato
principale. Se cambiamo carte otteniamo un’altra 1-forma wj:

wj = g; 7" Ag; + g5 dg;. (19.6.20)

Ma possiamo dire che w; = w; nell'intersezione delle carte? Ovviamente
desideriamo proprio questo, il che e garantito se A;, A; sono legate da una
trasformazione non omogenea che e proprio la trasformazione di 1-forme di
connessione che si incontra nello studio delle teorie di gauge:

Ay =t Astiy + £ dt ;. (19.6.21)

Dopo aver verificato questa proprieta, concludiamo che le 1-forme di gauge
e connessioni affini sono le A;, ossia i rappresentativi locali su M di 1-forme
di connessione su fibrati principali con appropriato gruppo di Lie.

Vale inoltre il seguente Lemma:

Dato il vettore X, € T,(M), ove il punto p € U; N Uj, e date le sezioni locali
0;,0; tali che
01Xy € Trii) (P), 972X, € T (P), (19.6.22)

allora si ha che
#
O'j*Xp = Rtij*(gi*Xp)—" |:<tl_jldt2])<Xp):| s (19623)

dove il significato del secondo termine nella (19.6.23) ¢ il seguente:
tij 1 p— ti(p) € G = t3;\dt;; € L(G) @ Q' (M). (19.6.24)
Quindi tale espressione, valutata su M al variare di p:
(t;'dti;)(X) = A€ L(G) = A* € V,(P), (19.6.25)

fornisce un elemento dell’algebra di Lie di G di cui ha senso effettuare 'oper-
azione #, che restituisce un campo verticale su P. Una volta stabilito questo
Lemma, possiamo trovare la legge di trasformazione delle A;.



Capitolo 20

Fibrati principali e vettoriali.
I11

20.1 Forme di connessione su fibrati princi-
pali

Nel capitolo precedente, avevamo a che fare con i seguenti dati geometrici:

Un fibrato principale (P, M, G) sulla varieta M, un campo di 1-forma globale
w € L(G) ® QY(P), e un campo di 1-forma locale A; € L(G) ® QY(U;)
che si ottiene tramite pullback di w usando le sezioni locali, ossia A; =
ofw. A partire da A; si puo definire una 1-forma w; su 7~ (U;). Abbiamo
poi dimostrato che la w; nella (19.6.15) soddisfa la condizione di pullback
(19.6.13) e gli assiomi di connessione.

Abbiamo indi affermato che vale la (19.6.21), e ora andiamo a dimostrarlo.
A tal fine, si usa il seguente Lemma:

Dato il campo vettoriale X € x(M), assieme a 0;.X, campo su 7 ' (U;),
e 0.,X, campo su 7 '(U;), nell'intersezione U; N U; degli aperti vale la
(19.6.23). Per ottenere la dimostrazione desiderata, valutiamo ora w su 0, X
e rammentiamo la definizione (5.10.2). Dunque troviamo

(0. X) = w(Rayyo(0.X) + o ([t s (X))
= ojw(X) =R} w(ouX) + t; dt;(X)
=t Aty (X) + 1, dt i (X). (20.1.1)

Q.E.D.

233
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Date A; e A;, possiamo costruire w; e w; secondo la (19.6.15). Quindi
troviamo

—1__x|,—1 —1 1
Wj=g; ™ [tij Aitij + 1 dtij] g; +9; dg;
= g; 't T Aitizg; + g5 't (dti)g; + g5 dg. (20.1.2)

In tale formula ci serve riesprimere (dt;;)g;, e lo facciamo attraverso la
seguente catena logica:

9i = tijg; = gigfl = ti;
dg; = (dtij)g; + tijdg;
= (dty;)g; = dg; — tidg; = dg; — gig; ' dg;

= g; '(dty;)g; + g5 'dg; = g;' [dgz- — 9i9; 'dg;| + g5 'dg;
= g; 'dg;. (20.1.3)
Dalle (20.1.2) e (20.1.3) si ottiene la desiderata relazione

wj = g; ' Aigi + g7 ' dgi = wi. (20.1.4)

20.2 Lift orizzontale

I1 lift orizzontale di una curva sullo spazio di base M equivale a introdurre il
trasporto parallelo. Per definirlo, consideriamo la curva sullo spazio di base
M

v: 0,1 — M,

e sla
v:[0,1] — P

una curva sullo spazio totale P. Si dice che 7 e il lift orizzontale di v se
valgono le due seguenti condizioni:

(i) La proiezione del fibrato la trasforma nella curva sullo spazio di base:

TOY =1, (20.2.1)

(ii) I vettori tangenti a 7, ossia ﬁ(t), sono orizzontali, e dunque scriviamo
¥ € HswP. (20.2.2)

Desideriamo ora dimostrare che, per costruzione, 7 € specificata in modo
univoco dalla scelta della connessione.
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Figura 20.1: Lift orizzontale di una curva sullo spazio di base.

Dimostrazione. Sia v su M contenuta in una sola carta (U;, 1), e sia
o; : U — 7 1(U;) la relativa sezione locale. Siano inoltre ug e u; (Fig.
20.1) elementi di P, e supponiamo che 7 esista. Poiché valgono le (18.1.12)
e (20.2.1), si ha

V() = 0i(v(t) g:(7(1)).- (20.2.3)
Scegliamo ¢;(7(0)) = e, e quindi
i(7(0)) = uo7(0). (20.2.4)

La curva 7; puo essere riguardata come una applicazione da M in P:
Y peq(t) —ueP. (20.2.5)
Pertanto, il suo pushforward e ’applicazione
Tt X(1(1)) — X(F()), (20.2.6)

da cui segue che, se X & tangente a v(t) in v(0), allora X ¢ tangente a 3(t)
in up = 7(0). Se w(X) = 0, questo annullamento ¢ condizione necessaria e

sufficiente affinché X sia orizzontale. Tenendo presenti le (5.11.2), (19.6.23)
e (20.2.3), possiamo scrivere che

~ #
FX = X = Ry (00 X)+ [g[ldgi(X)] , (20.2.7)

e dunque troviamo

0=w(X)= w(Rgi*(ai*X) + [gfldgz'(X)]#>

-1

=g; (20.2.8)

. d
w(owX)gi + g; " Egi(t)
t=0
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Agendo mediante g; da sinistra, questa equazione diventa

d
w(owX)g(t) = = a(t)| (20.2.9)
t=0
OVVero ancora d
Ai(X)gi(t) = — —9:(1) (20.2.10)
t=0

Questa € una equazione differenziale ordinaria per g;, una volta nota la con-
nessione A;, con g;(0) = e. La soluzione per g;(7(t)) € '’esponenziale ordinato
lungo il cammino che va da v(0) a y(t):

y(t)
gi(7(t)) = Pexp [— /(O) ZAw(v(t))dfv“] : (20.2.11)

e in tale formula si ha

o =2 (y (1), A=Y A%, Ta, (20.2.12)

dove T, sono i generatori dell’algebra di Lie, ovvero la base di £(G). Alla
luce delle (19.6.13), (20.2.3) e (20.2.11), concludiamo che il lift orizzontale
¢ univocamente determinato da w.

Q.E.D.

L’applicazione p : ug = 7(0) — u; = 7(1) € la mappa di trasporto parallelo.
Cosa accade sullo spazio totale P a seguito del lift orizzontale, se v su M
¢ una curva chiusa, ossia se 7(0) = v(1)? Ebbene, in generale 7(0) # 7(1).
Con riferimento alla Fig. 20.2, sia v = aU  una curva sullo spazio di base
M, e sia a(0) = 5(0) = po, (1) = B(1) = p;. Possiamo scegliere, per il lift
orizzontale, &(0) = 5(0) = o, ma in generale (1) # B(1). L'olonomia della

connessione ¢ responsabile della differenza tra a(l) e B(1) (cf. Nacinovich
2015).

20.3 Derivata covariante su fibrati principali

Dal capitolo 6 abbiamo il concetto di derivata esterna: d : Q" (M) —
QT(M), ove le r-forme sono applicazioni

n: T(M)N...ANT(M) — R.

Nel caso dei fibrati principali abbiamo bisogno di r-forme a valori vettoriali
¢ € Q(P)®V, ovvero

¢: T(P)A..ANT(P) —V, (20.3.1)
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o (p)

B (1)

Figura 20.2: 1l lift orizzontale di una curva chiusa non riesce a chiudersi.

ove V' & uno spazio vettoriale di dimensione k. L’espressione piu generale di
¢ e
k
6= ¢"Dea, (20.3.2)
a=1
ove {e,} & una base di V', e ¢* € Q"(P).
Nel capitolo 19 abbiamo appreso che una connessione w su un fibrato
principale P(M,G) separa lo spazio tangente T, (P) nella somma diretta

H,(P) ® V,(P), e dunque un vettore X, € T,(P) viene decomposto nella
forma (cf. (19.6.2))

X, =X"+Xx/, X"e H,(P), X)| € V.(P). (20.3.3)

Definizione 20.1. Siano ¢ € Q" (P)®V e Xy, ..., X;41 € T,,(P). La derivata
covariante di ¢ e definita dalla relazione

Do(Xy, oy Xeir) = dp(XTT, .., X)), (20.3.4)

ove

dpd =dp» 0" @ eq. (20.3.5)

20.4 Curvatura su fibrati principali

La 2-forma di curvatura 2 ¢ la derivata covariante della 1-forma di connes-
sione w:

Q=Dw € Q*(P)® L(G). (20.4.1)
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Tale 2-forma di curvatura soddisfa la relazione

RiV=a"'Qa, acq. (20.4.2)
Per dimostrarlo, notiamo dapprima che

(Ra X)) = Rou(XH), (20.4.3)

poiché R, preserva i sottospazi orizzontali. Inoltre, la derivata esterna sul
fibrato commuta con il pullback di R,:

d, R, =R, dp. (20.4.4)
Pertanto, dalla definizione (20.4.1) si ottiene
RIQUX,Y) = QAR X, RaY) = dpw((Rax X)), (RoY)H)
= dpw(Rax X, R Y) = Ridpw( X, YH)
=dpRiw( X YH) =dpla™ wa) (X, YH)
=a tdpw( X, YH)a = a7 Q(X,Y)a, (20.4.5)
dove abbiamo osservato che a ¢ un elemento costante e dunque dpa = 0.
Consideriamo ora una p-forma ( = ) (* ® T, a valori in £(G), e una
g-forma n =" n* ® T, anch’essa a valori in L(G), ove (¢ € QP(P), n* €

QP), e {T,} ¢ una base di £(G). Definiamo il commutatore di ¢ e n
mediante la formula

[Cnf=CAn—=(=1)"nA(

:Z TTﬂC /\7] _(_1)qu5Tanﬁ/\Ca}

:ZTMTB ® ¢ A7’ Zfa T,®¢*An’.  (20.4.6)
B a,B,y

In particolare, se poniamo 1 = ¢ nella (20.4.6) nell’ipotesi che p e ¢ siano
dispari, otteniamo

C.C=20AC=) f T, @ ¢ (20.4.7)

a,B,y

Lemma 20.1. Siano X € H,(P) e Y € V,(P) (qui e a seguire rinunciamo
al pedice u per X e Y'). Allora [X,Y] € H,(P).

Dimostrazione. Sia Y un campo vettoriale generato da g(t), allora abbiamo

1
Ly X = [V, X] = lim + (Ry. X — X). (20.4.8)
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Poiché una connessione soddisfa Ry H,(P) = H,4(P), il vettore Ry X ¢
orizzontale, e pertanto lo & anche la parentesi di Lie [V, X].

Q.E.D.

Teorema 20.1. Siano X,Y € T,(P). Allora la 2-forma di curvatura 2 e la
1-forma di connessione w soddisfano ’equazione di struttura di Cartan

Q(X,Y) = dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)], (20.4.9)

che viene anche scritta come
Q=dpw+wAw. (20.4.10)

Dimostrazione. Consideriamo separatamente i seguenti tre casi.

(i) Siano X,Y € H,(P). Questo implica che w(X) = w(Y) = 0, e dalla
definizione (20.4.1) otteniamo allora

QX,Y) =dpw(XH YY) = dpw(X,Y), (20.4.11)

poiché X = X7 e Y =Y.

(ii) Sia X € H,(P) e Y € V,(P). Poiché Y = 0, abbiamo Q(X,Y) =0, e
inoltre w(X) = 0. Pertanto abbiamo bisogno di dimostrare che dpw(X,Y’) =
0. Dalla identita (10.2.8) otteniamo che

dpw(X,Y) = X(w(Y)) = YV(w(X)) = w([X,Y])

= X(w(Y)) —w([X,Y]). (20.4.12)

Inoltre si ha

YeV,(P)=3TIVeLG): Y=V
— w(Y) =V costante = X (w(Y)) = X[V] =0. (20.4.13)

Inoltre dal Lemma 20.1, che assicura che [ X, Y] € H,(P), troviamo w([X,Y]) =
0, e quindi dalla (20.4.12) troviamo alfine che dpw(X,Y) =040 =0.

(iii) Se invece X,Y € V,(P), la 2-forma Q(X,Y) = 0. Inoltre, avvalendoci
ancora della (10.2.8), stavolta troviamo

dpw(X,Y) = —w([X,Y)). (20.4.14)

Osserviamo ora che X e Y sono chiusi sotto l'azione della parentesi di Lie,
ovvero anche [X,Y] € V,(P), e pertanto esiste un elemento A € £L(G) tale
che

w([X,Y]) = A, (20.4.15)
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ove A ¢ tale che A% = [X,Y]. Poniamo ora B# = X e C# =Y, da cui

w(X),w(Y)] =[B,C] = A4, (20.4.16)
poiché [B, C|# = [B#, C#]. Abbiamo pertanto dimostrato che
0=dpw(X,Y)+w([X,Y]) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)]. (20.4.17)

In virtu della linearita e antisimmetria di €2, questi tre casi sono sufficienti
a dimostrare le (20.4.9) e (20.4.10) per tutti i possibili vettori. Al fine di
ricavare la (20.4.10) dalla (20.4.9), notiamo che

w,w)(X,Y) = [To, Tolw* Aw?(X,Y)
a,B

= D 10, Ts] [* (X)W (V) = P (X)w(Y)]
o,p
= [w(X), w(Y)] = [w(Y), w(X)] = 2[w(X),w(Y)]
— Q(X,Y) = (dpw + %[w,w]) (X,Y)
= (dpw + w Aw) (X, Y). (20.4.18)

20.5 Significato geometrico della curvatura

Dai capitoli di geometria riemanniana sappiamo che il tensore di curvatura
di Riemann esprime la noncommutativita del trasporto parallelo di vettori.
Esiste una interpretazione simile della curvatura su fibrati principali. Mo-
striamo dapprima che la 2-forma di curvatura (X, Y) fornisce la componente
verticale della parentesi di Lie [X,Y] di vettori orizzontali X,Y € H,(P).
Invero, segue dalla (10.2.8) e dall’annullarsi di w(X) e w(Y) che

dpw(X,Y) = —w([X,Y]). (20.5.1)
Inoltre, poiché X = X, Y# =Y abbiamo
QX,Y) =dpw(X,Y)+0=—-w([X,Y]). (20.5.2)
Consideriamo un sistema di coordinate {x*} su una carta (U, ). Siano
0 0
V=— W=_—. 20.5.3
oxl’ dx? ( )

Prendiamo un parallelogramma infinitesimo v i cui spigoli siano

0 =10,0,...,0}, P={¢0,...,0},
Q=1{c,6,0,..,0}, R=1{0,6,0,...,0} . (20.5.4)
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Consideriamo poi il sollevamento orizzontale 7 di . Siano XY € T,(P)
tali che

. X =V, n,Y = oW,

=0. (20.5.5)

= m.([X,V]) = es[V, W] :55[ o ]

dal’ 92

Pertanto la parentesi di Lie [X,Y] & un vettore verticale, e scopriamo che il
sollevamento orizzontale di una curva chiusa y non riesce a chiudersi. Questa
mancanza di chiusura ¢ proporzionale al vettore verticale [ X, Y] che collega
il punto iniziale al punto finale sulla stessa fibra. La curvatura misura la
distanza —A data dal membro di destra della (20.5.2), ove A € L(G) & tale
che [X,Y] = A7,

Poiché la discrepanza tra punto iniziale e punto finale del sollevamen-
to orizzontale di una curva chiusa ¢ semplicemente I’olonomia, ci possiamo
aspettare che il gruppo di olonomia sia espresso in termini della curvatu-
ra. Infatti un teorema, dovuto a Ambrose e Singer (1958), assicura che, se
P(M, @) & un G-fibrato su una varieta connessa M, I’algebra di Lie del grup-
po di olonomia ®,,, di un punto uy € P coincide con la sottoalgebra di £(G)
spazzata da elementi della forma Q,(X,Y), X,Y € H,(P), ove u € P ¢ un
punto sullo stesso sollevamento orizzontale di uq.

20.6 Forma locale della curvatura
La forma locale F della curvatura €2 e definita da
F =00, (20.6.1)

ove o € una sezione locale definita su una carta dello spazio di base M
(si confronti con la (19.6.13)). La 2-forma F viene espressa mediante il
potenziale di gauge secondo la formula

F=dA+ANA, (20.6.2)

ove d ¢ la derivata esterna su M. L’azione di F sui vettori di T'(M) ¢ data
da
F(X,)Y)=dA(X,Y) + [A(X), A(Y)]. (20.6.3)

Per dimostrare la (20.6.3) notiamo che A = o*w, che o*dpw = do*w e che
o*(CAn) = c*¢No*n. Dall’equazione di struttura di Cartan troviamo dunque

F=0"(dpw+wAw)=do'w+oc'wAo'w=dA+ AN A (20.6.4)
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Come passo successivo, troviamo l’espressione in componenti di F in una
carta con coordinate 2 = p(p). Sia A = A,dz* il potenziale di gauge.
Se scriviamo

1 14
F=> 5 Fwdr A da”, (20.6.5)
v

un calcolo diretto fornisce
f;w = a,uAy - ayAu + [A,LU Ay} (2066)

La F ¢ anche detta 2-forma di curvatura ed ¢ identificata con la field strength
di un campo di Yang-Mills che si introduce per studiare le interazioni forti.
Conveniamo di chiamare con €2 la curvatura e con F la field strength. Poiché
A, e F,, sono funzioni a valori nell’algebra di Lie £(G), esse possono essere
sviluppate in termini della base {7, } di £(G) come

A= ASTo, Fuv=> Fp0 Tu. (20.6.7)

I vettori di base soddisfano le usuali relazioni di commutazione gia usate nella
(20.4.6). Otteniamo allora la formula ben nota in letteratura:

Ful = A = 0, AT+ > [0 Af A (206.8)
Byy

Teorema 20.2. Siano (U;,1;) e (U, ;) carte a intersezione non vuota su
M, con rispettive field strength F; e F;. Su U; N Uj, si ha la condizione di
compatibilita

Fi =t Fitij, (20.6.9)

ove t;; ¢ la funzione di transizione nella intersezione delle carte.

Dimostrazione. Consideriamo i corrispettivi potenziali di gauge A; e A;,
dai quali otteniamo le field strength

Fi=dAi+ AN A, Fy=dA; + Aj A A, (20.6.10)

Se ora sostituiamo la legge di trasformazione (19.6.21) dei potenziali di gauge
nella formula per la field strength F;, troviamo che

-1 -1 -1 -1
-1 -1 |

+ [t;lei A Aitiy + 5 A A dig 4t et A At

+i dti; A t;jldtij_
=t (dA; + A A Apti; =t Fityg, (20.6.11)



20.7. IDENTITA DI BIANCHI 243

ove si ¢ fatto uso dell’identita dti_j1 = —ti_jl dt;; ti_jl.

Q.E.D.

20.7 Identita di Bianchi

Poiché la 1-forma w e la 2-forma §2 sono a valori nell’algebra di Lie £(G), le
sviluppiamo in termini della base {7} di L(G):

w=Y w'T, Q=) Q7T,. (20.7.1)

Allora la (20.4.10) diventa

Q" =dpw” + > fol W’ AW, (20.7.2)
By

La derivata esterna della (20.7.2) fornisce

dpQ“=:0+—§:j}f[dpw5Ach—cd?Adpwv- (20.7.3)
By

Tenendo presente che w(X) = 0 per un vettore orizzontale, troviamo
DOX,Y, Z) = dpQXT, YH ZH) =0, (20.7.4)

ove X,Y,Z € T,(P). Abbiamo dunque dimostrato l'identita di Bianchi
(20.7.4). In fisica teorica ¢ utile anche la forma locale dell'identita di Bianchi.
Operando con o* sulla (20.7.3) troviamo che

oc*dpQd =d o*Q = dF. (20.7.5)
Nel membro di sinistra di tale equazione si ha

o*(dpw Aw —w A dpw) =do*w A c*w —c*w A do*w

=dANA-ANAA=FNA—-ANF. (20.7.6)
In virtu delle (20.7.5) e (20.7.6) otteniamo
DF=dF +ANF—-FANA=dF + A F] =0, (20.7.7)
ove 'azione di D su una p-forma su M a valori in £(G) é definita da
Dn=dn+[A,n). (20.7.8)

Nel caso particolare dell’elettrodinamica, si ha G = U(1) = DF = dF.
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20.8 Derivata covariante di sezioni

Adesso facciamo uso della Definizione 19.2 di fibrato vettoriale associato a
un fibrato principale (P, M,G). Dunque consideriamo FE(M, F, p, P), ove,
per u € P e £ elemento dello spazio vettoriale F', imponiamo la regola di
identificazione (19.2.2), qui scritta nella forma

W' =ug, & =p(g7 )= (u,§) ~ (&), (20.8.1)

ove p ¢ la rappresentazione del gruppo G su F, e [(u,{)] € E. Su una carta
(U;, ¢;i) sullo spazio di base M possiamo definire una sezione locale

st U — 5t (Uy), (20.8.2)
che rappresenta un campo fisico. In coordinate, scriviamo che

si(p) = [(u, &)l = [(ai(p), £(p))]- (20.8.3)

Ci proponiamo di definire la derivata covariante della sezione s;, e con la
nostra notazione la coppia (o;(p),&(p)) € un rappresentativo di s;(p).
Lungo una curva v su M, si ha

si(7(t)) = [(a:(7(1)), E(v(1)))]- (20.8.4)

Se X e un vettore tangente alla curva v, la derivata covariante della sezione
s; lungo X viene espressa da
)] . (20.8.5)
t=0

Localmente, il lift di 7 & espresso mediante la (20.2.3), dalla quale otteniamo

Vs (1) = [<a@-<o>, Le0(0)

o =7 g; . (20.8.6)

Sostituendo la (20.8.6) nella (20.8.4), otteniamo

s(1(0) = G0g (0. €00)] =|(0.g7e0W)].  (@087)

Notiamo ora che

Glream)|

d
— g [ g ) gt
= —g; (dt%)gzﬁ

t=0
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dove nell’ultima riga abbiamo fatto uso della (20.2.10). In virtu delle (20.8.5),
(20.8.7) e (20.8.8) troviamo

Vst = | (a0 AXE0O)+ )] eos)

In particolare, la derivata covariante della sezione s; lungo il vettore di base
e, vale dunque

Vs = [(ai(O), A + augi)] . (20.8.10)

Se utilizzassimo un’altra trivializzazione, troveremmo

sj = [(0j(p), t;&)] = [(05t5:, &)] = [(04,&)], (20.8.11)

e dunque le derivate covarianti delle sezioni coinciderebbero nell’intersezione
delle carte.
Nel caso di connessione affine, ecco come agisce A;:

A=Y A% =Y T, J¢%,, (20.8.12)
a7’y a”y

poiché A,¢ ¢ da intendersi come

p(A)E=p (Z A;Ta> = AXp(TL)E, (20.8.13)

dove p ¢ la rappresentazione dell’algebra di Lie di G sulla fibra F' a cui &
appartiene. Pertanto

(A.0)° = S AT = STIALE, (20.8.14)

Y

ove [.Au]ﬁ7 sono i coefficienti di connessione, le I' nel caso della connessione
affine, e la loro forma esplicita dipende dal tipo di rappresentazione, ossia
dalla natura di £. Ad esempio, se £ ¢ uno spinore e A ¢ proprio la connes-
sione affine, allora il gruppo G e il gruppo di Lorentz e la sua algebra, in
rappresentazione spinoriale, € data dalle

?

Yiap = Zh/aafyﬁ]‘ (20.8.15)

In tal caso, la connessione affine prende il nome di connessione di spin.
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