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Modelli attuariali per la determinazione del premio
di coperture assicurative sulla salute

Elena Cardona’

Abstract: In this paper I deal with the matter related to the growth of insurance coverage
costs for medical expenses and hospitalization costs, including surgical operation, in rela-
tion to the health insurance claim. The costs dynamics is analysed with reference to the
normal risks, taking into consideration the total yearly costs of every policyholder, sum of
all claim costs. From the sum of the costs of each single episode of illness, two moltiplicative
models are formulated which reduce the variation of costs to two factors: the first summing
up the subsequent effects of the aging of the policyholder; the second, those deriving from
the passing time. The annual adjustment of interest rate, to be estimated appropriately,
quantifies the growth of costs connected to such variables.

Beside the dynamics of ordinary costs, I also examine a more general model in which I tack-
le the effects of permanent illness taking place after the drawing up of the contract, causing
a decline in the general state of health and a sudden increase in the primary costs consid-
ered in function of age and current time. Consequently, the single elements of the cost ma-
trixes, correlated respectively to medical and hospitalization costs, should be substituted
with diversified elements according to the pathology in course. Let us consider n diseases
which have in general 2" system states and the same number of cost matrixes in function
of age and passing time. In this context, the dynamics following the uncertainty on the vari-
ations in the disease package for a client to be considered, gives place to a markovian ho-
mogeneous stochastic process.

In order to consider the consequences of the above-mentioned costs growth to calculate the
premiums per annum of a many years contract, in reference to a sample year of observa-
tion, an adjustment system is adopted which keeps track of both ordinary costs variations
due to an increase in the sickness-rate and monetary inflation, and of the extraordinary
variations due to modifications in disease system state. I then examine a many years con-
tract as we have considered previously and the consequences of the evolution costs on
the trend of the annual premiums are taken into consideration.

A numerical example referring to the case of three permanent illnesses concludes the pa-
per.

Keywords: Illness insurances; Medical expenses; Hospitalization costs; Markov models

1. Introduzione

Con la locuzione “assicurazioni sulla salute” viene designato un vasto ed
articolato insieme di coperture assicurative, volte a coprire un individuo dal

" Dipartimento di Scienze Economiche e Statistiche, Universita degli Studi di Napoli Federico II, Via Cinthia,
80126 Napoli, Italy. E-mail: cardona@unina.it.
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“rischio” derivante dall’aleatorieta insita nello stato di salute di una persona.
Rientrano in tali assicurazioni le coperture per malattia: in esse, al verificarsi
di alterazioni del normale stato di salute dell’assicurato per malattia, e dun-
que, a fronte di bisogni derivanti dall'impossibilita dell’assicurato di svolgere
la propria attivita lavorativa, o dalla necessita di sostenere spese mediche, di
ricovero, o di riabilitazione, & previsto I'intervento dell’istituto assicuratore.

Nonostante la mancanza di una visione unitaria delle forme assicurative
sulla salute in Italia (ma anche in altri Paesi), derivante, probabilmente, da
una loro frammentazione a livello gestionale, ma anche a livello giuridico e
tecnico-attuariale, tra i Rami Vita e i Rami Danni, sul piano commerciale si
puo notare, una sempre piu rilevante offerta di “pacchetti previdenziali” che
abbinano assicurazioni sulla durata di vita (e a volte anche prodotti pretta-
mente finanziari) con polizze sulla salute.

Le assicurazioni sulla salute, insieme alle “assicurazioni sulla durata di vi-
ta” e ad altre previdenze assicurative quali quelle sulla nuzialita, natalita e
studio e avviamento professionale dei figli, costituiscono I'insieme delle co-
siddette “assicurazioni di persone”; restano invece escluse da tale settore le
coperture riguardanti attivita svolte dalla persona, quali, ad esempio le assi-
curazioni di responsabilita civile.

In questo lavoro, nell’ambito delle “assicurazioni malattia”, e nello speci-
fico per le coperture “rimborso spese mediche” e “rimborso spese di degenza
ospedaliera, viene approfondita la dinamica dei costi connessi alle suddette
spese, esaminando le cause di variazione dei costi oggetto di prestazione as-
sicurativa in relazione al sinistro “malattia”.

Ai fini del calcolo del premio equo, prendiamo in considerazione un con-
tratto in base al quale un assicurato, il quale in un istante del periodo tempo-
rale coperto dalla polizza sia ricoverato per malattia in una struttura sanita-
ria, venga rimborsato dalla Compagnia di assicurazione per le spese sostenu-
te, distinguendo tra le seguenti due tipologie di costi:

i)  per spese mediche, comprese quelle per interventi chirurgici;
ii)  per spese di degenza ospedaliera sulla base di una diaria prefis-
sata in maniera forfettaria.

Allo scopo di formalizzare il processo stocastico conseguente consideria-
mo per un generico assicurato i dati seguenti:

C(M) = costo totale in un periodo annuale per spese mediche,

C(P) = costo totale in un periodo annuale per spese di degenza,
esaminando le caratteristiche della loro evoluzione che, di solito, ha un an-
damento crescente. Tali costi totali di periodo sono somma dei costi relativi
ai singoli episodi di morbilita.
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E noto che, per una prefissata eta dell’assicurato, le cause di variazione
dei suddetti costi cui sono riferite le prestazioni dell’assicuratore, sono le se-
guenti:

i)  aumento dei costi medico-sanitari causato dall’inflazione;
ii)  variazione della sinistrosita attesa fra gli assicurati;
iii)  variazione delle probabilita di sopravvivenza a seguito di ado-
zione di diverse basi demografiche;
iv)  variazione del costo della diaria ospedaliera per adeguamento al
costo vita e/o al reddito dell’assicurato.

Come ¢ d’uso, si trascurano i fattori ii) e iii) all'interno dell’arco tempora-
le di validita di un contratto e pertanto rimangono da considerare i fattori i)
e iv) che insieme concorrono agli effetti connessi alle variazioni dei prezzi
dovute alle cause macroeconomiche.

Occorre altresi considerare, fra le cause di variazione dei costi, quelle
connesse all’aggravamento naturale della morbilita ed alla crescente gravita
delle malattie in conseguenza dell’aumento dell’eta.

Pertanto, per semplicita di trattazione, assumeremo un modello moltipli-
cativo, che riconduce le variazioni dei costi a due fattori:

a) il primo riassume tutti gli effetti conseguenti al crescere dell’eta
dell’assicurato;

b) il secondo riassume quelli conseguenti al procedere del tempo
corrente.

Le due variabili del modello, eta e tempo corrente, sono rigidamente col-
legate differendo solo per una costante. Le evoluzioni dei costi per spese me-
diche e per degenza ospedaliera connessi a tali variabili saranno quantificate
da tassi annui di adeguamento, generalmente variabili.

2. 1l processo stocastico del costo e la dinamica dei valori attesi

Ai fini della valutazione dei valori medi che interessano per il calcolo dei
premi, viene qui esaminato il processo stocastico del costo totale di periodo
a partire dall’epoca z, di ingresso in assicurazione, distinguendo tra il rim-
borso per spese mediche e quello per diaria di ricovero, dando come condi-
zione iniziale il costo al tempo z, di ingresso in assicurazione, riferito ad un
generico assicurato di eta xo.

Tale costo totale per ciascun assicurato ¢ evidentemente somma di un
numero aleatorio di costi aleatori relativi ai singoli “sinistri”(= episodi di
morbilita).
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Va precisato che:

a) per costo si intende 'esborso a carico dell’assicuratore dovuto al risar-
cimento dei danni connesso al sinistro;

b) si suppone la mutua indipendenza fra i costi dei sinistri relativi ad una
polizza, e tra ciascuno di essi e il numero aleatorio dei medesimi sini-
stri.

Peraltro non ci soffermeremo sulla determinazione delle distribuzioni dei
singoli costi aleatori e dei conseguenti costi totali di polizza per ciascun eser-
cizio. Piuttosto, ci occuperemo soltanto dell’evoluzione dei valori medi dei
costi totali mediante due modelli, i cui parametri possono ottenersi median-
te stime ed interpolazioni su dati statistici del settore sanitario. I costi al
tempo di stipula del contratto, assunto come iniziale, si considerano asse-
gnati in conseguenza di apposite rilevazioni, per cui tutta la dinamica dei co-
sti attesi complessivi viene valutata deterministicamente.

Consideriamo dapprima il modello relativo ai costi annui su singola testa
assicurata per rimborso di spese mediche. Poniamo:

z = tempo corrente;
x = eta dell’assicurato al tempo z;
zo = anno di stipula del contratto,

Xo = eta all'ingresso in assicurazione,
u™) = tasso di adeguamento dovuto all’'aumentare dell’eta;

wM = tasso di adeguamento dovuto alla variazione dei prezzi con-
nessi alle spese mediche.

Risulta ovviamente: z - zo = X -Xo.
Assumiamo poi:

- il tasso w™) costante nel tempo, eventualmente ottenuto come oppor-
tuna media di tassi variabili ricavati o proiettati da basi statistiche

- il tasso ux(M) funzione esponenziale crescente dell’eta x, ponendo
(2.1) uX(M) —pM) e rM)-x
in riferimento all’intervallo (x, x +1).

In (2.1) i valori parametrici bM) e r(M) risultano determinati imponendo le
condizioni agli estremi:
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con:
_ : oo (M) : )
to = durata del contratto assicurativo; u;"’ =valore osservato in x;

valore osservato in x, +to.

Risulta:

bM) = ugM)(ugM)/ul(M))xo /to - UE)M)

M) = [ln(ugM) /uO(M)) /to

In conseguenza di tali posizioni, il costo atteso pro-capite per una testa assi-
curata di eta x al tempo z e dato da

(22) M =cfiew0] o T by |

dove CE)M) = CS\(;[)ZO ¢ 'analogo costo nell’anno z, di stipula.

5

I rapporto c@fz)/ CE)M) ricavato da (2.2) esprime il fattore di adeguamento
complessivo 1+ k(M)(xo,x) nel periodo da x, a x, dovuto sia all’eta che alle
variazioni monetarie.

Ricordando (2.1) e posto:

1+3M) = media geometrica dei fattori annui [1 +ugM)] di variazione

conseguente all’eta
1+AM) = media geometrica dei fattori annui [1+X(M)] di variazione
complessiva
vale la relazione
(23) 1+AM)= (1 + w(M))(l + ﬁ(M))

nonche
@4) M/ 21 a) 0] =1+ A
la quale esprime il trend dei costi attesi in relazione ai diversi tassi di varia-
zione.
Nella pratica, con tassi annui di piccola entita vale I'uguaglianza ap-
prossimata per difetto
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(2.5) AM) =wM) 4 G(M)

Anche in riferimento ai costi per spese di degenza ospedaliera, possiamo
formalizzare il processo stocastico del costo oppure limitarci alla dinamica
dei costi attesi CQ?Z) . Con ipotesi analoghe a quelle adottate per le spese me-
diche, abbiamo le seguenti formulazioni, riferite ai tassi

wd) x(D)(xo,Ang, {uy(D)}

da cui si ricava u'”/.

Con ovvio significato dei simboli si ottiene dunque
(2.1) ux(D) —pD) e r(d)x
22) @) =cPi+w®] 0 [P [i4b)e rO)y]
(2.3) 1+AP) = (1 + w(D))(l + ﬁ(D))
@) c®)/cP Z[i+a®)y, o] =(1+A))

(2.5) AP) =w(®) 4§D

Nei precedenti sviluppi la determinazione dei parametri e quindi in par-
ticolare quella dei tassi medi w,\/e wy(D) nonché delle sequenze czuy(M% e
{u(yD); va effettuata mediante stime statistiche con procedimenti specificati
nel successivo §3. Cio comporta ovviamente una estrapolazione al futuro di
stime fondate su osservazioni del passato, effettuata in modo da tener conto
della tendenza e non soltanto dei valori di posizione.

Segue ora una osservazione che conduce ad una variante nell'adeguamen-
to dei premi.

I tassi annui di adeguamento complessivo, ricavabili dalle formule prece-
denti, possono essere positivi e di misura cosi elevata da risultare insosteni-
bili per un assicurato che, col procedere dell’eta, puo avere riduzioni di red-
dito. Dato che gran parte dell’aumento puo essere dovuto all'inflazione, che
nei tempi correnti non scende mai in pratica nel medio periodo sotto un
certo livello, allora € buona politica per I'assicuratore proporre all’assicurato
nei contratti pluriennali un premio annuo adeguato per gli effetti dell’eta e
dell’eccedenza di inflazione effettiva rispetto a quella corrispondente a un
tasso w , prefissato in 7o , con I'obbiettivo: w <min, w, ,(zo <z <z +1t9).

Per tener conto anche della quota d’inflazione al tasso w, occorre mag-

giorare il premio annuo iniziale in modo tale che il nuovo valore realizzi
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I'equivalenza finanziaria tra i flussi di premio non modificati e con adegua-
mento al lordo dell’inflazione al tasso w e quelli modificati ma con adegua-
mento al tasso w - w . Per evitare un eccessivo divario tra premi originari e
quelli modificati quando la durata contrattuale ¢ molto lunga, la correzione
puo essere fatta ripartendo I’arco temporale in sottoperiodi pluriennali e ri-
petendo la correzione all’inizio di ciascuno di essi.

Adottando il tasso tecnico m per le valutazioni e le attualizzazioni, il
premio annuo maggiorato P* che, se applicato costantemente per m anni, da
una prestazione equivalente a quella del premio iniziale P adeguato successi-
vamente al solo tasso w, si ricava risolvendo 'equazione

(2.6) P*a(m,n)=Pa(m,p)
dove si ponga:

a(m, §) = [1-(1+&)™)/ &5 p = (14+m)/(1+w) - 1<,
per cui risulta P* > P.

Pertanto 'adeguamento dei premi annui alla dinamica dei costi attesi ai
tassi annui medi
AM) (D)
A OA
si riottiene adeguando P* con i procedimenti precedenti ma limitati agli ef-
fetti dell’eta e dell’eventuale eccedenza del tasso di inflazione rispetto a w .

3. L’approccio statistico in assenza di tare specifiche
3.1 L’analisi delle quote danni

Ai fini della stima per via statistica dei parametri di tasso definiti in (2.4)
e (2.4), conviene analizzare la struttura evolutiva dei costi pro-capite per
spese mediche o di degenza ospedaliera, conseguenti ad occasionali patolo-
gie, con esclusione di quelle gravi che danno luogo a rischi tarati ( es: diabe-
te, tumori, insufficienze polmonari, cardiache o cerebrali, etc. ). Di questi ul-
timi e della conseguente generalizzazione dei modelli ci occuperemo nel
successivo § 4.

I costi dei sinistri connessi a rischi non tarati, specificati nei modelli del §
2 come trend dei valori attesi, saranno qui determinati come quote-danni
annue per singola polizza, con riferimento ad un portafoglio omogeneo, ot-
tenuto stimando le quote-danni al tempo z, e tenendo conto di tutte le in-
formazioni sia di tipo macroeconomico che medico sanitario, atte a stimare i
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tassi di variazione dei fattori di costo correlati al tempo corrente o all’eta de-
gli assicurati, preliminarmente distinti per sesso.

In questo contesto la quota-danni ¢ intesa come valore medio di dati em-
pirici, valido per la sua utilizzazione come premio assicurativo.

Esprimendo le quote-danni in funzione delle loro componenti otteniamo:
i) per spese mediche
31 QYW=gp-c,
dove ¢ ¢ il numero atteso di sinistri pro-capite, c il costo atteso per sinistro.

ii) per diaria di ricovero

(B3.1) QP =y-b-g

dove y ¢ il numero atteso di sinistri pro-capite, b la diaria giornaliera, g il
numero atteso di giorni di degenza, per il settore “spese di degenza ospeda-
liera”, per cui b-g ¢ il costo atteso di un ricovero in ospedale o casa di cura.

In concreto va osservato che gli indici di sinistrosita possono farsi dipen-
dere soltanto dall’eta e non dal tempo corrente, almeno negli intervalli tem-
porali di validita della polizza, mentre i costi di diaria possono farsi dipende-
re solo dal tempo corrente, e il numero medio di giorni di ricovero soltanto
dall’eta. Pertanto le matrici dei costi, qualora siano disponibili per ciascuna
eta e per ciascun anno solare, possono indicarsi con

(32) Q™.

e

rispettivamente per spese mediche e di degenze ospedaliere avendo posto

(3.3) Q(M)x,z = §0x 'cx,z 5 Q(D)X,Z =VYx ‘bz * S VX) VA

Le matrici in (3.2) esprimono i costi relativi ad una collettivita sta-
zionaria. Peraltro, se si seguono quelli con riferimento ad una singola perso-
na assicurata, ¢ evidente che al trascorrere di un anno solare aumenta di un
anno anche l'eta, per cui nella matrice dei costi occorre procedere lungo una
diagonale NW-SE, passando cioé da ¢y cx, @ Qx4 Cx+1,+41 con riferimento
alle spese mediche, e da wx b, gx a yx, b,+1 gx4 con riferimento alle spe-
se di diaria.

In conclusione, se si dispone degli elementi di costo sintetizzati nelle ma-
trici (3.2) distintamente per ciascuna eta ed anno solare in opportuni inter-
valli, questi stessi elementi gia consentono, attraverso idonee perequazioni
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ed adattamenti al nostro schema teorico, di determinare i parametri inerenti
alla dinamica dei costi che sono formalizzati nei modelli del § 2.

3.2. Una procedura di stima dei tassi

Svilupperemo ora una procedura atta ad individuare i parametri di tasso
sopra specificati nell'ipotesi che sia disponibile solo wuna parte
dell'informazione statistica. Si rimedia a tale carenza tenendo conto delle in-
formazioni che si possono dedurre dalle caratteristiche delle funzioni assun-
te nei modelli del § 2.

Supponiamo pertanto disponibili mediante “censimento”, per tempi ed
eta prefissate, tutti i dati occorrenti per determinare i singoli fattori
®x, Cxz» Yx, by, gx deiprodottiin (3.3). Con tali elementi procederemo
ordinatamente ad una stima dei tassi annui di variazione dei predetti fattori,
singolarmente considerati, modellizzando la forma esponenziale per quelli
dipendenti da x e assumendo costanti quelli dipendenti da z.

In tal modo ¢ possibile:

- costruire dati stimati per gli elementi delle matrici (3.2) se mancano
quelli effettivi

- determinare per aggregazione le stime dei tassi di variazione dei costi
complessivi da inserire in (2.4) e (2.4),

dando cosi soluzione al problema considerato.
Applichiamo la procedura ai fattori al secondo membro di (3.3):
a) indice di sinistrosita @ per spese mediche (M)

Supponiamo di conoscere tale indice per I'eta (intera) xo nonché per due eta
consecutivex -1 ex, con

Xg<x;-1

Assumiamo per il tasso annuo di variazione 'y , che abbiamo supposto
funzione dell’eta y, il modello esponenziale

(3.5) wy=p'y, "

Supponendo nota una stima di p'y , risulta allora

(3'6) (PXI :(PXO HXl ! (1+M’y)

y=Xg
cioé
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X

-
) v h'-(y-x)
Cxlz[ln(pxl_ln(pXO]/“X(): Z € 0

y:XO
da cui si ricava il valore stimato h'y , =In(C'x —C'x 1_1) /(t; —1) che, unita-

mente a 'y, , consente tramite la (3.5) di determinare la sequenza {p'y }.
b) indice di sinistrosita Vx per degenze ospedaliere (D)

Con sviluppi analoghi a quelli in a), si puo stimare I'intensita di variazione kK’

k'(y-x

deitassi v',=v'y e  °/ ponendo:

YT VX,
x'y =ln(\y'y—\|/'x0 ) V',
) numero atteso g x dei giorni di ricovero (D)

Anche qui si pud stimare lintensita di variazione k" dei tassi
" ' k"(y-xo)

vi,=v, e ponendo:

1y =(Ingy -Ingy, ) /vy,

d) diaria giornaliera b, per degenza ospedaliera (D)
Si pone: by =bz (1+ W)Y con y=z¢,2 +1,... dove la costante w si sti-
ma mediante 10g(1+w)=10g(bzl /by, )/(zl ~z,), ossia il rapporto incre-

mentale di logby traz ez .

e) costo atteso cy, di un singolo sinistro (M)

Occorre considerare congiuntamente la dinamica collegata a z con uno svi-
luppo analogo a d) e quella collegata ad x in modo analogo ad a) con un tas-
SO u'y =p"x, e 7X0) , ossia, essendo t; =x; —x, risulta

Di qui, posto:
C"x, =[Incx, z, —lncxo,ZO —t, ln(l + w)]/l,t"XO —e h(t-1)
si ricavano h" ed i valori {p "y }.
In conclusione, con i parametri come sopra determinati, possono ricavarsi le

stime “AM) e 3@ rispettivamente dei tassi medi di adeguamento com-
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plessivo A M per spese mediche e A ®) per spese di degenza ospedaliera, de-
dotte da

x1-1 x1-1

(3.8) (1+*7¥(M))t1:(1+w)11 H(IJFPUy) H(“'H”y)
y=X0 y=x0
x -1 x-1

(3.9 ([+2®) 1 =(1+w)" [10+vy) [10+vy)
y=X0 y=X0

4. Effetti di tare specifiche: il modello markoviano

4.1. Formalizzazione delle matrici dei costi e loro misturazione

Oltre alla dinamica dei costi ordinari sin qui esaminata, vogliamo ora e-
saminare, come opportuna estensione, quella dei costi straordinari dovuti al
sopraggiungere, successivamente all'ingresso in assicurazione, di malattie
gravi, solitamente irreversibili, che costituiscono “tare” in senso assicurativo.
Tratteremo questo caso nell’ipotesi che I'assicuratore non possa recedere dal
contratto per sopravvenienza di rischio tarato. I singoli elementi delle matri-
ci dei costi " QM) , | e " QD) " vanno allora sostituiti con elementi mag-

giorati in conseguenza della patologia insorta.

Considerate n tare, si hanno n+1 (= numero delle combinazioni complete
di 2 elementi in classe n) stati se le tare sono tra loro fungibili rispetto ai co-
sti, onde ha rilievo soltanto il loro numero, oppure, piu in generale, 2" (=
numero delle disposizioni complete di 2 elementi in classe n) stati se essi
vanno distinti non soltanto per il numero ma anche per il tipo di tara.

Per approfondire in tutti i dettagli la dinamica dei costi in presenza di ta-
re, € necessario considerare tante matrici di costo in funzione dell’eta x e del
tempo corrente z, quanti sono gli stati del sistema, attribuendo ad ogni ma-
trice un indice i (stato di tara) variabile da 1 a 2" (i =1: assenza di tare; i >1:
presenza di tare).

E chiaro che, nella nuova situazione, occorrera diversificare gli elementi
delle matrici a seconda dello stato i, introducendo nelle singole componenti
delle quote danni lo stato di tara corrispondente.

In questo contesto ¢ evidente che la dinamica dei costi, per effetto dell'in-
certezza sulle variazioni nel pacchetto di tare per I'assicurato in esame, da
luogo ad un processo stocastico che viene assunto markoviano omogeneo.
Indicata con
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(41) P=|pi| (,j=1..2m)
la matrice delle probabilita di transizione dallo stato i allo stato j in un peri-
odo annuale, effettuando la valutazione in termini di valori medi, la traietto-
ria dei costi medi in presenza di variazioni di tare € una “linea misturata”
con pesi dati dagli elementi della potenza di P.

In formule, (in ipotesi di indipendenza fra le variazioni di costo connesse
all’eta e quelle per lo stato di tare) se I'assicurato si trova nella situazione
(x,z) e con lo stato di tara i, il costo medio rispetto alla aleatorieta delle tare
dopo un periodo annuale ¢ dato dalla seguente formula

2“
(4.2) IQ(Y)X,Z;i:zFlPij Q(Y)X+1,z+1;j

dove Y=M se trattasi di spese mediche
e Y=D se trattasi di spese di degenza.
4.2. L’analisi della matrice delle probabilita di transizione

La formula generale (4.2) mostra in quale modo le quote danni medie ri-
spetto agli stati e tutto il processo di misturazione dipendono dalla matrice
delle probabilita di transizione fra tutti i possibili pacchetti di tare, la cui
quantificazione assume quindi un ruolo fondamentale. Appare percio utile
approfondire e commentare le tipologie delle probabilita di transizione tra
tutti i possibili pacchetti di tare.

Per esemplificare prendiamo in esame il caso di 3 tare che originano
23 =8 stati. Tali stati possono cosi definirsi:

= assenza di tare;

= possesso di una tara;

= possesso di due tare;

1
2
3
4
5
6
7

8

= possesso di tre tare.

Procedendo per righe sulla matrice 8x8 si ottiene la classificazione degli
eventi E; ;= “passaggio dallo stato i allo stato j” (i, j=1.....8) nel periodo con-
siderato, avendo posto:
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permanenza = conservazione stato di tara del periodo precedente;
aggravamento = aumento n-ro tare rispetto al periodo precedente;
miglioramento = diminuzione n-ro tare rispetto al periodo precedente;
guarigione totale = passaggio da presenza ad assenza di tare.

ap) Py permanenza

az)  p, (=234 aggravamento
as) p_ (=567) aggravamento
as) plg aggravamento
b))  pi (=234) guarigione totale

by) pi; (=234 (1=23,4) invarianza n-ro tare

b3) py; (=234 (J=5.6,7) aggravamento

by) pis (=234) aggravamento

c1) pua (1=567) guarigione totale
c2) pij (1=567) (=234 miglioramento

c3) pij (1=567) (j=5,6,7) invarianza n-ro tare
ce) pis (=567) aggravamento

di)  psi guarigione totale
d2)  pg; (=234 miglioramento

d3)  ps;  (J=567) miglioramento

ds)  pss permanenza

In tale classificazione gli eventi E;; , in numero di 64 (o di 2*" nel caso
generale di n tare al piu), risultano raggruppati mediante unione, dando

------------------

delle corrispondenti p;;, allorche susssista una fungibilita tra le tare,cio¢ in-
teressi non quali tare colpiscano il soggetto, ma soltanto quante. Ai 16 casi
_____________ d4 corrispondono altrettanti blocchi della matrice delle p;; specifi-
cati nella figura 1.
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1 2 ] 4 5 =] 7 =]
] +1
1 | al al aZ *e a4+3
2
z | 1 o +1 +2
b1 bz
4 b3 b
2
-z -1 a +1
=]
1 o2
]
7 c o
-z - -1
B [di1 dz 2 43 a4
Fig. 1

In essa, per ciascun blocco, € indicato il numero intero relativo Ak delle va-
riazioni di tare (Ak =-3,-2,.....+2,+3) risultando ovviamente:

Ak >0 per gli aggravamentis
Ak =0 per le invarianze di numero;
Ak <0 per i miglioramenti

Il numero dei gruppi con il medesimo Ak ¢ 4—|Ak‘

La predetta classificazione degli eventi E;;j puo essere significativamente
illustrata con 'ausilio della fig.2, introducendo le seguenti abbreviazioni:

AsG = acquisizione di malattie taranti senza guarigioni (19 casi);
GsA = guarigione da malattie taranti senza acquisizioni (19 casi);

Per = permanenza delle tare preesistenti (8 casi);

SsV = sostituzione di malattie taranti senza variazioni del numero
(12 casi);

ScV = sostituzione di malattie taranti con variazioni del numero (6
casi).
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1 2 z 4 = =] T 2
1
2 b4
=z AsG=
sG=
sod i
4 GsA=
& poed SsV=
= pess:
ScV= &
B L
n Legenda
Fig. 2

5. L’analisi dei delta costi

Prendiamo ora in considerazione un contratto pluriennale del tipo di
quelli esaminati in precedenza e per esso consideriamo le conseguenze
dell’evoluzione dei costi per spese mediche e per degenza ospedaliera
sull’andamento dei premi annui.

E chiaro che, in presenza di clausole riduttive dei risarcimenti, di massi-
mali o di franchigie, la “prestazione” nei successivi sviluppi, concernenti il
mantenimento dell’equilibrio attuariale in condizioni dinamiche, riguarda
solo la parte di costo che resta a carico dell’istituto assicurativo, tenuto conto
delle relazioni fra prestazioni, premi periodici e riserva matematica (di sene-
scenza).

In riferimento ad un dato anno di osservazione verra assunto un sistema
di adeguamento dei premi periodici, a priori costanti, con le modalita piu
sotto precisate.

Per formalizzare la trattazione, introduciamo i seguenti simboli:

m = durata del contratto = numero dei premi annui;
t = antidurata del contratto nell’anno di riferimento (t=1,...m);
V: = riserva matematica di senescenza all’inizio dell’anno (t, t+1);
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P m = premio annuo anticipato, costante in assenza di adeguamento del-

le prestazioni;
Uysttm-t = valore attuale medio (abbr.: v.a.m.) in t delle prestazioni suc-

cessive a t;
Uytt =Uyyqy = v.aam. in t delle prestazioni dell'anno (t, t+1) (=premio

naturale);

- (1
Jt()

a carico dell’assicuratore;

(2
Jt()

menti (o prelevamenti) assimilabili a premi unici straordinari;

i = tasso di variazione dei premi periodici;

= tasso di variazione dei costi complessivi delle prestazioni che sono

= tasso di variazione della riserva matematica in relazione a versa-

m-t 8x+t = valore attuale medio di rendita vitalizia unitaria temporanea
anticipata.

E noto che, in assenza di variazione dei costi, per la “riserva di se-
nescenza” vale la seguente equazione ricorrente

(51) Vi + px,m =Uxst+1Ext Vin

In termini prospettivi il v.a.m. in t delle prestazioni future soddisfa la rela-
zione

(52) Ux+t,m—t =Vi + px,m /m-—t éix+t

In presenza, invece, di variazione di tali costi, 'onere Uy, va adegua-
to al tasso jt(l) , che comprendera anche gli effetti di malattie taranti. Inoltre,
per il mantenimento dell’equilibrio attuariale occorrono altresi variazioni
della riserva al tasso jt(2) e/o del premio periodico al tasso jt(S). Introdotti

allora i tassi di variazione, la (5.2) diventa
. (1 . (2 .. - (3
(53) Ux+t,m—t (1+Jt( )) = Vt (1 +.]t( )) +Px,m a‘X+t,m—t (1 +Jt( ))

Seguendo la letteratura, ma tenendo esplicitamente conto anche dei casi ta-
rati, posto:
px,m,t = Vt /U

X+t,m—t

e tenendo presente la (5.2), dalla (5.3) si ricava
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. (1 . (2 - (3
.4) 3 =i Pemi t iV A=pem )

g o . ) RPN )
ossia Vt, j ' ¢ media aritmetica ponderatadi j. ' e j; .

Il vincolo (5.4) tra i tassi di variazione puo essere adoperato nella riparti-
zione dei maggiori oneri connessi ad un predeterminato adeguamento delle
prestazioni assicurative in base al tasso j, fra adeguamento di riserva ed
adeguamento del premio periodico, in base ad una scelta di tassi i

Viene, invece, qui di seguito adottato un diverso approccio, distinguendo
tra adeguamento ordinario dei costi, dovuto al procedere dell’eta e all’infla-
zione monetaria, e subitanee variazioni straordinarie di costo, dovute a mo-
difiche dello stato di tare per sopravvenute malattie taranti nell’anno
(t—1,t), con t=x-xg=2z-2, Tale approccio si basa sull'ipotesi che le va-
riazioni straordinarie di costo - per lo pili in aumento, data I'eccezionalita
delle guarigioni da malattie taranti, onde di norma & j,'” >0 - diano luogo
unicamente a variazioni di riserva, mentre le variazioni ordinarie - sistema-
ticamente in aumento, onde jt(S) >0 - diano luogo unicamente a variazioni
del premio periodico.

Circa I'adeguamento straordinario in base al tasso j,*’, va precisato che
possono costituire variazioni di riserva per il suddetto motivo quelle relative
al costo per malattie taranti anche in condizioni di permanenza dello stato di
tare nel senso gia in precedenza specificato.

Riprendendo gli sviluppi precedenti - ove si distingueva fra i settori M =
“spese mediche” e D = “diarie per ricoveri ospedalieri”- e riscrivendo la (5.4)
con i tassi jt(h) = (Y)jt(h) (h=1,2,3;Y =M, D), la dinamica dei costi a carico
dell’assicuratore sara cosi articolata:

1) I'adeguamento dei costi ordinari a carico dell’assicuratore, connesso

all’aumento dell’eta e dei prezzi procedera al tasso AY) definito nel §

2, distintamente per spese mediche o per degenze ospedaliere;

2) la variazione dei costi straordinari connessi alle tare consegue dal pro-
cesso stocastico markoviano specificato nel § 4 e viene qui considerata
soltanto al livello di valori medi (in chiave con la filosofia delle “linee
misturate” introdotte precedentemente) alla fine dell’anno (t—1t)
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Non essendovi ulteriori problemi per il punto 1) , rimane da determinare,
come specificato nel punto 2) , il tasso ¥ jt(z) , (Y =M, D), di variazione del-
la riserva in corrispondenza dell’antidurata t.

A tal fine, adottando la simbologia del § 4, consideriamo un portafoglio
stratificato in sottoportafogli omogenei di contratti con medesima durata ri-
guardanti assicurati coetanei di eta x( nell’anno di ingresso z, . Facciamo
poi le seguenti posizioni:

-)  Cj1x, = delta-costo” per lo stato di tare j = valore attuale al tasso tec-
nico (ad es., quello di rendimento della riserva) ed al tempo z, corri-
spondente all’antidurata t, degli incrementi successivi a z rispetto allo
stato 1 (= assenza di tare) per la testa assicurata che si trovi all’eta
x =x, *+t nello stato di tare j; (1,j =1,....2" ;t =1,....,m); da questa de-
finizione segue:

(5.5)  Ciix, =0 V(t,x0);

) AC - C C

di tare j in riferimento alla medesima testa di eta x, nella ipotesi che

i;t-1,x, = variazione del delta-costo” per lo stato

ij; t,xq jitxg

all’eta x-1, quindi al tempo z-1 e antidurata t-1, essa si sia trovata nel-
lo stato di tare i;

) AC, =H ACj ¢ x, ” = matrice delle variazioni dei delta- costi;

-) a,x,(i) = probabilita di stato iniziale per un assicurato di eta xo =
probabilita che alla stipula del contratto l'assicurato di eta x¢ si trovi
nello stato di tare i e che quindi gli venga addebitata una costituzione
di riserva paria Ci o, (i#1) oltre al pagamento del premio perio-

dico per il costo ordinario corrispondente allo stato 1.

E noto che ZiaO,XO (1) =1 coerentemente con quanto premesso.

Opereremo qui nell'ipotesi agx,(1)=1; a4, (1)=0, (i=1); ma nulla impedi-
sce di considerare il caso generale di presenza di tare all'ingresso in assicura-
zione.
A, = [a0.x, ()] = vettore riga delle probabilita di stato iniziale per as-
sicurati di eta x¢ ; nell'ipotesi assunta risulta: Aoy = [1,0,....,0];
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) A, = [ar.x, ()] = vettore riga delle probabilita di stato al tempo r per
assicuratidieta xg +1;

-)  P=|pj| = matrice 2" x2" delle probabilita di transizione, definita
nel §4, fra stati di tare in un periodo (per es., annuale);

-)  ph :H Pijh H = matrice 2" x2" potenza h-esima di P, i cui elementi

sono le probabilita di transizione fra stati di tare in h periodi.

Determiniamo allora il v.a.m. delle successive variazioni di costo,
nell'ipotesi che siano acquisibili, in base ad una stratificazione per eta
all'ingresso in assicurazione i dati per la costruzione delle seguenti matrici
AR :

>

b) le matrici AC;y, :|| ACij; 1.x, || , V(t,x9) ;

a) lamatrice P=| pj

c) 1ivettoririga a, x> VX0 delle probabilita di stato iniziale, riferite al-
lo stato di tare degli assicurati di ciascuna eta x, all'ingresso in assi-
curazione.

Procedendo in maniera ricorrente, il vettore riga delle probabilita di stato
di tare al tempo z-1 per un assicurato del dato portafoglio (quindi con anti-
durata t-1 ed eta xo +t—1) si determina mediante

(5.6) a

— t-1
—t—l,XO _QO,XO P 4 VXO

Se al tempo z-1 lassicurato si trova nello stato di tare i , ossia & vero
Ievento Hj;_; ,, = {stato di tare = i} , segue dagli sviluppi e dalle posizioni
precedenti, nonche dalle proprieta di P, indipendente da (t,xo), che i valori
medi delle variazioni del delta-costo si ottengono applicando I'operatore E
di valor medio agli elementi della i-esima riga della matrice AC, , , che in-

dicheremo col simbolo AC, , /H;_; ,, (i=1..,2") . Si ottiene quindi
/Hi e j= S2 piiAC.
i;t-1,xq j=1 p1] 1];t,Xq

Dato che I'evento Hj ;,, ha probabilita a,,,, (i), = i-esima compo-

(5.7) EfAC

t,XO

nente del vettore (5.6), ne consegue che il valore medio, senza subordinazio-
ni, delle variazioni di delta-costo in t (valore al quale deve conformarsi la va-
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riazione istantanea di riserva AV, dovuta all’'adeguamento dello stato delle
tare e dei costi delle tare in t) ¢ dato dall’espressione

E{Act,x() } :le[at—],xo (l) E{Act,x(, /Hi;t—],xo } =
=3 Y aiix, (i) pij ACi gy,

Ricordando la definizione di Acij;t’xo ed essendo, Vi, Zﬁl pij=1 la (5.8) puo

(5.8)

essere trasformata in
(5.8)
on . on on .
E{Act,xo } = zizlat—l,xo (I)ijl pijCj; txg zizlat—hxo (1) Ci; t-1,x

comparendo al 2° membro di (5.8’) la differenza fra i valori medi dei delta-
costi in t e in t-1. Pertanto la (5.8’) riporta al caso in esame la permutabilita
fra gli operatori di valore medio e di somma algebrica di variabili aleatorie.
In relazione poi al problema delle attribuzioni degli oneri connessi alle va-
riazioni di riserva per effetto di tare, consideriamo due varianti che si distin-
guono per le modalita di imputazione dei maggiori esborsi per gli assicurati,
sotto forma di premi integrativi dovuti all'adeguamento in base al tasso
i®, ed inoltre, relativamente a ciascuna di esse, diamo opportuni criteri
per la loro quantificazione .

- variante A) senza mutualita

Assumiamo che la variazione (per lo pil: incremento) di riserva dovuta
ad un mutamento dello stato di tare dia luogo ad un esborso a carico di
quell’assicurato che ha dato luogo a tale cambiamento; questi ha peraltro la
facilitazione del pagamento rateale sotto forma di premio integrativo
dall’anno di insorgenza della variazione alla fine del contratto, subordinata-
mente alla sopravvivenza. Tale sovrapremio diventa cioé un contributo stra-
ordinario, che rimane a carico dell’assicurato in quanto 'aumento di riserva
¢ dovuto a maggiori oneri per motivo a lui imputabile.

Occorre allora considerare non valori attesi ma delta-costi effettivi in
conseguenza di reali variazioni nello stato di tare per ciascun assicurato, in-
dipendentemente dagli altri. Precisamente, se nel passaggio dalla antidurata
t-1 a t assicurato in esame passa dallo stato i a j (avendo gia computato le
variazioni di premio dovute al passaggio da 1 a i), ¢ a suo carico la variazione
del delta-costo ACij;t,XO =Cj,

s Ly

< —Ci;t_l,xo (o asuo sgravio se esso ¢ negati-

0
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vo) che verra regolato col sovrapremio periodico, pagabile da quel momento
fino alla scadenza al tempo z( + t *, espresso da

(59) ATcij;t,xo ZACij; t,X0 /éxoﬂ,t*—t

Naturalmente questo sovrapremio periodico si cumula agli altri per prece-
denti variazioni onde il livello dei sovrapremi annui complessivi & una se-
quenza costante a tratti.

- variante B) con mutualita

Assumiamo che i valori attesi dei maggiori costi dovuti a variazione di ta-
re siano ripartiti all'ingresso in assicurazione fra tutti gli assicurati apparte-
nenti a classi omogenee del portafoglio (es. assicurati con eta x( all'ingresso
e medesima durata t* di assicurazione) che abbiamo supposto per semplici-
ta privi di tare, sotto forma di maggiorazioni di premio periodico che ri-
guardano tutti gli assicurati per tutta la durata del contratto, quali che siano
coloro che effettivamente saranno colpiti da tare.

Si prende allora in considerazione non piu il costo del singolo contratto,
bensi quello riferito ad un portafoglio omogeneo nel senso precisato, deter-
minando poi il premio unico come rapporto fra il v.a.m. in z, dei maggiori
costi complessivi dovuti a successive variazioni nello stato di tare e il nume-
ro degli assicurati all'ingresso.

Come gia detto in precedenza, occorre considerare un sottoportafoglio di
contratti omogenei, cui applicare la mutualita; indichiamo con ny il numero

degli assicurati di tale gruppo e {, } la tavola di sopravvivenza per essi.

Ricordando (5.8’) che fornisce I'incremento atteso di riserva in t dovuto a
tare, essendo n;=ngl, ./l il numero medio di sopravviventi in t e n il
tasso di rendimento, si ricava il v.a.m. al tempo zo (onde t=0) delle varia-
zioni complessive di riserva dovute all’evoluzione delle tare, che &

(5100 AV=Y"" n, EAC, , J(1+m)"

Per 'omogeneita degli assicurati, il sovrapremio unico pro-capite di
competenza di ciascun assicurato in regime di mutualita ¢ dato da AV/ng e
conseguentemente quello annuo per le maggiori prestazioni dovute a tare ¢
dato da

(5.11) AP=AV/(ny ., )
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Per ottenere il tasso di variazione ‘¥’ jt(z) dei delta-costi complessivi do-
vuti alle tare, come gia accennato occorre rapportare la variazione assoluta
media espressa dalla (5.8) al valore della riserva di senescenza con antidurata
t-1, algebricamente incrementato della variazione di riserva dovuta alle pre-
stazioni ordinarie: tale incremento ha lo scopo di valutare la variazione rela-
tiva dovuta esclusivamente ai movimenti connessi alle tare.

Una volta determinati i tassi jt(3) e ¥ jt(z) in base alla effettiva di-
namica dei costi ordinari e dei valori medi dei costi aleatori straordinari, e
determinato altresi il v.ia.m. Uy, ¢ all'antidurata t in base alla (5.2) al net-
to di qualsiasi adeguamento applicabile in t, il vincolo (5.4) consente di va-
lutare il tasso )" di adeguamento delle prestazioni, che tiene conto an-
che dei costi delle malattie taranti e della loro evoluzione, in base al princi-
pio della conservazione dell’equilibrio attuariale.

Questo modo di procedere ¢ alternativo a quello, pitt complesso,
dell’evoluzione delle linee misturate descritto in precedenza , il quale con-
sentirebbe peraltro di operare sulle distribuzioni e non soltanto sui valori

medi fornendo cosi informazioni sulla rischiosita del processo di costo.

6. Esemplificazione

Concludiamo il lavoro con I'esame del caso particolare di tre malattie ta-
ranti, con 'approssimazione di considerare trascurabili, ponendo uguali a
zero le rispettive probabilita, le transizioni che comportano in un periodo
annuale guarigioni da tali malattie con o senza nuove acquisizioni, nonche
acquisizioni di piu di una malattia tarante. Rimangono quindi con probabi-
lita positiva soltanto gli eventi di permanenza nello stato o di acquisizione di
una sola malattia in un singolo periodo. In questa ipotesi, con la terminolo-
gia usata nel § 4.2 per sviluppare il caso n = 3, gli stati collegati alle tre malat-
tie taranti considerate sono:

(1) = nessuna malattia; (2) = prima malattia; (3) = seconda malattia; (4) =
terza malattia; (5) = prima e seconda malattia; (6) = prima e terza ma-
lattia; (7) = seconda e terza malattia; (8) = tutte e tre le malattie.

Pertanto gli elementi non necessariamente nulli della matrice P=|| Dij ||

delle probabilita di transizione sono soltanto quelli contenuti nella seguente
tabella:
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Stato di provenienza Riga di P

nessuna malattia
una malattia
una malattia
una malattia
due malattie
due malattie
due malattie

0 NN N Ul W N

tre malattie

Probabilita non nulle

P
P2
P
Pu
Pss
P s
P
Py

P
Pas
Pss
Pus
Pss
P
P

Pz Pu
P
P
Pu

Dato che la matrice P non ha colonne tutte nulle, neppure i vettori riga
a,y, hanno componenti sistematicamente nulle al crescere di r , ossia o-

gnuno degli 8 stati rimane possibile.

La (5.8’), che costituisce il numeratore della frazione che definisce il tasso

() 3,® si scrive allora

(6.1) EWAC,,,J= X5 a0y, ) S

dove, avendo gia osservato che Cy., =0, V(t,x0), S € la somma dei se-

guenti termini, di ovvia interpretazione, riguardanti gli stati di arrivo in t:

(P12 +P2) Coixg

(P13 +P33) C3iex

(Pra +Pas) Caitxg

(P25 + P35 +Pss5) Csitxg

(P2 +Pas +Pes) Coitxg

(P37 P4 +P77) Critxg

(Pss +Pes +P7s +Pss) Caitxg

1
e N e N N N
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7. Conclusioni

Gli sviluppi formali e le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti co-
stituiscono la base per la definizione e la valutazione, con opportuni metodi
statistici, della dinamica dei costi connessi ai rischi di malattia, con speciale
riguardo ai rimborsi di spese mediche e di degenza ospedaliera. Nel presente
lavoro I'indagine ¢é stata effettuata sia in ipotesi di assenza che di presenza di
tare, studiando altresi il processo evolutivo tra stati di tara. Tutto cio trova
corrispondenza speculare nel calcolo dei premi e della loro dinamica.

E stato poi esaminato il caso particolare di tre malattie taranti; analoghe
esemplificazioni ed applicazioni possono essere sviluppate sulla base di ra-
gionevoli ipotesi sull’evoluzione delle malattie e dei conseguenti costi, non-
che tenendo conto dei dati statistici del settore.

Osserviamo infine che applicazioni fondate su esperienze assicurative e
su dati statistici concreti comporterebbe anche 'uso di modelli simulativi; va
pero evidenziata la scarsa disponibilita dei suddetti dati.
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