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9 Abstract

Il lavoro verterà sullo studio di strutture astratte — principalmente algebre di Hopf, algebre differenziali (ad

esempio algebre DG e DGL, abbreviazioni di“differenziali graduate”e“differenziali graduate di Lie”) e algebre di

vertice (in inglese“vertex operator algebras”) —, delle connessioni con altri rami della geometria e della topologia,

e delle loro applicazioni in fisica teorica e in particolar modo in teorie di campo classiche e quantistiche.

Nell’ambito delle algebre di Hopf, studieremo quantizzazioni per deformazioni e quantizzazioni strette di gruppi

di Lie (le cui funzioni rappresentative hanno una struttura canonica di algebra di Hopf) e degli spazi omogenei

associati; ci interesserà costruire, inoltre, le algebre differenziali graduate che descrivono la struttura differenziale

di tali quantizzazioni. Lo studio di teorie di campo — in particolare di soluzioni non-perturbative, i cosiddetti

solitoni topologici — su tali spazi sarà interessante per le sue ricadute in fisica. La partecipazione al progetto di

esperti di topologia algebrica permetterà di adattare ben note tecniche di coomologia equivariante e di formule

di localizzazione che serviranno ad affrontare il problema del conteggio delle famiglie di instantoni.

Per quanto riguarda l’approccio perturbativo alla teoria quantistica dei campi, ci proponiamo di generalizzare

alcuni studi sulla struttura di algebre di Hopf legate alla combinatoria di diagrammi di Feynman, alberi planari

binari e alberi con radice. L’uso di algebre di Hopf permette di semplificare problemi di combinatoria (legati

alla rinormalizzazione in teoria dei campi) ad alta complessità computazionale, trasformandoli nell’applicazione

meccanica di alcune proprietà delle algebre di Hopf, che si prestano allo studio di algoritmi e loro ottimizzazione

che rendano il lavoro automatico. Data l’elevata complessità di tali algoritmi, si prevede la loro implementazione

anche su sistemi di calcolo ad architettura avanzata come sistemi paralleli a memoria distribuita e/o condivisa.

Nell’ambito delle algebra di vertice, ci occuperemo principalmente della costruzione esplicita di modelli super-

conformi tramite forme semiinfinite associate ad ipersuperfici nelle varietà toriche, nel contesto della teoria dei

germi d’arco, con speciale enfasi sulle proprietà legate alla simmetria Mirror. Anche in questo caso, la parteci-

pazione al progetto di esperti di topologia algebrica permetterà di studiare la relazione esplicita tra le soluzioni

formali, tramite classi equivarianti, dei sistemi integrabili legati alla simmetria Mirror e la teoria dei germi d’arco.

Per quanto riguarda le algebre differenziali studieremo anche il loro utilizzo nella descrizione dei correlatori di

Hodge e nello studio locale degli spazi dei moduli di varietà complesse.

10 Motivazioni della ricerca proposta e sua rilevanza in ambito nazionale e internazionale

Nell’ambito delle algebre di Hopf quasi-triangolari, deformazioni standard delle algebre universali avviluppanti

algebre di Lie semisemplici sono state introdotte V.G. Drinfeld e M. Jimbo negli anni ‘80 [24, 30]. Tali deformazioni

hanno grande interesse in quanto compaiono nella teoria dei sistemi integrabili, come soluzioni dell’equazione di

Yang-Baxter quantistica, nell’algebra conforme di teorie di campo quantistiche, nelle rappresentazioni dei gruppi

di Artin e dei gruppi algebrici in caratteristica p, e nella costruzione di invarianti di nodi [11, 33]. Più recentemente

l’argomento è stato portato all’attenzione dei fisici teorici in quanto i diagrammi di Feynman, usati per calcolare

la matrice di scattering nell’approccio perturbativo alle teorie di campo quantistiche, possiedono una struttura di

algebra di Hopf e tale struttura permette di affrontare in maniera efficiente problemi computazionali estremamente

complicati come quello della rinormalizzazione della teoria (vedere ad esempio [34, 14, 25]); in maniera simile

alcune soluzioni in teoria dei campi possono essere date come serie i cui termini sono indicizzati da alberi con

radici o alberi planari binari, ed anche questi possiedono una struttura di algebra di Hopf.

Un ulteriore motivo di interesse per le algebre di Hopf risiede nel fatto che possono essere utilizzate per

descrivere le simmetrie di sistemi fisici che si incontrano in meccanica quantistica. Dal punto di vista matematico

“quantizzare” un sistema fisico vuol dire essenzialmente sostituire osservabili classici — descritti dall’algebra di

funzioni continue nulle all’infinito su uno spazio topologico localmente compatto — con osservabili quantistici —

descritti da una C∗-algebra di operatori su uno spazio di Hilbert. Poiché in meccanica quantistica spazi topologici

sono rimpiazzati da C∗-algebre, è naturale immaginare che l’analogo quantistico di un gruppo topologico sia una

C∗-algebra con una struttura aggiuntiva. Tali strutture algebriche — dette (con un abuso di terminologia)“gruppi
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quantistici compatti”o più propriamente“C∗-algebre di Woronowicz”— sono state introdotte in una serie di lavori

seminali da S.L. Woronowicz [40, 41], originariamente con l’obiettivo di generalizzare la dualità di Pontryagin

dai gruppi abeliani ad una categoria che contenesse tutti i gruppi topologici compatti e costituiscono oggi un

campo di studio a sé stante. La generalizzazione al caso localmente compatto è stata data successivamente da

vari autori. Uno dei motivi di interesse per le C∗-algebre di Woronowicz è il fatto che contengono sempre una

sottoalgebra densa che possiede una struttura canonica di algebra di Hopf. Da questo punto di vista le algebre

di Hopf possono essere usate per descrivere le simmetrie di una C∗-algebra, ovvero di uno “spazio quantistico”.

La necessità di generalizzare gli strumenti della geometria differenziale ad algebre di operatori è la motivazione

alla base della “geometria noncommutativa” [12]. È molto plausibile attendersi che lo studio delle strutture di

algebre noncommutative comporti una più profonda comprensione della struttura quantistica dello spazio tempo

[2] . Le strutture di C∗-algebra hanno anche una importante rilevanza per il modello standard della interazione

elettrodebole, forte e gravitazionale [10].

Una struttura differenziale in geometria noncommutativa — essenziale nello studio di solitoni topologici —

è descritta da un’algebra differenziale graduata (e associativa). Un modo canonico di costruirla è partendo da

una tripla spettrale, che costituisce una generalizzazione della nozione di varietà di spin nell’ambito delle algebre

di operatori. Le algebre differenziali, ovvero algebre con una derivazione, al pari delle algebre di Hopf sono oggetti

basilari e onnipresenti in matematica e fisica.

L’ultimo argomento, anch’esso motivato dalla fisica teorica e intimamente legato alle algebre di Hopf, sono le

algebre di vertice: introdotte originariamente in teoria delle stringhe come formalizzazione della struttura degli

operatori locali che descrivono la propagazione delle stringhe stesse, tali algebre hanno un ruolo fondamentale

in fisica nelle teorie di campo conformi (sono la formalizzazione di ciò che i fisici chiamano “algebre chirali”), ed

hanno un notevole interesse in vari rami della matematica pura, ad esempio nello studio delle curve algebriche [27].

11 Stato dell’arte

La teoria quantistica dei campi fornisce un quadro piuttosto completo delle interazioni fra particelle nella fisica delle

alte energie. Nonostante esistano modelli risolubili in maniera esatta, nella maggioranza dei casi di interesse pratico

quello che si fa è uno sviluppo perturbativo (del funzionale di azione) attorno allo stato di vuoto. A determinate

scale di energia si può ottenere un’approssimazione migliore sviluppando il funzionale d’azione attorno a minimi

locali non banali, ovvero con energia maggiore di quella dello stato di vuoto. Tali minimi — soluzioni esatte (non

perturbative) di questi modelli — sono noti come solitoni topologici. Lo studio dell’esistenza di soluzioni non

perturbative (integrabilità delle PDE associate), lo sviluppo di metodi per determinare quando due soluzioni sono

‘equivalenti’, ed il conteggio di famiglie (classi di equivalenza) di soluzioni, sono quindi problematiche fondamentali

per le teorie di campo e per la fisica teorica contemporanea. Particolarmente importanti fra i solitoni sono gli

instantoni di Yang-Mills, che appaiono nello studio di teorie di gauge.

Nello studio di soluzioni non perturbative delle equazioni di Yang-Mills, la geometria non-commutativa com-

pare in maniera naturale da molti fronti. La costruzione ADHM di instantoni su spazi classici (4-sfera, piano

proiettivo complesso, etc.) avviene passando attraverso uno spazio ausiliario ‘non-commutativo’, traducendo cos̀ı

il problema nel linguaggio dell’algebra [4]. D’altra parte prendere lo spazio di base di per sé quantistico ha in-

teresse in vista dell’emergere di simili teorie come limite di basse energie di teorie di stringa [13, 35, 37], ed in

vista anche di esperimenti ‘gedanken’ che suggeriscono che a scale di lunghezza estremamente piccole lo spazio

sia qualcosa di genuinamente quantistico [22, 23].

In letteratura, lo studio di solitoni topologici su spazi quantistici riguarda principalmente quantizzazioni di

spazi localmente conformemente piatti. Classicamente un esempio non localmente conformemente piatto, essen-

zialmente l’unico, di cui si sanno descrivere esplicitamente gli spazi di moduli di instantoni è il piano proiettivo

complesso [21]. La sua quantizzazione sarà uno degli oggetti di studio del nostro progetto.

La coomologia equivariante è una teoria coomologica per lo studio delle proprietà geometriche e degli invarianti

associati all’azione di un gruppo su uno spazio. Nel caso di gruppi di Lie compatti e varietà differenziabili finito-
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dimensionali, può essere pensata come una generalizzazione dell’anello di coomologia di de Rham che tenga conto

dell’azione del gruppo di simmetrie. I modelli classici per la definizione di tale teoria sono quello di Borel, Weil e

Cartan; un ulteriore modello, noto in letteratura come BRST, interpola i modelli di Weil e Cartan e fornisce un

naturale scenario per implementare il legame tra simmetrie BRST e coomologia equivariante nelle teorie di campo

topologiche [31, 38]. Le classi di Chern equivarianti [8] estendono la usuale classificazione coomologica dei fibrati

vettoriali al caso in cui vi sia una G-azione compatibile con la struttura; l’accoppiamento di tali classi con la K-

teoria equivariante fornisce gli invarianti topologici classici [5]. Un’eventuale generalizzazione a spazi quantistici

dovrebbe fornire una alternativa agli invarianti ‘quantistici’ (i “caratteri di Chern-Connes”) ottenuti mappando

la K-teoria equivariante nella K-omologia ciclica equivariante; costituirebbe inoltre il necessario formalismo per

estendere a spazi noncommutativi e teorie di campo ivi definite le tecniche di localizzazione equivariante e

quantizzazione mediante simmetrie BRST ben note in ambito classico.

12 Descrizione dell’attività da svolgere e suoi obiettivi

Per quanto riguardo lo studio di instantoni, procederemo in analogia ai lavori di Donaldson e Groissier [20, 29]

e ci concentreremo sulla quantizzazione CP2
q dello spazio proiettivo complesso descritta in [18]. Studieremo la

struttura dello spazio di moduli delle connessioni anti-autoduali su tale spazio e a coefficienti nell’algebra di Hopf

Uq(su(2)), la ben nota deformazione di U(su(2)) con parametro di deformazione 0 < q < 1. Famiglie di soluzioni

sono parametrizzate classicamente dai caratteri di Chern, e nel caso di gruppo di gauge SU(2) il primo carattere

è nullo e l’integrale del secondo è la “carica” dell’istantone. Nel caso quantistico si possono ottenere due classi

di invarianti, utili nella classificazione delle soluzioni. Invarianti classici si ottengono mappando moduli proiettivi

finitamente generati (generalizzazione dei fibrati vettoriali in ambito algebrico) cicli di vario tipo: di Hochschild,

ciclica e ciclica periodica. Per ottenere dei numeri, si accoppiano tali cicli con cocicli nelle coomologie duali,

costruiti a partire da moduli di Fredholm. Una strada diversa è considerare connessioni invarianti su moduli

equivarianti (l’analogo di fibrati omogenei) e “integrare” potenze della curvatura: capire il legame fra questo

approccio e la versione equivariante della costruzione con proiettori e moduli di Fredholm è un problema aperto, e

ci aspettiamo di ottenere delle indicazioni dall’esempio di CP2
q . Come obiettivo a lungo termine si può pensare di

estendere a quest’ambito non-commutativo i risultati di localizzazione equivariante classici [6, 3] ed il formalismo

di quantizzazione mediante simmetrie BRST [38].

Un’altra classe di esempi su cui intendiamo studiare teorie di campo – interessante anche per il suo collega-

mento con la geometria algebrica – è data dalle quantizzazioni “alla Rieffel” [36] di varietà toriche, per le quali

l’articolo [15] . In fisica teorica, le varietà toriche sono importanti nello studio di modelli sigma non lineari, e le

loro versioni non-commutative ci si aspetta siano rilevanti nella quantizzazione di questi modelli.

Per quanto riguarda le algebre di Hopf applicate a teorie di campo perturbative, sia nel caso dei diagrammi

di Feynman che in quello degli alberi planari binari e alberi con radice, si tratta di algebre commutative. Il duale

di un’algebra di questo tipo è, quindi, a meno di un isomorfo, l’algebra universale avviluppante un’algebra di

Lie, di cui ci proponiamo di studiare le sottoalgebre finito-dimensionali e dei gruppi di Lie associati. E’ inoltre

interessante lo studio dei comoduli finito-dimensionali per tali algebre di Hopf, in quanto legati alle soluzioni delle

equazioni di Dyson-Schwinger; tale studio è stato fatto da [26] nel caso degli alberi con radice, mentre per quelli

planari binari e per i diagrammi di Feynman si tratta di un problema aperto.

Tutte queste strutture hanno applicazioni per lo studio delle teorie di campo e della struttura dello spaziotempo

alla scala di Planck, dove si suppone che la geometria oridinaria debba essere “quantizzata”.

Per quanto riguarda le algebre di vertice, ci concentreremo sulla descrizione degli anelli chirali tramite forme

semiinfinite, secondo l’approccio descritto in in [32], [1] e basato sulla costruzione dei germi d’arco formali data

in [19]. Il nostro obiettivo è quello di costruire esplicitamente, in tale contesto, gli anelli chirali per ipersuperfici

nelle varietà toriche, esibendo la simmetria superconforme e confrontando i risultati con quelli contenuti in [9].

Più a lungo termine ci aspettiamo di esplicitare il legame tra i D-moduli naturalmente definiti sugli schemi d’arco

formali e la “teoria di Floer equivariante” ipotizzata euristicamente in [28].
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L’organizzazione di seminari periodici e l’invito di esperti anche stranieri ci permetterà di condividere le

conoscenze acquisite nel corso del lavoro di ricerca.

Riferimenti bibliografici

[1] S. Arkhipov e M. Kapranov, Toric arc schemes and quantum cohomology of toric varieties, Math. Ann. 335 (2006),

953–964.

[2] P. Aschieri, M. Dimitrijevic, P. Kulish, F. Lizzi e J. Wess, Noncommutative spacetimes: Symmetries in noncommutative

geometry and field theory, Lecture notes in physics. 774, 199 p, Dordrecht, Netherlands: Springer (2009).

[3] M. Atiyah and R. Bott, The moment map and equivariant cohomology, Topology 23 (1984), 1–28.

[4] M.F. Atiyah, N.J. Hitchin, V.G. Drinfeld, and Yu.I. Manin, Construction of instantons, Phys. Lett. A65 (1978), no. 3,

185–187.

[5] M. Atiyah and G. Segal, Equivariant K-theory and completion, J. Diff. Geo. 3 (1969), no. 1-2, 1–18.
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[7] N. Berline and M. Vergne, Zéros d’un champ de vecteurs et classes caracteristiques equivariantes, Duke Math. J. 50

(1983), 539–549.

[8] N. Berline, E. Getzler and M. Vergne, Heat kernels and Dirac operators, Springer-Verlag, 1992.

[9] L. Borisov, Chiral rings of vertex algebras of mirror symmetry, Math. Z. 248 (2004), no. 3, 567–591.

[10] Ali H. Chamseddine, A. Connes e M. Marcolli, Gravity and the standard model with neutrino mixing, in Adv. Theor.

Math. Phys. 11, (2007), 991-1089.

[11] V. Chari and A.N. Pressley, A guide to quantum groups, Cambridge Univ. Press, 1994.

[12] A. Connes, Noncommutative Geometry, Academic Press, 1994.

[13] A. Connes, M.R. Douglas, and A. Schwarz, Noncommutative Geometry and Matrix Theory: Compactification on Tori,

JHEP (1998), no. 02, 003.

[14] A. Connes and D. Kreimer, Hopf algebras, renormalization and noncommutative geometry, Commun. Math. Phys. 199

(1998), 203–242.

[15] A. Connes and G. Landi, Noncommutative Manifolds, the Instanton Algebra and Isospectral Deformations, Commun.

Math. Phys. 221, (2001), 141–159.

[16] F. D’Andrea and L. D ↪abrowski, Dirac Operators on Quantum Projective Spaces, Commun. Math. Phys. 295 (2010),

731–790.

[17] F. D’Andrea and G. Landi, Bounded and unbounded Fredholm modules for quantum projective spaces, J. K-theory 6

(2010), 231–240.

[18] F. D’Andrea and G. Landi, Anti-selfdual Connections on the Quantum Projective Plane: Monopoles, Commun. Math.

Phys. 297 (2010), 841–893.

[19] J. Denef, and F. Loeser, Germs of arcs on singular algebraic varieties and motivic integration, Invent. Math. 135 (1999),

no. 1, 201–232.

[20] S.K. Donaldson, Vector bundles on the flag manifolds and the Ward correspondence, in Geometry Today, Progress in

Math. 60 (Birkhäuser, 1985).
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13 Risultati attesi e loro rilevanza in ambito scientifico

I risultati attesi comprendono la costruzione di instantoni, prima di carica 1 e poi eventualmente di carica arbitraria,

su CP2
q , una descrizione della geometria dei relativi spazi di moduli e delle algebre di Hopf che ne descrivono le

simmetrie. Più in generale, a lungo termine ci aspettiamo di generalizzare questi risultati a deformazioni di spazi

proiettivi complessi di dimensione maggiore di 2 (studiati ad esempio in [16, 17]) ed allo studio di equazioni di

Hermitian-Yang-Mills su tali spazi.

Tali risultati contribuiranno all’avanzamento delle conoscenze nell’ambito della geometria noncommutativa

con un forte contributo a problemi cruciali di ricerca fondamentale, quali aspetti della struttura dello spazio-

tempo a piccole distanze (o energie molto alte), ed anche alla struttura matematica di una teoria quantistica

della gravitazione. Si otterranno chiarimenti sostanziali sul ruolo delle algebre di Hopf come simmetrie di strutture

matematiche importanti (ad esempio fibrati, triple spettrali, teorie di gauge, etc.) rilevanti nello studio di teorie

quantistiche.

Ci attendiamo, inoltre, che lo studio delle teorie di campo legate all’azione spettrale descritta in [10] e la sua

quantizzazione, e in particolare le connessioni con le anomalie, abbiano conseguenze anche cosmologiche che ci

proponiamo di investigare.

Per quanto riguarda le algebre di vertice, ci si aspetta di costruire rigorosamente gli anelli di de Rham chirali

formati dalle forme differenziali semiinfinite associate alle ipersuperfici delle varietà toriche, di esplicitare l’azione

esercitata su di esse dal flusso spettrale e di esibire in tale contesto una versione completa della simmetria

Mirror. Tali risultati darebbero fondamento rigoroso all’approccio originario di Givental basato sulla “teoria di

Floer equivariante” e, allo stato, di natura in gran parte congetturale.

14 Descrizione degli indicatori sulla base dei quali sarà possibile la valutazione in itinere ed
ex post dei risultati

La verifica dei risultati ottenuti durante l’esecuzione del programma di ricerca avverrà, secondo l’uso invalso, con

la loro messa al vaglio della comunità scientifica internazionale sottoponendoli ai comitati scientifici di congressi

internazionali e delle maggiori riviste nazionali e internazionali specializzate nel campo.

Alla fine del primo anno e alla scadenza del progetto si presenteranno dei rapporti dettagliati sui progressi

e gli obiettivi raggiunti, sulle pubblicazioni scientifiche prodotte e sulle reazioni ottenute a riguardo nell’ambito

della comunità scientifica internazionale.
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15 Costo complessivo del Progetto articolato per voci

Voce di spesa Importo

Materiale inventariabile * 25500

Materiale di consumo e funzionamento 3000

Software, licenze e calcolo 1000

Inviti di esperti (non oltre il 10% del costo del progetto) 6000

Missioni 24500

Pubblicazioni 0

Altre spese di tipologie diverse (specificare) 0

Totale 60000

* Hardware per simulazioni numeriche e manuali scientifici.
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